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IIpenrosop

JTuckperna MaTeMaTrka 00yXBaTa BeJIUKA OPOj PA3INUUTUX MATEMATUYKIX 00JIacTU Koje ce base mpe-
OpojaBameM, MOJEIOBaKEM U onpehuBameM pa3HUX TOCTyHIAaKa U METOIa Ha KOHAYHUM WX NPeOpojuBuM
crkynoBuMa. OHa MMa BEJIUKY NPUMEHY y PAYyHAPCKAM HAyKaMa, [Je MPEACTAaBIha BUXOBY MATEMATUYKY
OCHOBY.

Kmura xoja je mpen Bama mocsehena je HEKUM OJ HAjIPUMEHEHUjUX OOJJIACTU AUCKPETHE MaTEMATHUKE
W HaIlICAHAa je, Ipe CBera, Ha OCHOBY caap:Kaja MCTOMMEHOT IIPEAMETa, YMjy HACTABY ayTOp peajuiyje
va | roguau ocuoBHux crynuja cMmepoBa PT m HPT Bucoke mrose 3a €IEKTPOTEXHUKY M PAYYHAPCTBO
y Beorpany. Kmura je Hacrasa kao pe3ysiaTaT BULIETOJUIIEEI UCKYCTBa y paly Ca CTYIeHTHMAa U Tpeba
na mM, Kao oarosapajyhu yubenuk, osakma mpaheme HacTaBe U OMOIYy N TeMeJLHU]y MPUIPEMY WCIIUATA.
Hoen canpskaj ogrosapa crapmapIHrM nporpamMuma npeamMera u3 obmactu uckpeTHe MaTeMATUKE, KOjU
ce, upema npenopykama ACM (The Association for Computing Machinery) Computing Curricula, n3Bone,
kao obaBe3Hu, Ha BehmHN ¢axyiarera MHGOpPMATVMKE M pAdYyHAPCTBA y CBeTy. Kmbura je monesbeHa Ha
cnenehux mect moraasmba.

IIpsa rmaBa kmure momceha uwmTaona Ha HEKe OCHOBHE IMOjMOBe KoMmOuHaTopumke. To cy mojMoBu
Bapujanuja, KOMOMHaIMja ¥ IepMyTalnuje ca u 0e3 MOHAB/bAKA, OMHOMHUX KOE(PUIUjeHATa M CBU OHU
ce mpuMemyjy 3a npebpojaBame ompebennx objekara. OBo morsasme he mahw npumeny u mpenmery
Beposaraoha u crarucruka ca Il romume.

Ipyra rnasa nocsehena je kmacuunoj Maremarnuko] sorumnu. Y 0] Ce najy OCHOBE UCKA3HOI PauyHAa
¥ HEKEe Ol HerOBUX IPUMEHA (Ha CKyNOBE, KA0 U €JICKTPUYHE IIeME), a 3aTUM C€ PA3MaTpa IPEAUKATCKA
pauys I pena u Ha kpajy Bysnose ¢yuruumje.

Tpeha raasa ce 6aBu pesanujCKuM CTPYKTypama, Tj. CKyIOBUMA y KOje Cy yBeIeHe peJalje Hal eJl-
eMeHTUMA TUX cKynoBa. CrmemujaHoO ce M3aasKy 0COOMHE CKymoBa KOju cy ypebhenu pesmamnujama mopeTka,
Ka0 W CKyNOBa Ha KOjuMa Cy AepUHHCAHE peJialyrje eKBuBaJieHnuje. Peramnuje cy OAUPEKTHO MOBE3aHE Ca
Oa3aMa momaTaka.

Y 4eTBpTOj IJIaBU Cy yBEIEHU OCHOBHU ejeMeHTH Teopuje rpadosa. Ob6pabenu cy mojMoBu opujen-
THCAHOI W HEOPUjEHTUCAHOr rpada M IUCKYyTOBAHE HEKE O HBUXOBUX ocobumua. [leramHOo cy mare Bese
usmeDhy ocHoBHuUX mojmoBa Teopuje rpadora. I'padoBr umajy Benmuky IpuMeHy y IPOTPaAMUPAILY.

Y meroj riaBu je pasMmaTrpaHa jeqHa CIenyjaliHa Kjaaca rpadoBa, T3B. ctabia, ¥ yKa3aHO je Ha HEKe
Ol LUXOBUX IIPUMEHA Y PAYYHAPCTBY, Ka0 U IPU KOOUPAWmy. Y BeIEHU Cy HajoCHOBHUju mojMoBu Teopuje
KOIPAbA.

Y mecroj riaaBu GpopMaIHO ce HeUHUIIE [T0jaM KOHAYHE MAaIlWHEe, KA0 U IBbeHA BPJIO BarKHA CIEL]jaTHA
BpPCTa - KOHAYAH ayTOMAaT, U yKa3yje Ha BUXOBO KOpUIINeme IPU NIPUKA3UBAKY Pada HEKUX IPOIEnypa
y pauynapy. Takobe, ycmocraBuhemo Be3y m3mehy KOHAUHMX ayToMaTa U PEryJJapHUX TPaMATUKA.

O63upoM Ha NPOYUII CTPyUmaKa YrjeM je oOpa3oBamy OBaj yUOEHUWK HAMEHEH, y HeMy ce He yia3u
nybsme y Teopujcka pa3MaTparma ODJACTU KOje ce Hmpe3eHTyjy. 3aTo je oBme BehwuHa Teopema mara
0Oe3 moka3a, anau je, C Apyre CTPaHe, BeJIMKa IaKmba IocBeheHa maBamy OAroBapajynux miaycTpaTUBHUX
nprMepa 3a BeNuHy yBeZEHMX IIOjMOBA, KA0 U YKA3WBAaMBmYy HA HUXOBE IPUMEHE.

WNaxko je xmura, npe cBera, HaMelmeHa CTYIeHTNMa Bucoke 1mIKOJIe 33 eJIeKTPOTEXHUKY U PaUyHAPCTBO,
HaIaMO Ce Ia OHA y HEKOj Mepu MOsKe na Oyne KOPHCHA U MHKEHEePUMa OCTAJNIUX IPOuMIa, KA0 U CBUMA
OHUMA KOju ce DaBe padyyHapCTBOM.

Behuna nprexa y kmusu je mHauprana nomohy makera WinGCLC ayropa Ilpenpara Janumuwnha, xoju
ce moske Hahm Ha ampecu

http://poincare.matf.bg.ac.rs/~janicic/gclc/index.html

3axBaJsmyjeMo ce perensentuma np Mwuwany Kuesxesuhy, mouenty Marematuuror ¢akynrera um ap
Csernanu [IItp6an Casuhy, npodecopy crpykoBHUX cTyauja Ha BUCOKO] IIKONU 3a €IEKTPOTEXHUKY U
PauYyHapPCTBO, KOJU CY HAKLUBO IMPOUMUTAJU IEJOKYIaH TEKCT U Ca HUXOBUM KOMEHTapUMa Y KOPUCHUM
cyrectujaMa Cy DOTMPUHENU TOOOJbIIAaY KBAJIUTETA, OBE KELUTE.

YHampen cMO 3aXBaJIHU Ha KOPUCHUM CyrecTrjaMa, IpuMendamMa 1 yKa3uBamby Ha IPEMIKEe CBUMa OHUMA
KOju OyIay OBY KEBUTY KOPUCTUJIU.

Beorpan, maj 2023. Ayrop



6 1. KOMBMHATOPUEKA

1. KomOuHaTOopuka

Komburaropuka, Hayka 0 pacnopeanMa objerara, je BaxkaH Je0 AUCKpeTHe MaTeMaTuke. [IpoydaBame
oBe obnactu mouesno je jomr y XVII Beky, ymopemo ca HacTaHKOM Teopuje BepoBaTHOLe, Kazga Cy ce
penraBaJim MpBY KOMOMHATOPHU TPOOJIEeMU BE3aHU Ca KOIKAWEM, Tj. ca urpama Ha cpehy.
Kombunaropura je obiact MmaTeMaTuke Koja ce OABU:

e npebpojaBameM ckynosa (Tj. onpebuBamem Gpoja eseMeHaTa CKyIoOBa);

® UCIIUTHBAE-EM/ JOKA3UBAKEM MOCTOjama (ersucrtennuje) onpebhennx KOMOGUHATOPHUX CTPYKTYDA;
e KIacCUPUKANIjOM KOMOMHATOPHUX CTPYKTYPA;

e ckcTpeMasaHUM npobiaeMuMa (mpobieMu min, max);

e npobyieMuMa KOMOMHATOPHE ONTUMU3AIM]e U OAroBapajyiuM ajJropurMuMa.

Mu hemo ce y oBoMm kypcy Jluckperne mareMaTuke 0aBUTH caMO TpebpojaBameM, jep OCTaJIu IeI0BU
roMOUHATOpPUKE HUCY Oamr HajesemenTapuuju. [IpebpojaBame Hekux obGjekara ca onpebhernuM cBojcTBUMA
npencTaBba BaxkaH neo komOunaTtopuke. CkymoBe Mopamo mpebpojaBatu mga OGHCMO PEmUIn Pa3induTe
BpcTe mpobiema. Ha mpumep, mpebpojaBameM ce MOKE YTBPAUTH KOJUKO MMa HAUYWHA & JOOUjeMo
¢aem pojas (enr. flush royale) y npsom mememy morepa. Mam moskeMo ma oapenumMo ma Ju CMO HpeJ-
BUENIN MOBOJAHO PA3IMUMTHUX TAOauIa 3a CBe Takcucre y Deorpany mam padyHapCKUX aIpeca na 6um
ce 3amoBosbuie OoTpebe 3a muMa Ha HekoM cajry?! Texmmrama mpebpojaBama ce oapebyje cimoskeHOCT
ajJropuramMa, a KOpuUcTe ce M NpuinkoM onpebuBama Koauka je BepoBaTHONa HEKOr ciayuyajuor morabaja.

Y oBoj riaBu hieMo yBeCcTu OCHOBHE IIOJMOBE U3 KOMOMHATOPUKE Kao IITO Cy MepMyTallije, Bapujanuje,
KoMOuHaNUje, anu NeMo IOMEHyTU 1 KOMIIO3UIMje U naprunuje 6poja (OHe HaTa3e IPUMEHY DU U3pady-
HABAKY CIOKEHOCTU asropurMma). llafiemMo u muxoBe OCHOBHE OCOOMHE, KAO M METOIE 3a U3PadyHABAHE
KOJMKO MX uMa (MHOIO Cy 3HAUAJHUJU IOCTYIOM KOjUMa HOJA3MMO HO TOra 6poja onx mykor mamhema
Hexkux ¢opmynal). Takas mpucryn Hasasu npuMeHy y npeaMery Beposarmoha u craTucruka Koju je
u36opHU mpeaMeT Ha Apyroj romuuu ose Illkoue.

Jomr jeman BajkaH Ie0 KOMOMHATOPUKE je reHepucame cBux objexkara ompebeme Bpcre. OBO je uecto
HEONIXOJHO Y PAUYyHAPCKUAM CUMYJIAIMjaMa, Ka0o U y IMUCAKY OAPEHmEeHUX mporpama. Y MeTOM IOTJIaBILY
npencrapuheMo agropurme moMmohy kojux je moryhe remepucaru cBe ypebhene u neypebene uzbope ese-
MeHAaTa CKylla Wiu HoOuTU jenaH TakaB nm30O0Op HA CiaydajaH HAYWH.

1.1 OcHOBHU HNPUHIIMIOIN IpeOpojaBama

Y oBoM moriyiaB/by hemo ymo3HaTw OCHOBHE mpuHnuie npebpojasama: [Ipurnun jenmaroctu, [Tpuanun
36upa, [Ipurnun npoussona, JdupuxiaeoB npuanun u [IpuHIMT YRbYYEHaA—UCKbYYEHA.

ITpunnun je mHaxKocTU

Kana X uma n enemenara numemo |X| = n u gakeMo ma je xapounaarocm (umu eeaununa) cxkyna X
jemnaka n. Yecto mumemo u
X = {.’El,l'g, B 7xn}7

IITO je caMo APYTH HAUMH A Ce Kaske na mocToju oujekimmja f (mpeciukasame f je Gujeknuja ako je ,,1-1
“n ,ma“) u3 N, (N, je ckyn upsux n npupoxsux Gpojesa) y ckyn X rtaksa na je f(i) = xz; (1<i<n).
3a mpasaH CKymn moce0HO ycBajaMo ma je

0] = 0.

Capma mona3wMo 40 OPBOr NpuHOWUNA IpebpojaBama — llpuHnuna jemsaxocTu.

JEPVIHUIINJA 1.1.1. ITpunnnn jemmakoctu. Axo usmeDy aBa koHauna ckynma A m B mocroju
bujernuja, tana je |[A| = |B|.
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IIPUMEP 1.1.1.  Penybauuxo maxmuvewe 1997. sa VII pasped
Ila gun meby mpupoauum 6pojeBuma mamyMm oxn 1000 mma Bume oHuX uuju je 30up mudpapa 13 mnu je
BUINE OHUX uuju je 36up nudapa 147

Pewemwe 1. 3amarak OMCMO MOTJIM & YypPaArMO TAKO IMTO O6ucMmo oxpemuiau cBe 6pojese < 1000 roju
umMmajy 36up nudpapa 13 u cBe 6pojere < 1000 xoju mMajy 36mp mudapa 14:

49, 58, 67, 76, 85, 94, 139, 148, 157, 166, 175, 184, 193, 229, 238, 247, 256, 265, 274, 283, 292, 319,
328, 337, 346, 355, 364, 373, 382, 391, 409, 418, 427, 436, 445, 454, 463, 472, 481, 490, 508, 517, 526,
535, 544, 553, 562, 571, 580, 607, 616, 625, 634, 643, 652, 661, 670, 706, 715, 724, 733, 742, 751, 760,
805, 814, 823, 832, 841, 850, 904, 913, 922, 931, 940;

59, 68, 77, 86, 95, 149, 158, 167, 176, 185, 194, 239, 248, 257, 266, 275, 284, 293, 329, 338, 347, 356,
365, 374, 383, 392, 419, 428, 437, 446, 455, 464, 473, 482, 491, 509, 518, 527, 536, 545, 554, 563, 572,
581, 590, 608, 617, 626, 635, 644, 653, 662, 671, 680, 707, 716, 725, 734, 743, 752, 761, 770, 806, 815,
824, 833, 842, 851, 860, 905, 914, 923, 932, 941, 950.

Kako u jemnux m npyrux O6pojeBa mMa mo 75, uMa UX UCTO. |

Pewemwe 2. IIpupomgam 6GpojeBu cy jemsouu¢penu, npounppenn niay tpouudperu. Mwn
hemo ux OpojaTtu oxjemHoM, Tako mTO heMo jenHouupperHnMaonucaTu ase 0 HA MOYETKY, a JBOIU(PEHUM
jemmy O:

8 ~» 008; 67 ~ 067, 328 ~~» 328.
Canma rana cMo ,mo3Bonunun“ na 6poj mouumme ca 0, ucroBpemeno hemo 6pojatu cse (cang cy To cBe
TpormppeHn, aan Mory na mouumy u ca 0, Koje He yTudy Ha 36up nudpapa).
YwMmecrto cBake mudpe ¢ numemo mudpy 9 — c:

067 ~» 932 328 ~» 671
Bpoj 77z (ca 36upom mupapa 13, Tj. 2+ y+ 2 = 13 ce caura y 6poj ca mudppama 9 —x, 9 —y, 9 — 2z KOju
vMa 30up mudapa 9—2+9—y+9—2=27T—(r+y+2)=27—13 =14,
Ia U jeJHUX W APYTuX OpojeBa mMa UCTO! |

Jlena mirycTpamnuja oBOr IpuHINAIA je u noka3 Teopeme 1.2.2, rme cMo ycrnoctaBuam oujexknujy namehy
MOJICKYTIOBA U HU3a OUTOBA.

ITpuanmun 36mpa

TEOPEMA 1.1.1. IIpunnwun 36upa. Axo cy A u B mucjynkrau kKoHaunu ckynosu (tj. AN B = (),
Taga je
|[AUB|=|A|+|B|. O

OBaj IpUHIUI ce MOKEe IIPOUIMPUTH HA YHU]Y IPOU3BOJHHOT H6POja ANCjyYHKTHUX KOHAYHUX CKyNOBa Aj,
AQ, ey Ani
|[AjUAs U...UA,| = |A1] + |A2| + ... + |4y
IMpuanun 36upa femo kopucTuTy Ka ron y 3amaTky pasbujamo Ha caydajese (aau Tpeba BOAUTH padyHA
na Heku Opoj He Gpojumo Bume myTal).

ITIPUUMEP 1.1.2. CryzpenT MoOke na nobuje UCIUTHO OUTalme Ha cuctemy Mymr u3 jemsHe on Tpu moT-
[IyHO pa3jnyuTe rpyle nurama: kombunatopuka (K), rpadosu (G) u penamuje (R). U3 komGunaTopuke
nma 12 nurama, u3 rpadoBa mma 18 murama, a u3 penanuja nMa 9 nurama. KOJIMKO MMa Pa3IuyunThX
nuTama Koja CTYHAEHT MOKe ma moouje?

Pewewe.  Cryment Gupa nurame u3 ckyna K UG U R koju, a Ty uma (no IIpunnuny 36upa)

IKUGUR|=|K|+ |G|+ R =12+18+9 =39

Pa3IUUUTUX MUTAHKA. |
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ITPUUMEP 1.1.3. Koja je BpexHocT IpoMeHJ/bUBE k HAKOH M3BpIIeHa ciexneher kona?

A:=0

for j; :==1to =,
A=A+1

end for

for jo := 1 to x5
A=A+1

end for

for js := 1 to x,
A=A+1
end for

Pewemwe. [Mouerna Bpemuoct mpomenmuse A je A = 0. Dok roma ce cacroju on s paznuuurux for
meTsbU, Koje HUCY yTHekIeHe. Y CBaKOM KOpaky cBake metibe, A ce mosehasa 3a 1. Y npsoj for nermu A
mosehasamo x; myra 3a mo 1, Tj. HakoH Wwe moBehan je 3a x1, cauuno HakoH apyre for merme ce moseha
3a T3, ... , HaKOH mociaenme for nerswe ce moseha 3a x,. Ilo [Mpurnuny 36upa Hobujamo na he Bpemuoct
NIPOMEHJbMBE A 110 U3BPIIERY IporpamMa OuUTuU A=0+z1+22+ ...+ 5. |

ITpunnmun npou3Bona

ITpBo ce moncernmo mita npexncrasiba Jlekapros mpousBon nBa ckyna A X B, kao m ckyma ca caMuMm
cobom A2 = A x A. Osaj nojam he mvaTu 3HAUAjHY YJIOTY U KaCHHUje KaJa YBOIUMO TIOjaM pesaldje.

JEPVHUIINIA 1.1.2. Hexapros mpousson nsa ckyna A x B = {(a,b) | a« € A,B € B}, mok je
A2 =Ax A=/{(a,b)|a,bec A}.

TEOPEMA 1.1.2. Ilpmanun npousBoma. DBpoj enemenara ckyma X XY je |[X x Y| =|X|-|Y|. O

OBaj IpUHIUI ce MOKE MPOIIUPUTU HA MPOU3BOM U BUIIE KOHAYHUX CKymoBa Aj, As, ..., Ap:

|Ay X Ay -+ x Ap| = |Ay] - [As] - ... - |An.

IIPUMEP 1.1.4. Kouuko nocroju pasamuutux Hu3osa ouroBa 0 u 1 aysxume 8 (1j. # GajroBa)?

Pewemwe. Tpasxkenu HU30BUM OuTOBa cy enementu ckyma {0,1}8. Csarkm om ocam 6uroBa MOske ma ce
nmzabepe Ha mBa Haumza (wmu O wau 1), ma TPWHOWI MPOW3BOAA Kayke ma MOCTOju yKymHOo 28 = 256
pPa3InynuTUX HU30Ba OMTOBA Oy:KUHE 8. ]

IIPVUMEP 1.1.5.  Illxoacko maxmuuewe 1988. za VII pasped

Koauko nma nmetommdppennx GpojeBa KOa KOjux je npBa mudpa napHa, tpeha nudpa mHemapra, a mocienma
undpa opoct 6poj?

Pewemwe.

Ha I mecty mopa 6utn mapHa mudpa u # 0, Tj. a € {2,4,6,8} (4 mozyhnocmu).
Ha IIT mecTy Mmopa Outu HemapHa mudpa, Tj. c€{1,3,5,7,9} (5 moeyhnocmu).
Ha V mecty Mopa 6utu moppa 6uru mpoct 6poj, 1j. e € {2,3,5,7} (4 moeyhrnocmu).
Ha IT u IV mecty mosxke Gutu 6mio koja mudpa, Tj. b,d € {0,1,2,3,...,8,9} (10 moeyhnocmu).
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ITPUUMEP 1.1.6. Koja je BpexHocT IpOMeHJ/bUBE k HAKOH M3BpIIeHa ciexneher kona?

A:=0
for j; ;=1 to x;
for jo ;=1 to a2

for j,, := 1 to x,

A=A+1
end for
end for
end for
Peweme. TloueTtHna BpemHocT mpoMeHMBUBE k je Hyda. Y CBAKOM KOPAKy MOCJIEOImE YIiberKICHE MeTIhe,
k ce moBeha 3a 1. CBe merme cy yrmexIeHe jenHa y Ipyry, ma 0poj mpojasa Kpo3 CBe HmeTshe T00rjamo
[0 MPUHIUILY TPOU3BONA N j& T1 -T2 ...: Tg, IITO jé U KOHAYHA BPEAHOCT MPOMEHJbUBE A. |

JlupuxJjieoB IpUHITAII

[IpernocraBumo ma je jato romyboBa mosereno y ronxybapHuk. lupurseos npuryun TBPAX Aa AKO UMa
BuIle roJay0boBa Hero Kyhuma y ronybapHuky, Tama he ce dap y jemmoj kyhumu mahu Gap mBa romayoa.
300r oBora ce Ha €HIIIECKOM NOBOPHOM moapy4jy lupuxmeos npunmun waszusa The Pigeonhole Principle.
HaBomumo 2 obawmka lnprxiieoBOor IpuUHIMIA: CJIA0y U jaky (pOpMYy.

TEOPEMA 1.1.3. upunxmaeoB npuHmuni — cjiabda dpopma. AKo je m Kyriuma CMEmTeHO ¥ N KyTHja
um > n, Tana ce bap y jeAHOj KyTuju HajJa3e 6ap aBe KyTrJulle.

TEOPEMA 1.1.4. IupuxJjieoB NpuHOWI — jaka popma. AKO je m Kyrauia CMEIITEeHO y 1 KyTHhja
u m > nk, Tana ce 6ap y jeanoj kytuju Hasaszu 6ap k + 1 xyrauma.

IIPUMEP 1.1.7. Horazatu na y rpynu ox 400 smymu mocroje 6ap 2 YoBeka Koju mMmajy pobheHman
WCTOT MaHa.

Pewemne. Hpumenumo Hupuxneos npunnun (ciaaba GopMa) — KyTuje Cy cama AaTyMU y COIUHU, on 1.1
mo 31.XII u mux uma n = 366 (36or npecrynue romuue u 29.11), a kyraune hie Outu Bbyau U HUX UMa
m = 400. Kako je m = 400 > 366 = n, no HupuxiaeoBoMm mpurnuny nocrojalie 6ap 2 4oBeka KOju uMajy

poberman ucror maHa. |
IIPUMEP 1.1.8. IlokazaTu na y pPEeYeHUIM Ha CPICKOM je3uKy Koja mma 31 cioBo mocrtoje 2 ucra
CJIOBA.

Pewemne. Y cpuckoj hupunuiiu noctoju n = 30 pa3auUUTUX CIOBA, a y OaTO] pedveHunu mma m = 31
caoBo, na no lupuxsneosoM npuanuny (caaba gopma) mocrojalie y Toj pedeHunm 2 ucra CIOBA. |
IIPUMEP 1.1.9. VY ogmemeny uma 30 yueruka. Ha KOHTpoJIHOM 3amaTky M3 MaTeMaTUKE IPABUIU CYy

me Bume ox 6 rpemaka (mect miau Mame ox mect). Jlokazaru na cy 6ap 5 yUeHUKa HANPABUIU jeIHAK
6poj rpemara (Moxke u 0 rpemaka).
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Pewemwe. IMonenuMo y4yeHUKE TOT Omehema Ha n = 7 nockymoBa: Xg, X1, Xo, ..., Xg (y crymy X; cy
YUEHULN KOjU Cy HANPABUIU TAYHO § IPEIIAKA).

ITo Hupuxueosom npunuuny (jaka ¢popma; 3a k = 4 Basku Hejemnakoct m =30 > 28 =7-4 =n-k) cneau
na Mmeby m = 30 yuenura (oHUM Cy yMeCTO Kyrimia) NOCToju \Bux 6ap k+1 =5 Koju ¢y y MCTOM TOACKYITY
X, Tj. uMma Gap 5 yuyeHUKa HANPABUIU jemHAK Opoj rpemaka (Moske u 0 rpemraka). |

IIPUMEP 1.1.10. Jlokazatu ma y IpOU3BOJLHOM CKYIy OX N+ 1 mpupoanux 6pojeBa mOCTOje ABa Yuja
je pasiura oejbuBa ca n.

Pewemwe. [Ipupoman 6poj npu mememy ca n Moxke ma maje ocrarke 0,1,...,n— 1, ma mocToju yKymHO n
moryhux ocraraka (to cy kyruje). Ilo JupuxaeosoMm npunnumy (ciaaba dopma) ciaemu na meby martumx
n + 1 6pojeBa (TO Ccy Kyraume) moCTOje IBa KOJU IPU IebEemy Ca N Jajy WUCTU OCTATAK, Ia jeé HmUXOBa
pa3iuka Tana neJbUBa ca n. [ |

IIpuHIIUTT YKIbYyUYEeHa—VCKIbYYEeHha

Jenan ox ocroBHMX npuHIUIA npebpojaBama — [Ipunnun 36upa (Teopema 1.1.1) Tepanm na je |AUB| =
|A|+|B| xama cy A u B mucjyuktau ckynosu. Axko A u B Hucy nucjyukrHu, cabupamem |A| u |B| enremenre
npeceka |A N B| 6pojumo asa myrta (Cawmka 1.1 meso). Crora, ma 6u mobunn npasy Bpensoct |A U B|
Mopamo oxyseru |AN Bl:

(1.1) |JAUB| = |A| +|B| - AN B|.

A B

(252

C

Cauxra 1.1: Ilpecenu mBa m Tpu CKyma.

A B

Cauuno pacybusame npumemyjemo u y caydajy tpu ckyna (Cauka 1.1 mecumo). Kana caBepemo |A|,
|B| n |C| enemente npecera |ANB|, |BNC| u |CNA| 6pojumo nBa myra (yKOIUKO HUCY Y IPECEKY CBA TPU
ckymna). la oo ucupasumo, onysumamo |AN B, [IBNC|u |CNA|. Amu cana cmo enemente AN BNC,
Koje cMo Gpojanu tpu nyrta y |A| + |B| + |C|, onysenn takobe Tpu myra. Crora, na 6u mobuau mpasy
Bpennoct |AU B UC|, mopamo ma momamo |[ANBNC|:

(1.2) [AUBUC| = (|A|+|B|+|C])— (JANB|+ |BNC|+|CNA|)+|AnBNC|.

IIPUMEP 1.1.11. Y paspeny ca 30 yuenwmka, 12 ox mux BoJM MareMaruky, 14 Boam ¢usuxy, 13
UHPOPMATUKY, O YUYEHHKA BOJM ¥ MATEMATUKY M (QU3UKY, 7 BOJM U (U3UKYy U MHOOpPMATUKY, a 4 BOIH
MaTEeMaTUKY U UHOOPMATUKY.

Tpu yuenuka BoJie cBa Tpu mpeaMera. KOJNMKO yUYEeHUKa He BOJIW HUjeJAH O OBUX IpeaMera’

Pewemne. Osmaummo ca M ckyn ydeHuka KOju BojJe mMareMaTuwky, I koju Bosie ¢usury u [ roju BOJE
UHPOPMATUKY.
Tana mo IIpurnuny ykmydema-UCKBbYyUeHa UMaMO:
IMUFUI|=|M|+|F|+I|-|MNF|—|MNIl—|FNI+|MNFNI|.
[IMUFUIl=12+4+144+13-5-4—-7+3=26

= HujenaH npenmeT He Boau 30 — 26 = 4 ydeHUKA. |
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IIPUMEP 1.1.12. Oppenutu KOJIMKO mMa npupomnaux o6pojeBa <600 koju cy memuBu Oap jemHUM O
Opojesa 2, 3 uau 5.

Pewewe.  Oszmaummo ca D ckyn npuponaux Opojesa nemuBux ca 2 (mapuux) u <600, ca T cKyn qesbuBux
ca 3 u <600 u ca P ckyn mesmuBux ca b u <600.

IIpexo II-Y-U Tpaskumo DUT U P.

Kako je cBaku mpyru nesmsus ca 2: |D| = % = 300.

Kako je cBaku tpehu nemus ca 3: |T| = %52 = 200.

Kaxo je cBaku metu memus ca b: |P| = 520 = 120.

DNT nemusu ca 2-3 = 6: IDNT| =% =100.

DN P nemusu ca 2-5 = 10: DN P| =50 =60.

T NP nemusu ca 3-5 = 15: TNP|l=5 =40.

DNTNP pemwusu ca 2-3-5=30:  [DNTNP|=52=20.

DuUTUP =300+ 200+ 120 — 100 — 60 — 40 + 20 = 440. n

1.2 Ypebenu m360pu — Bapujamuje

Ilonerkan je mopemak y KOjeM ce eJIeMEHTU HaJiaze OuTaH, a moHekan Huje. Ha mpumep, peu MUJIE je
pasauuura on peun JIEMU, 6e3 o63upa mro cy obe peun myskmbae 4 u GpopMupaHe Of IO jeIHOT CIOBA
u3 cxyna {E, U, JI, M}. Ca npyre crpane, 36up 6pojesa 1+ 2+4 je uctu xao 36up 4+ 142, 6e3 o63upa
mTo je pemocien cabupaka Apyraduju. Y OBOM IOTJIaB/by hemo ce 6aButy m3bopuma esieMeHaTa KO
KOjUX je mopenak OuraH (3aTO 3a BUX KaskeMo na cy ypebhewu usbopu), a y caenehem hemo mpoyuasarn
n3bope ejeMeHaTa KOA KOjUX MOpenak Huje Ouran (a 3a BUX KakeMo na cy weypebenu usbopu). Taxobe
hemo mHayumTH; na je BaKHO [a JX je NO3BOJLEHO UM HUj€ NO3BOJLEHO MOHABILAME €JIEMEHATA.

IIPUMEP 1.2.1. Ilocmarpajmo ckyn {1,2,3,4}. Ha ronuko Haunna MoxeMo na uszabepeMo asa Gpoja
13 OBOT CKyma?

Pewewe.  Ilocroje wemupu pasauyura OAroBOPa Ha OBO NUTAHE, ¥ 3aBUCHOCTU OJ TOTa na JU je bmuTan
nopenak OpojeBa, Kao U Aa JU je NJO3BOJLEHO NMOHABJbAHmE OpOjeBa.

i) Ako je mopenak GuTaH M NO3BOJLEHO je TOHaBbAHmE Opojesa, Tama moctoju 16 mzbopa:

11 12 13 14
21 22 23 24
31 32 33 34
41 42 43 44

#1) Ako je mopenak OuraH, a NOHABJ/bALE HUjE NO3BOJLEHO, Tana moctoju 12 moryhux uszbopa:

12 13 14
21 23 24
31 32 34
41 42 43

#i4) Ako mopenak Huje OuTaH, a HO3BOJLEHO je MOHABLame, Tana nmocroju 10 moryhuocru:

11
21 22
31 32 33

41 42 43 44

iv) Ako mopemak Huje GuTaH, a HUje ZO3BOJLEHO MOHABJbAmE, Tana uMa 6 uzbopa:
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21
31 32
41 42 43 n

OBaj mpumep IOKa3yje YeTHUpPU OCHOBHA THUIA KOMOMHATOpDHMX mOpobiema. Y oBoM u ciaenehem
moryaB/by HaydmlieMO na TeHePAJHO PEeMmAaBaMO CBe OBe TUIOBe HpobieMa (MTO ce Kaske ,,y OINIITEM
cayJajy“), Tj. Kaza ce Tpasku OAPEIUTH CBe Moryhe HauuHe 3a u30Op M ejeMeHATa U3 CKyla ca 7
eseMeHaTa. Y OBOM IOIVIABJbY YONIWTHIIEMO ciyuajeBe i) U ii) U3 OPeTXOIHOT IpUMepa, HOK NeMo ce y
HAPEAHOM MOTJIABJLY DABUTHU CIydyajeBUMa i11) M iv).

Bapujaimuje ca monaB/bameM

Y mpeTxomHOM MpUMEpY CMO BHIENM da je y caydajy i) 6poj msbopa jemmak 16 = 42. Hawxom jomr
jemsor cawyHOr mpmMepa gahemo ¢opmyiy.

IIPVIMEP 1.2.2. Kouuko nocroju pazauautux peun ox 6 caosa (kopucrehn namy a3dyky ca 30 caosa
u yKibydyjyhu u Gecmuciiese peyu Kao HIOD. 6pweapy)?

Pewemwe.  3a mpBo cioBO MOoxkeMo m3abpartu 6mio koje ox 30 cioBa Hamme a3byke. 3a APYro CIOBO MCTO
MokeMo m3abparu 6mio koje ox 30 cioBa mame a3zbyke... To kpahie kaxkxemMo ma ce cBako ox 6 cioBa
TpaskeHe MOyKe He3aBucHO m3abparu wHa 30 Haumua. KoHauHO, MO mpMHUNWUIY OPOM3BOIAA mobOujamo aa
rpasxennx peun nma 30 - 30 - 30 - 30 - 30 - 30 = 306, Tj. 729 MunmoHAa. ]

Csaru ypebhenu uzbop k esemenara ca moHaBJpameM U3 CKyma X ca n eJeMeHaTa y CTBapU OArOBapa
npecaukaBamy ckyna {1,2,...,k} y ckyn X. 3a Takse u3bope kKaxkeMo ma cy sapujayuje k-me kaace ca

n eaemenama U O3HAUABA]Y ce y juTepaTypu ca V k.

TEOPEMA 1.2.1. Heka je X ckyn ca n exemenara (n > 1) u neka je S ckyn ca k ememenara, k > 1.
Bpoj cBux Bapujanuje k-Te kiace ca n eixeMenara, Tj. 6poj cBux moryhux ¢yurmuja f: S — X, jennak

je V;z =nk.
Moxas.  Pyuruuja f: S — X je ompebena ako 3umamo Bpennoctu f(x1), f(z2), ..., f(an).

Opmpenuru upso Bpenuoct f(x1) € X (To MoskemMo Ha m HaumHa). 3aruM f(xz) € X (mcTO MOKEMO
Ha m HauwHA)... llocmemmy Bpemuoct f(x,) € X (n my MoxkeMo m3zabparu omer Ha m Ha4yWHA). 11O
[pusuny mpoussona je ykyman 6poj moryhmoctu 3a f jemmak VE=n-n-n.....n=nk. ]

—_——
k
JEPVHUIINIA 1.2.1.  Ilapmumushu ckyn ckyna A je CKyIl CBUX BeroBux noackynosa. O3mauaBamMo
ra ca P(A4).

IIPUMEP 1.2.3. Heka cy maTu CKyIOBH: A={a}, B ={crvena,bela}, C={1,2,3}.
Onpemutu naptutusae ckynose P(A), P(B) u P(C).

Pewewe. Cryn A = {a} nma camo 2 moackyna: npasan ckyn () u meo taj ckyn A, na je P(A) = {0, A}.

Cryn B = {crvena,bela} nma 4 monckyna: mpasan ckyn (), 2 jemnounana monckyna {crvena} un {bela}, xao
n neo Taj ckyn B = {crvena,bela}, ma nobujamo ma je P(B) = {0, {crvena}, {bela}, {crvena, bela}}.

Cryn C = {1,2,3} uma 8 moxmckymosa: mpasam ckyn ), 3 jemmounama momckyma {1}, {2} m {3},
3 mpoumana moxackyna {1,2}, {1,3} u {2,3}, kao u neo raj ckyn C = {1,2,3}, na nobujamo ma je

P(O) - {03 {1}7 {2}a {3}7 {17 2}7 {1’3}, {Qa 3}3 {]-a 2, 3}}

Y mpeTrxomHOM IPUMEpPY CMO JO0OMiIn:
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A=1=[PA) =2  [Bl=2=[P(B)=4 |C|=3=[P(C) =8
a MOKEeMO Ha ,,IOTOIUMO" na |IX]=n = |P(X)| =2", aJy TO HYje MaTeMaTUYKM N0Ka3!

Kopexkran martemaTnyku noxkas m GpOpMynamnujy OBOT TBpDema MMaMO y HapEeNHO] TEOPEMU.

TEOPEMA 1.2.2. Csaku ckyn X ca n ereMeHara nMa Ta4yHo 2" moackymnosa, Tj. |P(X)| = 2".

loxas.  Kana ompebyjemo monckyn S ckyma X, 3a cBaku eneMeHT x ckyna X mmamo 2 moryhHocTu:

na jecre y mouckymy S, z € .S (1) nim na muje y noackymy S, x € S (0).
3a cryn C' = {1,2,3} u merose NOACKyNOBE NMAMO:

0 000, {1} 100, (2} o0, (31 001,
{1,2} 110, {1,3} 101, (2,3} o011, {1,2,3} 111
CauyHO MMaMO 3a CKyII

X={1, 2, 3, ..., n} u merose noackymose S C X
1 1 1 1
0O 0 O 0
2.2 .2 . ...-2 =27 (oBIE CMO KOPUCTUJIV IPUHIUI IPOU3BOAA). O

Hamomena. VicTakauMoO ma HOCTymak OpuUApyskuBama Husa Outosa (0/1) moAckymy Hajaasuw NpUMEHY y
HEKUM IIPOrpaMcKuM je3urnuma, Hup. y Ilackany, koju uma Tum momaraka CKYII.

IIPUMEP 1.2.4. Koja je Bpemsoct npoMmensuBe A HakoH u3Bpliema cieneher kona?

A:=0
for z; :=1ton
for zo :=1ton
for x3 :=1ton

for z :=1ton

A=A+1
end for
end for
end for
end for
Pewemwe. [Mouerna Bpemuoct nmpomenmuBe A jemmara je 0 u A ce yBehasa 3a 1 cBakm myT Kama ce
npobe Kpo3 Kopak yrmexIeHe IeTjhe ca HU30M OpojeBa T, To, ..., T TAKBUM O3 CBAKU MOXKE Oa y3Me
OUI0 KOjy BPEITHOCT
1 <x17x27"'axk—17mk <n.

Bpoj oBakBux Hu3oBa 6pojeBa jenHak je Opojy HaumHa ma ce s OpojeBa m3abepe ca TOHABJHAEM U3 CKYIIa
{1,2,...,n}. Cana u3 Teopeme 1.2.1 Bumumo na he BpemnocT npomenmuBe A HAKOH U3BPIIEH A KOAA OUTH
jemHaka
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Bapujamuje 60e3 moHaBhama

Hexa je f:{1,2,...,n} — M mnpeciuraBame Koje oarosapa ypebenom nsbopy esemenara u3 ckyna M.
Kana je monaBmame exemeHara mo3BOJbeHO, MOryhe je m3abpary UCTU €JIE€MEHT IBa IIyTa, TAKO a BAKU
f(r) = f(s) 3a pasmuuure r u s uz {1,2,...,n}. Arxo nomasmame HUje HO3BOJbeHO, Tana je f(r) # f(s)
3a CBaKO 1 # s, ma BUAMMO Oa ypebenum m3bopuma esemenara 6e3 mMOHABLAKkA OACOBAPA]Y UMJEKMUEHA
npeciukaBama (MHjEKTUBHA TPECINKABama Ce Ha3uBajy jom u , 1-1% npecauxasama).

TEOPEMA 1.2.3. Hexka je N ckyn ca n enemenara u Heka je M ckyn ca m exemenara, n,m>=0. Bpoj
Bapujanuja k-Te Kiace On n ejJeMeHaTa, Tj. OPOj CBUX MHjEKTUBHUX NpeciaukaBama f: N — M, jennak je

n—1
Vi=1[m=i)=m-(m—-1)-(m=2)-...-(m—n+1).
i=0
Jloxas. Crporo ¢opmanan moka3 6u kopuctuo IlpuHnun mareMarudre uMHAYKIMje 1o 1 (N je Gpoj
exemenara ckyna N = {x1,x2,...,2,}), anu fieMo oBIe maTy HEPOPMAIHUJU TOKA3.
Oyuruuja f: N — M je oner y mornysocrtu oxpebena ako 3uamo Bpemuoctu f(z1), f(x2), ..., f(zn).

3a omuc ¢pymrmmje f: N — M mpso hemo ompemutn Bpemnoct f(x1) € M. Ona moxke ma ce uzabepe
Ha m HauuHa. 3atmM f(z3) € M Mosxkemo m3abpatu Ha m — 1 HaumHA — TO Cy CBU OpojeBu u3 ckyma M
cem Beh uzabpanor f(x1). Hame, f(x3) € M moskemo m3abparu Ha M — 2 HAYMHA — TO Cy CBU OpOjeBU
u3 ckyna M cem Beh uzabpanux f(x1) u f(z2)... Hocnenwy Bpemmoct f(x,) € M Moxemo uzabparu Ha
m —n + 1 mauuna. Komauno, nmo Ilpunnuny npoussoma mobujamo na je ykyman Opoj moryhmaoctu 3a f
jemmak m-(m—1)-(m—2)-...-(m—n+1). O

Mo:ke ce Bumetu na ypebenm m3bop n enemenata 06e3 moHaB/bama u3 Ckyma M ca m exemeHara y
cTtBapm omrosapa ,1-1¢ mpecaurasamy crkyma {1,2,...,n} y ckyn M. 3a TakBe m3bope Ka:keMo ma Cy
sapujayuje 6€3 NOHABHAMG CG M eAEMEHAMA N-ME KAACE.

Y mperxonHOj TeOpeMH CMO u3Beau (GopMyIy 3a Opoj Bapujamuja 06e3 IOHABJbAHA Ca M eJIeMeHaTa

n-te knace: Vi=m-(m—-1)-(m—2)-...-(m—n+1).

Kacunje, rana yBememo nojaMm ¢akropujerna, sunehemo na je ona jemnara V) = ﬁ
m—mn)!

IIPUMEP 1.2.5. [ xoaoxeujym uz Beposamnohe u cmamucmuxe, BUIIIEP 2018.

On 7 sxena u 4 mymkapra tpeba nzabpartu gemeranujy. Ha KoIuko ce HaumHa MOke M3abpaTy meseramnmja

aKO Ce OHa CaCTOjUu O NMPEACEIHUKA, CeKpeTapa u OiaarajHura?

Peweme. Y ocramuM [gesoBUMMa OBOT 3a1aTKa Ha KOJOKBUjyMy Oumo je Owranm moa mymu. OBxe
pasmarpaMo Ha KOJIMKO HauMHA MOKeMO m3abpary Tpounany neaaraiujy ox 11 mynu.

[Ipencenuuk kxyba Moske na ce m3abepe Ha 11 Hauwmza, naMmehy mpeocranux ocoba cexkperap MOKe
na ce uzabepe #a 10 HaumMHA, 1, KOHAYHO, OiarajHMK Ha 9 HAUMHA, TAKO Oa je OpOoj pas3iamuuTux m3dbopa
jemHak 6pojy ypebenux m3bopa Oe3 monaBmama 3 ocobe m3 ckyna ca 11 ocoba, Tj.

11-10-9 =990. n

IIPUMEP 1.2.6. Y kaMmmamu mnpen npencennuuke uzbope, kanmunatr AV Tpeba ma obube cemam on
netHaecT rpaxoBa y Cpbuju. [la Ou mocrturao mro Gomu eperar npexn nzbope, KAaHIMIAT je n3abpao na
cBOjy KaMmmamy 3aspmu y Beorpany. Ha KoIumko pasnmuuTux HaUYWHA Ce MOMKE PEaM30BATU KaMiIama?

Pewemne. C o063upoM ma je mocienmu rpal y kamnamu Beh msabpan, kapmunar AV y crBapu Tpeba
na nzabepe NpBUX MIECT TPanoBa Koje he obuhu onx nmpeocranux verpHaect rpanoBa y Cpbuju. Kako je
OuraH pemocien obuUIAaCKa rpanoBa, OpPoj oBux m3bopa jemHak je

14-13-12-11-10-9 = 2162 160. ]
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1.3 Ilepmyrammje

WMako cy mepmyTamnuje caMo CHENUjaJiHM CIydYaj Bapujanuja, 300r CBOT BEJIUKOT 3HAUAjA 3ACIYKY]Y
OJBOjEHO TIOTJIABJLE.

[lepmyTamnuje cy cBakako jemaH on HajOUTHMjUX KOMOMHATOPHUX HOjMoBa. HbuxoB 3Hauaj ce orsena
u y tome mro je Murmom Bona (mal. Miklés Béna) meny jemsy KEUr'y IOCBETHO IEepMyTaljaMa — TO
je ,KombGunaropuka nepmyranuja‘, [8]. OBme hiemo maTu Heke 01 OCHOBHUX KOMOWHATODHUX CBOjCTABA
nepMyTanuja, Koja HUCY IOeo yoOudajeHe CpemOINKOJICKE MK (aKyJITETCKE JIUTEPATYPE.

[IpBo hiemo matu jemuy on aBe medumHULUje MOjMa IEPMyTaLje.

JEPVTHUIINIJA 1.3.1. Iepmymayuja komaunor ckyma X, = {x1,x2,...,2,} je ypebena n-topra
(p1,p2,-..,Dn), Upu veMy je p; € X,, 321 = 1,2...,n u p; # p; 3a ¢ # j. TarxBy nmepmyranujy hemo
ckpaheno mpukasuBaTu! Kao P P2 ... Pn.

Bes ymamema ONMTOCTH, y OCTATKY TEKCTa (CeM aKO He HAMJIACUMO Apyraunje) y3umahieMo ma je CKym

X, =N, ={1,2,...,n}, a ckyn cBux mepMmyranuja HaJ OBUM CKymoM o3Hauasaliemo ca S,.

ITPVUMEP 1.3.1. Heka je cxyn X4 = {a,b,c,d}. Tana je
(b’ d7 C7 a)

jemHa mepMyTanMja Tora CKylla UM By liemo jom o3HavyasaTy u ca bdca (kAo HU3 CIIOBA).
(a,d,b,a) u (a,b,c) Hucy nepMmyranuje ckyma X, jep Mopajy Oa MMajy CBE €JeMEHTE DA3IuduTe U Aa CY
ypebene uerBOpEKE. [ ]

Cana hemo yBectu mojam mekcurorpadckor moperka. 1o je HaumH Ha koju ce ypeDhyjy pasnu cnuckosu,
TeJae(OHCKU MMEHUIY, PEYU Yy PEUYHUIMMA. ..

JEPUHUIINIA 1.3.2. Heka je y ckyny X, = {z1,22,...,2,} maro ypebeme (penamuja moperka) ca

r1 <X <...< T, W HEKA Cy CBU a; 1 b; enemenTu cxyma X,.
Tana raskemo na cy ypebena n—toprka (ai,...,a,) nu ypebena m—ropka (by,...,by) vy penamuju Mame,
1j. (a1,...,a,) < (b1,...,by) axo

e nocroju Herku 6poj k € N 3a koju Basku na je ax < by u a; = b; (Vi < k) unm
e ako je n < m, a a; =b; (Vi< n).

OBako yBeleHa pejalija HOPETKa HA CKYIy Pedd Cca CIOBHMA M3 CKyma X, Ha3WUBa CE AEKCUKOZDaAPCKU
nopeoax.

ITPUUMEP 1.3.2. OppenuTy cBe mepMyTanuje y JeKCUKOrpadCcroM moperky ciaenehimx ckymosa:
Ny ={1}; Ny={1,2}; N3=1{1,2,3} u Ny={1,2,34}.

Pewemwe. Y cryny Ny = {1} mocToju camo jenma mepmyranuja: 1.
Y ckyny Ny = {1,2} nocroje 2 nepmyranuje: 12 u 21.
Y ckyny N3 = {1,2,3} mocroju 6 nepmyrannja: 123 132 213 231 312 321.

Y cryny Ny = {1,2, 3,4} moctoje 24 nepmyranuje:

1234 1243 1324 1342 1423 1432 2134 2143 2314 2341 2413 2431

3124 3142 3214 3241 3412 3421 4123 4132 4213 4231 4312 4321 |
WNaycrpyjMo mojam mepMmyTanuje U Kpo3 jeaH IpUMep U3 CBAKOMAHEBHOT JKUBOTA.

IIPUMEP 1.3.3. Ilpobaem 8 monosa. Ha KOMMKO pA3IMUYNTUX HAUMHA 8 TOMOBA MOMKE A C€ IMOCTABU
Ha MAaXOBCKy TabJy, MO yCJIOBOM Ha Ce HUKOja ABa Toma MehycoOHo He Hamamajy?

1Jenanm on pasiora je ma MPaBUMO pa3iuKy u3MeDy came TepMyTaldje W IUKJIYCHOT TPEACTaB/baka MepMyTanluje MTo
hemo yBectn racuuje. Ilo 3abyne 6u moriso nohwu kanma ce mepmyTaruja CacTOju OX CaMO jeIHOT IUKJIYCA.
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Peweme. Y cBaky JMHUjy MOYKEMO CTaBUTU HAjBUIIE NO jemHor tona (y CTBAPU, TAYHO jEAHOT TOIA).
Y A snuauju uvmamo 8 moryhuoctu. Kama cmo usabpanu jemmy, y B suauju umamo 7 moryhuocru (jep
HE MOMKEMO Ja CTABUMO y MCTU pen rzxe je ton y juauju A), mra. Ha kpajy, 3a X nunujy zemamo
u3bopa, HEro OCMOr TOIa MOPaMO ma CTAaBUMO y jemuHu ciaobomad pen. YKymHo, 6poj moryhuaocTu je
8-7-...-1=28!'=40320.

8 E
? X

a b c d e f I h
Cauxka 1.2. IIpo6isiem 8 TomoBa KOju ce He HANaAajy.

[MpakTuuHO CBAKOM pACIOPENY TOMOBAa, OPUIAPYKYjeMo jenmy mepmyrtanujy: #Ha Coaumu 1.2 je mpurazan
pacmopen Tomosa A3, B5, 112, 111, E7, &8, I'6, X4 y maxoBCKO] HOTAIIMJX U TOM PacCIOpery OIaroBapa
nepmyTanuja 35217864. [ ]

Y oBOM mpuMmepy, ¢cMO u u3Beau GopMyiay ma je O6poj mepMmyramuja ckyna X, (mTo je y cTBapu Gpoj
Bapujamuja n-Te Kiace Of N ejJeMeHaTa) jeIHAK

Vi=PFP,=nl=1-2-...-n.

IIPUMEP 1.3.4. Oxpyacro maxmuvwewe 2021. 3a VII pasped

Ha mosumy Tpeba pacmopemutu 9 pasauyuTux KiUTa O3HAUYeHUX OpojeBuma on 1 mo 9. Ha xomuko
HauMHA je TOo Moryhe ma ce ypaau Tako na:

a) kwura 1 u kwura 2 Oyny jexHa oo Apyre; 6) kmura 1 u kmura 2 He Oyay jemsa no apyre?

Peweme. a) Aro cnojumo kmure 1 u 2 y jemHy HOBY, BeJUKY KHUTY, OHZa pacmopebyjemo 8 oGjerara,
IITO MOYKEMO Ha yumHuMO Ha 8! Hauwmba. Asu oBe 2 KEUre MOKEMO M2 CIOjUMO miu Kao 12 mum kao 21,
mro je 2 pasnuunra HaurHa (OBO ce yecTo 3abopassmal), ma marux pacnopena uma 2 - 8! = 80 640.

6) Osze hemo ox yrynuor Gpoja pacnopena kmura (u rae ¢y 1 u 2 jemna mo Apyre u TAe HUCY), MITO je
9!, omyseru oHe KOju HaM He oxrosapajy, a To cy ouu rae CY 1 u 2 jenna no apyre (To je OHO mMTO CMO
nobusnu y meny mom a): 91—2-81=9-81—2.8!=(9—-2) 8 =78 =282240. [ |

[TepmyTamuja ce Moyke mocMaTpaTy U Kao npeypebeme HeKOr QUKCHOT pemociena. 3aMeHa (UKCHOT
r1 Lo ... Tp
b1 P2 ... Dn
npecaukaBame p(r;) = p; Koje Mema T; ca p;, ¢ = 1,2,...,n. Tako cMO OMJIM M0 aJTEPHATUBHE IePUHU-
nuje mepMyTanyje:

pemocuena (x1,Ta,...,Ty,) ca (p1, P2, ..., Pn) IPEICTABILA CE CA ( ) qyuMe je ne(puHICAHO

OEPVHUIINIA 1.3.3. Ilepmymayuja cxyma X, = {x1,Z9,...,Zn} je Omro Koje OujeKTUBHO
npeciaukaBame o ckyna N, = {1,2,...,n} ma cryn X,, 1j. 0 : N, — X,,.

Kanma je X, = N, Bpemnoct z; 3a kojy je p(z;) = x;, HazuBa ce @ukcna mawka OBe IEpMyTauuje.
ITepmyranuja kKoja HeMa (UKCHUX Tadaka, Tj. kox koje je p(x;) # x; 3a cBako z; € X,, Ha3uBa ce
deparmcman (enr. derangment).

Hoenmuura nepmymayuje (Mam noasasna nepmymanyuja), y O3HAIU €, je IepMyTanuja Kox koje je (i) = i,
3a cBe i € N,.

Kox nmentruke mepmyramuje CBU €JIE€MEHTU OPEICTABIBA]Y (QUKCHE TAUKE.
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IIPUMEP 1.3.5. Mepmyranujy (b, d,c,a) u3 pumepa 1.3.1 moskemo nmocmarparu u kao cienehe

1 2 3 4
npecaukaBame o : Ny — X4 maro ca o = b d ¢ ) CMHOCHO KAO IpecimKapame onpebeno momohy
o(1)=b, 0(2) =d, 0(3)=¢, o(4) =a. ]
Hukrmaycn

Canma cMO cupeMHU Oa yBeIeMO IIOjaM IMKJIYCa, KOjU je M3y3eTHO 3HadajaH.

JEPVTHUIINIA 1.3.4. Tlocmarpajmo nogckyn Y = {y1,y2,...,yq} ckyma X,. [lepmyramuja

Yyr Y2 ... Yd-1 Yd
Y2 Yz ... Ya Y1
y ®ojoj samene p(y1) = y2, p(y2) = ¥3, - - -, P(Ya—1) = Ya, P(ya) = y1 PopMuUpajy 3aTBOpeH KPyr ce HAZUBA

yukayc. [Iperxonno o3HavaBame MUKIyca yoouvuajerHo ce ckpaheHo mpukasyje Tako mro u3MmeDhy 3arpamna
CTOje PenoM BPeIHOCTH KOje Memajy MecTa (HOCIemha Memha MeCTO Ca IPBOM):

(y17y2a s 7yd)'

Bpoj d enremenara xkoju popMupajy HUKIYC HA3UBA CE JYHCUNA YUKAYCA.
Tparncnosuyuja je urayc myxume d = 2.

dukcHe Tauke mepMyTanuje Cy HUKIYCU AY:KUHE 1.

[urnyc om n objexkaTa MU N-MUKIYC UMa OOJUK 410243 ...0Ay TOE CE CMATPA 1a je a, MOPen Gi, TAKO
na je
apaza3...0an = a;;a541 ...0p0102...0;51
(HOp. UMaMO a1a2a3 = G2G3G1 = A3A1d2). JENAH N-UUKIYC MOMKEMO 3aMUCIUATU KAO N JbYAU KOJU Cele 3a
OKpyryiimM ctosioM. To hemo miyctpoBartu cienehuMm mpuMepoM.

ITPUMEP 1.3.6. Ha xonwmko mauumHa ce M3 CKyma O M JbYAU BUX k MOKE PACIOPEIUTH 33 OKPYIJIU
cro? (Pacmopemu koju ce mobujajy poTUpameM CMaTpajy €€ UCTU, IOK Ce CUMETPUYHU PACIOPEIU
cMaTpajy pa3iuduThM. )

Pewemwe. IIpBor uoBerka MmoxeMoO omabparm Ha n HaumHa. Jlpyror 6mpamo oxm mpeocraiunx n — 1 u
craBmaMo ra gecuo ox upsor. Cueneher Gupamo ox mpeocranux n — 2 1 CTaBHAMO I'a JECHO O JPYTOL.
HacraBmaMo 0oBaj MOCTyIAK, CBe JOK Ha m3abepeMo u nociemmer (k-Tor) yoBeka (IMTO MOMKEMO YUUHUTH
Ha n — k + 1 Haunna). Crora oBakBux u3bopa nMa

n-n—1-(n—-2)-...-(n—k+1).

A Hucy cBu oBu n360pu pazauuntu. VicTy ¢y OHEM KOju ce MOTY Ho6UTH poTrpameM cToa (Tj. mMaMo y

cBakoj rpynu k uctux u3bopa, KOju NMPeACTaB/bajy UCTU PacIopen 3a OKpyraumM croigoM. Crora moraszmmo

n-(n—1)-(n—k+1)
[0 TOra Ja JATUX Paclopena nMa Z . [ |

n-n—=1)-n—k+1)
k

Y OperxomHOM NOPUMEPY CMO IIOKA3ajy Ja IIOCTOjU Pa3IUYuUTUX IUKIyCa

ny:xkune k Ha crymy X,.

NJEPVHUIINJIA 1.3.5. llurayc mysKuHeE n, KOJU CaAP:KU CBE eJIeMeHTe CKyna X, , Cé HA3UBa YUKAUYHG
(yupryaapra) nepmymayuja.
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n-(n—-1)-...-1

Y criamy ca MpPeTXOMHUM, TOCTOjU = (n — 1)! nuknuunaux nepMmyranuja cxyma X,.

Kinacy exkBuBasieHmuje eseMeHTa ¢ YUHE €JIEMEHTU IUKIYCA KOJjU CAADKUA a4, Tj.

Cq = {a,p(a),p(p(a)),p(p(p(a))),...,p" ' (a)}.

Bpoj enremenara kaace exkBuBaJjeHIje d je my;KuHA omroBapajyher muriayca.

TEOPEMA 1.3.1. Csaka nmepMmyranuja ckyna X, je WM [UKIYC WIK CE MOKE NMPEeICTAaBUTUA KAo yHUja
JIAC]YHKTHUX IUKJIYCA.

Jloxaz.  llukaycHu 3ammuc 3a NPOM3BOJLHY MEPMYyTaIjy T MOkKe Ha ce nobuje momohy cuemeher mocrym-
Ka, KOJU Ce NMOHABJba CBE JOK CBU eJIeMeHTU He Oyny pacnopebenu y muriyce.

M3zabpaTtu npom3Bo/raH eJeMEHT @ KOju jom Huje pacmopeben y mekwm muriayc. Hoswm muxriyc
YuHE eJIEMEHTU
(o 7(@), =(x(@), w(x(x(@), ..., =)

koje pebamo cBe mok He mobemo mo HajMamer mpupoaHOTr 6poja d 3a koju Baxwu 7¢(a) = a.

Kako cy pasaunumre Kiace eKBUBAJICHIWjE peJlaluje ¢ OUCjYHKTHe, NOOMjaMO ma je cBaka mepMyTaluja
WY [MUKIYC WA CE€ MOYKE IMPEACTABUTU KAO YHUja OUCjYHKTHUX IAKIYCA. O

OBako mpeacTaBbame Ce HABUBA UUKAYCHU 3aNUC WA YUKAYCHAE 0EKOMNO3ULUJG TIEPMYTAIH]e.
ITPUMEP 1.3.7. OppeanTu MUEIYCHU 3amuc mepMmyTanuje o = 24513.

Pewewe.  IlpumermmMo ma 3a mepmyranujy o = 24513 Bakm
a(l)=2, «a2)=4, a4 =1

[Tepmyranuja o masme emsement 1y 2, 2y 4 u 4 vazany 1, u Tama KaKeMO 1a OBU €JIEMEHTU YUHE UUKAYC
(1,2,4) nysxume 3. Cnnuno, emementr 3 u 5 uumHe mukiayc (3,5) oyskuHe 2, ma je NMKIYCHU 3alUC OB
nepmyTtanuje « = (1,2,4)(3,5). n

. 123456789
IIPUMEP 1.3.8. HamucaTtu IUKJIYCHU 3a0UC 32 MEPMYTAIUA]Y T = (3 57846 12 9>.

Pewewe. 7m=(1,3,7)(2,5,4,8)(6)(9). ]

[MocToje mBa HaumHA oA TPOMEHUMMO NUKJIYCHU 3amuc 0Oe3 yrTunaja Ha camy nepmyrtamujy. CBaku
IUKJIyC MO:Ke Oa [OJYHe OMiIo KOjuUM O CBOjux ejemeHara — Ha npumep, (7,8,2,1,3) u (1,3,7,8,2)
NpEeNCTaBbajy MCTU HUKIyC. Takobe, mopenak mukiyca Huje Baskan — Ha npumep, (1,2,4)(3,5) u
(3,5)(1,2,4) npencrassmajy ucTy mepMyTanujy. DWUTHEM Cy IOZeNa eJIeMeHATa CKyla Ha HUKIYCe, Kao
U BUXOB MOPEAAK YHYTap IUKIyCa, U OHU CY jeOWHCTBEHO onpeheHu MUKIYCHUM 3aIMCOM.

TwumMe cMO Bumean na IMUKIYCHU 3AIUC HUj€ jeAMHCTBEH. Y OOUUAjeHO je ma ce IMUKJIYC 3aMucyje TaKo
ITO MY je HajMalmU eJIeMEeHT Ha IPBOj MO3UNKUJU U Ha Taj HAUMH JOJA3UMO [0 jeIUHCTBEHE pellpe3eHTalIllje
nurayca. Takobe, muknyce hemo nmopebaru Tako na cy UM IpBU €JIeMEHTH y pacTyneM perociemny.

YBeauMmo mojaM pena mepMyTaluje, a 3aTUM heMo HaTu TBphHeme Koje moBe3yje OBaj mojaM ca Iy:Ku-
HaMa IUKIyCa Y IepMyTAIU]jHU.

JNJEPVHUIINJIA 1.3.6.  Ped nepmymayuje p je HajMamu npupoaan 0poj d 3a KOju Basku
p'=ppp..(p)...) = e
—_————
d

Hpyrum peumma, pen mepMyTaluje je HajMamU Opoj KOJMMKO myTa Tpeba ma HampaBUMO KOMIIO3UIIA]Y
mepMyTanuje ca caMoM coboM ma 6GmcMO HOOUIN MACHTUYKY IEepMYTaInjy.
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Harmacumo na je y nperxonuoj nepuaunuju d npuponas 6poj. ,,Crenen” nepMmyranuje ce MOKe yBECTH
U 3a TPOM3BOJbaH 1eo 6poj Ha caenehw mauun: p° = ¢, a p~* = (p~1)* (rzme je p~! uuBepsna mepmyTanmja).

TEOPEMA 1.3.2. Pen mepmyramnuje p jemmar je HajMameM 3ajeIHUYKOM CaAPKAOIy MOyKUHA CBUX
OUKIyCa y p. ]

WNaycrpyjmo mojam pena mepMmyTanuje Ha HEKOJIUKO IPUMEpPA.

. 123456789
ITPAMEP 1.3.9. Onpenutu pen mepMmyTaluje (2 3154789 6).

Pewewe.  urnycuu 3anmc ose nepmyrarnuje je (1,2,3)(4,5)(6,7,8,9), Tj. mukaycu umajy nyskune 3, 2 u
4. Ha ocuoBy Tora nobujamo na je pen ose nepmyrammje H3C(3,2,4) = 12. [ ]
ITIPUMEP 1.3.10. IIpepepanc mmmn on 32 kapre je mome/beH y [IBa jeqHaKa Oejla U IPOMENIaH
npenasumamnem, TAaKO Ia aKO je MOYeTHU MOPeAak kapara o6uo 1,2,3,4, ..., kpajwu nopenak je 1,17,2,18, ...

Konuko nmyra Tpeba npuMeHNTH OBAKBO MeEIIalme a OU Ce MINWJ BPATUO y OPUTMHAJHU IOPENaK?

Pewewe.  IlepmyTamuja Koja oaroBapa MeIlamy AT je

123456 7891011121314 1516 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32
117218319420521 6 22 7 23 8 24 9 251026 11 27 12 28 13 29 14 30 1531 16 32 ) °

HwurnycHu 3anmc oBe mepMmyTanuje je

(1)(2,17,9,5,3)(4, 18, 25,13, 7)(6, 19, 10, 21, 11)(8, 20, 26, 29, 15)(12, 22, 27, 14, 23)(16, 24, 28, 30, 31)(32)

u OH uMa 6 murIyca Iy:KuHEe b m 2 muriayca IOy:kuHe 1, Te he ce mmwuia kapara BPATUTU HA IIOYETHU
pacnopen (to he ce mecurm kan mobemo no mumenTmukre mepmyranuje, na je morpebadH Opoj Memama
jemuak peny nmepmyrtamuje) seh makon H3C(1,5,5,5,5,5,5,1) = 5 memama. [ |

Tpaucomo3uruje

Cana hemo HaBecTu HEKOJMKO CBOjcTaBa TpaHcmosuruja. Hbux cmo ysenm y Hedpunnnumju 1.3.4, ann
hemo mx momaTHO MOjacHUTH 300T HUXOBOT 3HAUA]A.

Tpancnosunuja 7, ; Mema 6pojese ¢ u j (i < j), a ocrane GpojeBe OCTAB/ba Ha CBOM MECTY:
7(i) = 4, 7(j5) =1, u 7(k) =k 3a k+#1i,j.
Axo xohemo oBy mepmyTamnujy ma mpeincTaBUMO Kao HU3 OpojeBa, oHa Ou mMaJia ciaexehu oOauk:

12...(i—=1)jli+1)...(j = Di(G+1)...(n— Dn.

n—1)

Bpoj tpancnosunuja ckymna X, m3HOCHU , JEp eJIeMeHTe ¢ U j KOjU MeHmajy MecTa MOKEMO U3

cryna N,, = {1,2,...,n} omabparu Ha (g) HaYMHA.

TEOPEMA 1.3.3. Csaka mnepMmyTamuja ce MOMXe OPEICTAaBUTH KAO KOMIIO3WUINja WIEHTUYKE
nepMyTanuje € U TPAHCIO3UIH]a. Ul

OBo mpencraB/bame KAO0 KOMIIO3UIM]a UACHTUYKE HEPMyTalje € U TPAHCHO3UIMja HUjE jeJUHCTBEHA,
ajy HapeqHe 2 TeopeMe HaM ONUCY]y ycJyoBe na 6u TakBa perpe3enranuja 6uina muaumanasa. Jlo Teopeme
1.3.4 je momao mabapcku maremaruuap Hewem (mab. j. Dénes) 1959. roaune.
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TEOPEMA 1.3.4. Heka cy to,ts,...,t, Tpancnosunuje u3 S,. Tana je mpoussBonm t, - tn_1 ...t
IUKJIMYHA TepMyTanuja ako u camo ako rpad G(te,ts, ..., t,) KOoq Kora cy Temena 1,2, ..., n, IOK Cy rpaHe
to,ts,...,t, (TauHMje ako Tpacmosummja t MEmA MECTa eJEMEHATA { U j Tama Cy YBOPOBU i U j MOBE3aHU
IPaHOM), IPENCTABIbA jeIHO CTAbIIO. O

Cana hemo maTty u jemny remepasiusanujy oBor TBpbhema.

TEOPEMA 1.3.5. Kommnosumnuja TpaHCHO3UIMja je MUHUMAJIHE OY:KUHE aKO U CAMO aKO MYyJTUrpad
KOju ce mobuja Kama IPaHOM CIOJUMO eJeMeHTe KOje MEeHaMO y TPAHCIO3UIMJU He CaIP:KU KOHTYpy. L

ITepmyramujy MOKeMO IPEICTABATH M OPUjEHTUCAHUM IpadoM. Y MeMy MOCTOju rpaHa (z;,c;) ako
n camo ako je x; = p(x;). Opujentucanu rpadoBU OPeACTaB/bajy NOODPY BU3YesHY Delpe3eHTalnjy Iep-
myTanuje. OHU HajJa3e cBoje MecTo y MeTonu ,, Pakropusanuja y caobOAHUM MOHOUAUMA KOja OUPEKTHO
oarosapa rpadoBCKO] AeGuHUIUjU mepMaHeHTa (TeHApaTopuMa y Cia000MHOM MOHOULY OIroBapajy (ak-
Topu murpada).

Csa oBa mpeacraBbama nepMmyranuja hemo matu y ciaenehem mpumepy.

ITPVUMEP 1.3.11. Ogpenutu cBe nepmytanuje ckyna Ny = {1,2,3,4,5} roje 3amoBosmaBajy yciaose

—2<p(i)—i<3 u p(i)—i# -1, p@E)—1i#2.

Pewewe.  Csaky nepmytanujy hemo npencrasutu Ha Counum 1.3 kao npeypebeme, IpeKo TeKOMIO3UINje
Yy OUCjYHKTHE IUKJIYCe UCIOMA TOTa, Ka0 KOMIIO3UIN]y TPAHCIO3UIMja Y CPEeAUHN U Ipeko oarosapajyher
opmjeHTHCAHOT rpa¢a Ha mecHOj crpanu. Vima 9 TakBux mepMmyTamuja:

12345
1' <1><2><3><4)<§> < @ @ @ @ @

1 2 3 4 5

12453

T3.4 O T,
13425
To.3 O T:

T2,5 0 T35 0 T34 O

J L >

23145
(1,2,3)(4)(5)

2.
3.
4.
D.
0. 25143 T190 T 0 T35
7.
8.
9.

71,20 723

(1,2,5,3)(4)

12153 oo
(1,4,5,3)(2) 7149745 ° 735

—

43125
T140Ty4OTo:
<o > ©
1 2 5
45123 ]
(1.4.2.5.9) T1,40T240T250T35 .«)
1 <3 5

Cauxka 1.3. Ilepmyranuje ckyma N5 3a koje je —2 < p(i) —i <3 mp(i) —1 # —1,2.
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I'emepanm3amnuja oBor mpuMepa je mojaM nepMymayija ca 02parHuehuMa. |

Ha ocroBY mpeTxomHOr IpmMepa BUAXMO U KAKO IPOU3BOJLHY IEPMYTAIM]Yy MOXKEMO IPEINCTABATUA Kao
KOMIO3unujy Tpacnosunuja. Memaliemo mecta (Tpancnosunujama) y3aCTONHUM €JIEMEHTUMA Yy CBAKOM
on mukiIyca ny:xuHe sehe on 1.

. 123456789 .
ITPIMEP 1.3.12. IlpencraButu nepMyTanujy = <3 5784612 9> Ka0 KOMIIO3ULUjY

TPAHCIO3UIIN]a.

Pewewe. Y Ipumepy 1.3.8 cmo mobunu na je m = (1,3,7)(2,5,4,8)(6)(9).

IIpsu muxayc (1,3,7) Moskemo npexncrasuru kao (1,3,7) = 71,3 0 T3.7.

Hpyru nusnyc (2,5,4,8) MosxkeMo npeacTaButu kKao (2,5,4,8) = 13 5075 4074 8. Kako je yobuuajernuje na
TPAHCIO3ULU]Y T5 4 MUIIEMO KAO T4 5 JOIA3UMO IO IPENCTaBbama OBOT HUKIyca: (2,5,4,8) = 755074 507y 8.

Kako ce nmosasna mepMyranuja m cacToju O OBa 2 HETPUBHUjAJIHA IUKIYCaA (OCTAJNN NUKIYCHU CY LY:KUHE
1 u mpencraBmamy PUKCHE Tauke mepMyTaluje), OHa Ce IPEICTaBha KA0 KOMIIO3UNN]a TPAHCIO3UNNja Ha
cneﬂehn HAYUH! T = T1,307T3707T2507T450T48- |

Hamomena. OsBa mepmyramuja ce MOKe NPEANCTABATA KAO KOMIIO3WUIM]a WAEHTUYKE IMEePMyTalluje £ U
TPAHCIIO3UIMja T = € 0T1 307370 Ty 50T450T48, Al TO je €KBUBAJICHTHO IPEACTABHAJHLE OHOM IITO CMO
HOOUIM y MPETXOMHOM npuMepy (MACHTUYKA HepMyTaluja € He MEemha MEeCTa HUjelHOM eJIeMEHTY, Ia je
MOKEMO M30CTABUTU U3 AaTe KOMIIO3ULK]e).

TEOPEMA 1.3.6. Csara nepmyranuja p € S, MO¥e Ce NIPEeACTaBUTU Ka0 KOMIIO3UNNja TPaHCIO3UIA]ja
71,25 72,3, T34y -+« Tn—1,n-

Loxas. ITpso hemo mokaszaru fa ce MPOM3BOJBHA TPAHCIO3ULUjA Tp 4 (P < ¢) MOXKE IPEACTABUTU Kao
KOMIIO3UNUja HATUX TPAHCIO3UIM]ja:

Tp,q = Tp,p+1 O Tp+1,p4+2 © - - - © Tg—2,¢—1 O Tq—1,¢ © Tg—2,¢—1 © Tg—3,q—2 © - - - © Tp+1,p+2 © Tp+1,p-

ITora:xumo ma ropma (popMysa CTBAPHO IPEACTaBJba TPAHCIO3UIU]Y Tp,q-

IMomony Tp pt1 © Tp+1,p42 0 -+ .0 Tq—2,g—1 © Tg—1,q AOBOJUMO €JIEMEHT P Ha MO3UINjY ¢, HOK CBE eJeMEeHTe
p+1,p+2,...,qg— 1,9 momepamo 3a 1 MmecTo y neBo. Ilamme ca Tq—24—10 Tg—3,4—20 ... 0 Tpti,p+2 © Tpt+1,p
IOBOIUMO esieMeHT ¢ (ca mosunuje ¢ — 1) Ha mo3unujy p, HOK cBe eaemente p+1,p+2,...,¢— 1 momepamo
3a 1 MecTo y gecHo (Tako ma Cy OHU HA CBOjOj MOJA3HO] mosunuju). Tume CMO MOKA3au Oa je TOPHOM
¢dopmMyoM Oam IpeAcTaBbEHA TPAHCIO3UIU]a Ty g-

Teopema 1.3.3 kaske ma ce cBaka mepMmyranuja p € S, MOXKe Ce IPENCTABATU Ka0 KOMIIO3UIMja TPAHC-
Mo3uIKja, Ma Ha OCHOBY NMPETXOMHOT CJIEAM Ja Ce CBaka mepMmyTaiuja p € S, MOKe Ce MPEeICTABUTU Kao
KOMIIO3UIMja cleneNux TpaHCHO3UIMja: T12, 72,3, T34, - -+ Tn—1l,n- O

IIPUMEP 1.3.13. IIpencraButy nepmyranujy m u3 IIpumepa 1.3.12 npeko Tpancmosumuja 7i2, 72,3,
7'3’47 ceey Tg’g.

Peweme. Y Ilpumepy 1.3.12 cMO mOOMIN T = T30 T370Ta50Tas O Tag. Ha OCHOBY mOKa3a NpeTXoIHE
Teopeme mobujamo:

W:(TLQOTQ,;;OTLQ) (¢] (T3’4OT475OT57607'677OT5,6OT475OT374) (¢] (7'2,3OT374OT475O7'374OT2,3) (¢] 7'4’5 [¢] (T475O
T5,6 0 T6,7 O T7.8 0 T6,7 O T5,6 O T 5)- u

Hamomena. Kako je 75075 = ¢ (mTo ce jaBiba Ha Kpajy IpPBOI pena IpeTXOnHe (YOPMyIe), OBY
MepMyTanujy MOKEMO IPUKA3aTHA U Kao:

T =T1,207T2,307T1,207T340T4,50T560T6,707T5,607T4,507T3,407T2,307T3,407T4,507T3407T230 T5607T6,707T7,80T6,70°T5,60T4,5-
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3HaK mepMyTaiuje

Cunenehn GuraH OCHOBHM HOjaM Be3aH 3a IEPMyTaIije je IMojaM MHBEDP3Hje, KOjU je OUPEKTHO MOBE3aH
ca IOjMOM 3HaKa IepMyTallije, IITO Urpa OWUTHY yJIOry Kon nepuHUNUje meTepMuHaHTe y JImHeapHO]
anrebpu, Tj. v Umkemepckoj MmaremaTun Ha BUCOKOj mKOJIA.

JEPVHUIINIA 1.3.7. Axo y nmepMyTanuju ¢ ejJeMeHTU 0; U 0) 3aI0BOJLABAJY 0; > Of, IIPU YeMy je
i < k, KayKeMO na eJIeMeHTH 0; U 0 obpasyjy uxeepsujy. 3HauUM, ABA €JIEMEHTa y mepMyTanuju obpasyjy
WHBEP3Ujy, aKO HaM NMPBO mae Behwu, a 3aTuM MamU.

IlepmyTanuja o je napra YKOIUKO je YKyImaH OpoOj MHBEp3Wja y HOj MapaH, a Henapha ako je YKyIaH
6poj mHBep3uja Hemapad. Jwak (naprocm) nepMyTauuje o, y O3HaUM Sgn o, Ne(GUHUIEMO Kao

sgn o = { 1 ako je o napua mepyyTamaja - _ (—1) 6poj umBep3Uja
—1 ako je 0 HemapHa MepPMyTaIlld]a

Moske ce moka3aTu Ja 3a 3HAK IepMyTanuje BaKu (OopMyIa

sgna:HM.

by j— 1
1<J J

ITIPUMEP 1.3.14. Komuko unBepsmja obpasyje 6poj a) 1; 6) n ako ce Hamasyw Ha K—TOM MECTy y
nepmyTanuju opojesa 1,2,...,n7

Pewewe. a) k—1 (ca cBum OpojeBuMa KOju Cy Ipe Hera YUHU WHBEP3U]Y );

6) n — k (ca cBuM 6pojeBUMAa KOjU Cy HOCIE HEra YMHU UHBEP3UjY ). [ ]

IIPVMEP 1.3.15. Ilepmyranuja bdca cryna {a,b,c,d} je mapua, jep uma 4 uasepsuje: b u a yune UpBy
(ma mpBoM mecty je ”"Behe” cnoBo b, Hero Ha yerBpTOM MecTy e je "Mame” ciaoBo a), d u ¢ qpyry, d u
a tpehy, a ¢ u @ verBpry. CBU OCTaJIU €JI€MEHTU HE UMHE UHBEP3U]Y. |

IIPUMEP 1.3.16. Unentuuyna nepmyranuja € = 12...7n je mapua, jep y HOj HeMa WHBEP3Uja, Tj.
yKyIaH Opoj uHBep3uja je HyJa (HUKOja ABa €JeMEHTa He YMHE UHBEP3Ujy, jep yBEK Uie IPBO Mamu Opoj,
na ouzma Behwu). [ |

IIPUMEP 1.3.17. Tlepmyraunmja n(n —1)...21 numa najsume uHBep3uja (CBaKa IBa €JIEMEHTA y OBO]
nepMyTanuju o06pasyjy MHBEp3Ujy): n Ha IPBOM MECTY YMHU MHBEP3Ujy Ca CBUX ocTaaux n — 1 6pojesa,
n—1 Ha APYroM MeCTy YMHU MHBEp3U]y ca octanux n— 2 Gpojesa (cem n, jep cmo Ty Beh 6pojanu), urm.
IO 2 KOju YMHU jenHy MHBeD3HUjy ca 1 Koju ce Hasa3u m3a mera - CTora je ykyunaH Opoj MHBep3Huja y OBOj
nepMmyranuju jemHak (n— 1)+ (n—2)+...+1= % =(3)-

3HaK OBe IepMyTaluje 3aBUCU O OCTAaTKa MPU Aebelmy Opoja n ca 4 — ako je n messuBo ca 4 wian
naje ocratak 1 mpu mememy ca 4 mepMyTalyja je mapHa, a akKoO Jaje OCTaTak 2 uiu 3 Ipu Aebemy ca 4

nepMyTalyja je HemapHa. |

ITPUMEP 1.3.18. Y cBakoj tpancnosunnju uma 2(j —i— 1)+ 1 naposa 6pojeBa KOju YMHE UHBEP3UJY:
(4,4), (4, k), (k,1), vme je k mpomsBosan 6poj usmeby i u j, tj. k€ {i+1,i+2,...,5 —1}.
Crora je TpaHCHO3UIja HEIAPHA MEPMYTALL]a. |

3Hak mepMyTanuje MoKe ce OqpeauTy Ha 3 HaunHa: noMony unBep3suja (mro cMo uMasu y ledpununuju
1.3.7), ma ocuoBy rommnosunuje tpancnosunuja (Teopema 1.3.3) u mpero nukaycuor szamuca (Teopema
1.3.1). Cana hemo nerassHUje ONUCATH CBAKK O OBUX HAUMHA.

I Ilepmyranuja p je mapHa yKOJMKO je yKymaH OpOj MHBep3Huja y p mapaH, a HeIapHa akKo je YKyIaH
Opoj uuBep3uja y p Henapan. Moske ce pehu ma ce 3Hak mepmyranuje p modbuja mo Gpopmyau

sgn p = (—1) Opoj uHBEp3Uja )
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II Yronuko ce mepmyTarmja MOsKe MPEACTABUTUA KAO KOMIIO3UIM]a MAPHOr OPOja TPAHCIO3UIMja OHA
je mapHa, a akO Ce MOKe IPEICTABUTU KAO KOMIIO3WIMja HEMapHOTr Opoja TpaHCHOo3Wnuja OHa je
HenapHa (Tj. monaszehwu onm mosasme mepMmyranuje GUTHO je KOJNMKO je HOTPEBGHO 3aMeHA MeCTa IO
nBa eneMenTa ma 6w nobuim maty mepmyranujy). OmHOCHO, MMaMo GOpMyITy

Opoj Tpamcmo3uiuja
sgn p = (—1) °POJ TP ja

III Ykoauko je p nepmyranuja ckyna X, (KOju mMa n eleMeHATA) NPEACTABILEHA y IUKJIYCHOM 3AIUCY
M aKO Ta] 3allC UMa C PA3JIUYUTUX MUKIyCa, TAAa je

sgn p=(—-1)""¢.

IIPUMEP 1.3.19. Ogpenutu 3uak nepMmyranuje o = 2431.

Pewewe.  Beh cmo Bumenun y Ipumepy 1.3.15 (caosuoj nepmyranuju bdca ogrosapa Opojesna 2431) na
je oBa mepMyTamnuja mapHa - TaMO CMO u30pojanu na uma napas 6poj uasepsuja (4).

Ilepmyramuja o = 2431 Mmoske ce mobutm on moJsaszHe nepMyTanuje € = 1234 ako mpBO 3aMEHUMO
MecTa IpBa gBa ejaeMmenta (Tana mobujamo mepmyranujy 2134), a 3aTuM aKO 3aMEHUMO MeCTa APYTOT U
uverBpTOr enementa (to cy 1 u 4). Crora umamo Ja je mepMyTanuja o IPeIcTaB/beHa IPEeKO KOMIIO3UI]je
TPAHCIO3UIja KO

g = E£0T120To4.

OBo mpezncraBmbame MOKE OUTU U jJeJHOCTABHUjE 0 = Ti2 O Ty (&JIM M OHO WM& MCTO 2 TPAHCIO3UIMjE).
Crora je smak ose mepmytamaje (—1)2 =1, Tj. ona je mapua.

Iuknycun 3amuc ose mepmytammje je o = (1,2,4)(3) m on mma ¢ = 2 nmrayca. Ha ocuoBy Tora
nobujamo ma je sgn o = (—1)472 =1, ma cmo omer HAmIM Na je MepMyTam@ja o MapHA. |

3a Kpaj OBOr Jeja O 3HAKy HepMyTanuje, HapemlieMo cTporo-¢gopmanny (MaTeMaTwudky) deQpUHUN]Y
mojMa meTepMUHAHTE, ca KOjuM cTe ce cpeiu y MmKemepCcKo] MaTeMaTUIIN.

JEPVUHUIINIA 1.3.8.  Jemepmunanma matpune A, y o3uanu det(A), |A| nau det A, je cyma no csum
mepMyTalrjaMa o U3 CKyma S:

Al = (s8n0) a101) * G20(2) - * Gnon);
oEeS,

rIe Sgn o O3HAYaBa 3HAK IEePMYyTalluje.

1.4 Heypebenu u3zdbopu — KoMmOuHaNUje

Y oBowm morsaBipy hemo ce nmozabasutu Heypebhenum mzbopuma, Tj. komOumHanmujama. Kacuuje hemo
OaTH BHUXOBY Be3y ca IepMyTalujaMa ca noHBasameM. Ha kpajy hemo marm ocobmue OMHOMHUX KOedu-
nujenara u HaBectu TBphemwe Bunomue dopmye.

KomoOunamuje 6e3 moHaBJbama

Y mpeTrxomHUM MOTJIAB/BUMA CMO AaJU CTPOTO-MaTeMaTuuke nepuuunujy mojma ypebemor mzbopa k
esleMeHaTa KOHAYHOI ckyna X kopuctuau npeciaukasame f u3 ypebenor ckyna {1,2,... k} y ckyn X.
Tako cmo f(1) mzabpanu npso, 3atum f(2), ..., a f(k) HA Kpajy.
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Kon meypebenor mzbopa esemenara ckyna X HUje BayKHO KOJU je eJIeMEHT u3abpaH NpPBU, a KOjU
nmocjenky, TAKO Aa HeMa moTpebe yBOOWTU MpecanKaBama. Kako cama pasmarpamo Heypebene m3bope
exeMeHaTa 0e3 MOHABJHAKA BUAUMO A OHUW IPEACTaBsbajy k-Touname momckymoBe ckyna X. Heypebenn
u3bopu ejeMeHaTa y JUTEPATYyPU Ce Hajuemlie HA3UBAJY KOMOUHAUUJE.

n

JEPVHWIINIA 1.4.1. Hexa cy n>k HeneraTusHu nenu 6pojesu. bunomrnu xoeduyujenm (k) MOYKEMO
uspagyHaTtu Ha ciaenehu mauwms:

L) = — —

n nn—1)n-2)-...-(n—k+1) i=0(n—i) n!
(> k(k—1)-...-2-1 N k! CE-(n—k)

Ilakse, OUHOMHU KOE(UIIjEHT (Z), “3payyHaBaMO TAKO IITO y OPOjUOLY pa3ioMKa (rope) HAIUIIeMO

k ysactommux OpojeBa moueB om n, Tj. n,m — L,n—2,....n—k+2,n—k+ 1, a y UMEHUOITY Pa3JIOMKA
(mone) mammmemo k ysacromaux 6pojesa moues on k, tj. k,k—1,k—2,...,2,1.

Heke BpenmrocTM GMHOMHUX KOepUIMjeHATA Cy (3) =1, (711) =nu (Z) = 1. Hedurummja 1.4.1 moxke na
Cé TMpOMUPU HA CBE PEAJIHE BPETHOCTHU N, TAKO A4 MUIIEMO

(1)~ cooc

— =0,2734375.

2,5)-(=3,5) 35
1 T 128

2.
[Iperxonno, Hama3u npuMeny Ipu onpebhuBamy roroBux Gopmyna 3a MakiIopeHOBe IOJIMHOME Y IPEIMETY
Nmxemepcka MaTeMaTUKA.

OBy mepuHUIM]Y MOKEMO na NPOIIMPUMO U Ha HEraTUBHE BPEIHOCTH k 1 Ha BPETHOCTU N > k TOrOBOPOM
Ia je TAKO IITO yBEIEMO N3 BaKU

(Z)Z 3a k<0 u k>n.
TEOPEMA 1.4.1. Bpoj rkombunamuja (meypebenux mszbopa) 6e3 momaBmama k-Te kiIace on n
. . . . k n
ejeMeHaTa, Tj. Opoj k-TOWIaHMUX MMOACKYIOBA NM-TOUJIAHOT CKyma X, jemHak je C, = L O

Iarme, kam roxn ox n objerara Tpeba ma ucToBpeMeHo omabepemo k objekara, TO MOKEMO YUUHUTU
kE_ (n
ma C} = (}) mauuna.

IIPUMEP 1.4.1.  [Tucmenu ucnum, jyn2 2020.
Koamnko nma Tpounanux moxckymnosa ckyna {1,2,3,4,5,6,7,8}7

Pewewe 1. Morau 6u na HabpajamMo cBe TpouJaHe MOACKYIOBE, ajJu OM TO MOTPAjaio:

{17273}7 {17274}7 {17275}7 {1’276}7 {17277}7 {17278}7 {17374}7 {17375}7 {17376}) {17377}7 {17378}7 AR b
{3,6,8}, {3,7,8}, {4,5,6}, {4,5,7}, {4,5,8}, {4,6,7}, {4,6,8}, {4,7,8}, {5,6,7}, {5,6,8}, {5,7,8}, {6,7,8}.
4,5,6, 7,8

5 6,7,8

6,7, 8

7,8

8

1 majmamu, 2 cpenmu, HajBehu: 3,
1 majmamu, 3 cpemmu, Hajsehu: 4,
1 majmamu, 4 cpenmu, najsehu: 5,
67
77

1 majmawmu, 5 cpenwu, HajBehu:

1 majuamu, 6 cpenmu, HajBehu:

1 majuamu, 7 cpenmu, HajBehu: 8
Kana je 1 majmamu mmamo 6+ 5+ 4+ 3+ 2+ | = 21 noackym.

Cunuuno, Kana je 2 HajMamu umamo b + 4 + 3+ 2 4+ 1 = 15 nmoackynosa.

Kana je 3 majmamu numamo 4+ 3 + 2 + 1 = 10 moackynosa.

Kana je 4 najmamu umamo 3+ 2+ | = 6 nonckynosa ({4,5,6}, {4,5,7}, {4,5,8}, {4,6,7}, {4,6,8}, {4,7,8}).
Kana je 5 majmamu mmamo 2 + | = 3 nonckyna ({5,6,7}, {5,6,8}, {5,7,8}).

Kana je 6 majmamu mmamo 1 momxckym ({6,7,8}).

Yrymao mmamo 21 4+ 15410+ 6 + 3 + 1 = 56 moackymosa. |
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Pewemwe 2. IIpema Teopemu 1.4.1 Tpousnanm MOACKYHOBU NPENCTaBI/bajy KoMOuHanuje 3. kiaace on 8
8 8-7-6
enemenarta, C§ u 6p:xe ux mpe6pojaBaMo MPEKO GUHOMHOT Koe(huIujenTa: (3) =391 " 56. n

IIPUMEP 1.4.2.  Illxoacko maxmuvemwe 1990. 3a IV pasped
Ha npagsoj p marte cy pemom tauke A, B, C, D, E.

3amucaTtu CBe Pa3IMUUTE Iy:KU YUjU CY KPAjeBU OaTe TAUKe. Konuko uma raxkBux myssm?
A B C DE »p
—O0—0—0—0-0—

Pewewe 1. HWwma ux 10: 1. AB, 2. AC, 3. AD, 4. AE, 5. BC, 6. BD, 7. BE, 8. CD, 9. CE, 10. DE.

Pewemwe 2.  O6a Kpaja LysKu MOKEeMO UCTOBpeMeHO onabpatu u3 ckyna {A, B,C, D, E} ua (g) = ﬁ =10
HaumHa, na uMa 10 my:xu. ]

IMIPUMEP 1.4.3. Koja je Bpemnoct npomenmsuse A HaKOH u3Bpumewma ciaeneher kona?

A:=0
for z; :=1ton
for xo ;=21 +1ton
for x3 ;= a9+ 1ton

for z, ;== 21 +1ton
A=A+1
end for

end for
end for
end for

Peweme. IMouerna Bpemuoct mpomenmuse A jemmaka je 0 u A ce ysehasa 3a 1 cBaku myT Kazma ce
npobe Kpo3 KOpak yrmexIeHE MeT/he ca HU30M OpojeBa i, Tg, ..., T) TAKBUM Oa je

1< <29< ... <251 < T <N.

Bpoj oBakBux Hu3zoBa 6pojeBa jemuak je 6pojy Hauwmna na ce k 6pojeBa m3abepe 6e3 moHAB/HAKA U3 CKYIIa
{1,2,...,n}. Cana us Teopeme 1.4.1 sBumumo na he BpemnocT npomenmuse A HAKOH U3BPIIEHA KOAA OUTH

jemHaka
k n
= . |
oi=(3)

KomoOunamuje ca momaBmameM

Axo nmo3BosuMO ImOHABJbAK€ y HeypeDhenoMm m3bopy esneMmenara ckyna X, OHZIa OH BUIIE He IPENCTABIHA
obuuaH moackKyn ckyna X.

IIPAUMEP 1.4.4. FKouauko nMma HaYMHA na ce n3abepy Tpu HOBUMha u3 Kace Koja Caap:Kyi HOBUMNE OI
1, 2, 5 u 10 qurapa, yKOIMKO penocien Oupama HoBumhia Huje Ouran Beh camo 6poj uzabpanux HoBunha
CBaKe BPCTE M aKO y KaCWu MOCTOju Oap Tpu HOBuUmha cBake BpcTe?
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Pewewe.  Iloctoju 20 Haunna, npuka3anHux y ciaenehoj rabemn:
1n 1g 1x 1o 1o 2n 1n 1o 5o 1n 1x 10ng
1n 2n 2n 1n 2n 5 1n 21 10x
1ln 51 5n 1o 5x 10m
1x 10x 10
2n 2m 2n 2n 2m 5n 2n 2m 10n
2n 5m 5n 2n 51 104
2m 10x 10z
51 5m; 5n 5o 51 10n
5 10 101
10x 10m 10x

Tabema 1.1: V360p 3 moBumha m3 kace ca HoBumhmMma on 1, 2, 5 n 10 muuapa.

IIPAMEP 1.4.5. Kosuko nMma HaUYMHA Oa ce m3abepy MecT HOBUAHUIIA U3 KACe KOja CAAP:KU HOBYAHUILE
ox 10, 20, 50, 100, 200, 500, 1000, 2000 u 5000 muuapa? Kao u y IpeTxomaHOM HUTAKY, U Y OBOM CIydYa]y
pemociien Oupama HOBYAHUNA HYje OUTAaH, HOBYAHUIE MCTE BPEAHOCTHU C€ HE PA3JNKY]y, & Y KACU IOCTOjU
Oap meceT HOBUAHWIA CBAaKe BPCTE.

Pewewe.  Opnme je 6poj permema BeOMa BEJIWKU, TAKO Ja O MCOUCUBAKE CBUX MOTYNUX DEIIema BEOMAa
ayro Tpajamgo. 36or Tora hemo pa3zMoTpuUTé KaKO MOMKEMO Aa OApPEeIMMO jemaH m3Gop.

Osne penocnen m3abpaHnXx HOBUAHWIA HUje OuraH (KOMOMHANMje W Ca MOHABLameM Cy Heypebern
n360pu) U MMaMO IOBOJLHO OJf CBake BpCTe HOBUaHUNA (y TEeKCTy je mato ma mMa 10, a JOBOJBHO je
na uMa Gap mo 6 on csake Bpcre). Tpeba na mabemo 6poj koMOuHAIM]a Ca NOHABHAHKEM Kiace 6 on
8 ememenara.

[MpernocraBumo ma kKaca mMma OEeBET IPErpaa, Mo jeqHy 3a cBaky BpcTy HoBuanuna. Ha Caunu 1.4 je
uiycTpoBaH u3b60p jemue nopuanure oxn H0 muHapa, nBe HoBuanure ox 200 auHApa U MO jeaHe HOBUYAHUIIS
on 500 muuapa, 1000 murapa u oxm 5000 muuapa:

| | - | ee | e | o | | -

10z 20n 501 100z 200x 5001 1000z 2000z 50001

Ciuka 1.4: Kaca ca mMapkupanuMm m3abpaHUM HOBUYAHUIIAMA.

Ha camuan mavuun, cBaku n360p 6 HOBUAHMIA MOMKEMO 14 HPEACTAaBMMO HOMONy 6 X e pacnopebennx y
nperpazaMa kace. OGpumuMo IHO Kace ca 03HAKAMA BPEIHOCTY HOBUYAHUNA, JI€BY UBUILY IPBE IPErPALe U
[leCHY MBUILy IIOCJEIEH-€ IPerpae, na ce ceaku n3bop 6 HoBuaHUIA MOKe IpeacTaBuTy noMolly pacmopena
6 mapkepa (o) u 8 uBuna | (yrynao mmamo 6 + 8 = 14 mosunumja):

Tpaskenux pacnopena nMa Kao u uzbopa 6 mosunuja 3a e on ykynHo 14 moryhux mosunuja, mro je 6poj
KOMOUHAIIM] &

= 3003. n

14\ 14-13-12-11-10-9
6/  6-5-4-3-2-1

YonmremeM TOpmHEr IPUCTYIA MOKEMO I0Ka3aTu cienelly Teopemy.

TEOPEMA 1.4.2. DBpoj kombunamnuja ca moHaB/bameM k Te Kiace Ol 1 eJleMeHaTa jeqHakK je
— n+k—1
chk= )
k
Zoxasz.  Cparu Heypebenu uzbop k eremenara ca MOHABbAKEM CKyma X, KOJU UMa N €JIE€MEHATa, MOKE

na ce npexacraButu nomMohy Husa om kx e mun — 1 X |.
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Ha npumep, meypebern mzbop bbddd om 5 ememenara u3 cryna X = {a,b,c,d} moxe ma ce
npenacrasu noMolly musa om 5 X x u 3 X |:

CnuuHO K40 U y IPeTXOMHOM mpuMepy, Hu3 on k X e mn— 1 x | (o je yrymuo k+ (n—1)=n+k—1

. . n+k—1
MO3UIMja), T€ TAKBUX HU30BA UMa KOJIUKO U KOMOUHAIN]A A . ]
IIPUMEP 1.4.6. Ha rosukO HauuHa ce 7 UCTUX JIONTU MOMKE PACIOpeIuTu y 6 paziuuuTux KyTuja?
Peweme. Bpoj moryhux pacnopena sonTtu je jemHax Opojy KoMOMHAIMja ca HOHABJHAIEM KJIace 7 Of
S TH6—1y _ 12\ _
6 ememenara, Tj. ( 8 ) = (7) = 792. ]
IIPUUMEP 1.4.7. Koja je Bpemnoct npomenmuBe A HaKOH u3Bpuewma ciaeneher kona?
A:=0
for z; :=1ton
for z5 ;= z; ton
for 23 := a5 to n
for x;, == 1 ton
A=A+1
end for
end for
end for
end for
Pewemwe. [Touerna Bpemuoct mpomenmuBe A jemmarka je 0 u A ce yBehasa 3a 1 cBakm myT Kanma ce
npobe Kpo3 KOpak yrmexIeHe IeT/he ca HU30M OpojeBa T, Tg, ..., T TAKBUM Ia je

1< <z < < a1 <o <

Bpoj oBakBux Hu3oBa O6pojeBa jemHak je 6pojy HaumHa ma ce uzabepe k 6pojeBa ca MOHABHAKEM U3 CKYIIa
{1,2,...,n}. Cana us Teopeme 1.4.2 sBumumo na he Bpemnoct npomenmuse A HAKOH U3BPIIEHA KOAA OUTH

jemHaka
Cck = <"+Z_1>. n

IIPUMEP 1.4.8. FKoauko pemema nMa jeqHAYNHA

1+ T+ ... +Tp =n,

rme cy xi, Tz, ..., T} HEHETaTUBHU Ieau OpojeBu?
Pewewe.  Hera je ckyn X ={1,2,...,k}. Aro npernocrasumo na 6poj x;, 3a 1<i<k, 03HAUABA KOJIUKO
je myTa uzabpaH eJeMeHT i u3 cKyna X, OHJa BUAUMO & CBAKO PEllelme ropwme jeauadune (T, To, ..., Tk)

O3HAUYaBa TAYHO jenaH HeypeDeHu m300p n esleMeHaTa ca MOHABJ/AKEM M3 CKyna ca k ejsemeHara:
(1‘1,21314—1‘2,1714—:1?24—1'3...,1‘1 +1‘2+...—|—$k).

Tarxobhe Basxu u oOparno: cBaku Heypehenu nzbop n eneMenara ca NOHABHAKEM U3 CKyIla ca k eleMeHaTa
onpebyje Tauno jemuo pememe (r1,Tsa,...,T;) TOPHE jeHAYUNHE.



28 1. KOMBMHATOPUEKA

Crora pemema jegHaunHe MMa KOJIUKO U OBakBuX Heypebhenux msbopa, a To je
k+n-—1
. |
n

Hamomena. Ilpema YcaoBy cumerpuunoctu (Jlema 1.6.2) u3 Ilormasma 1.7. DBuHoMHM mumeHTuTETH,
k+n71>

uMaMo na je 6poj pemema jeqHaunHE T + T + ...+ T = N jeoHAK U ( Bl
IIPIMEP 1.4.9. Ha moaumm ce manasu n kmura. Ha Koamko HaumHa ce MOske m3abparu k Kmura ca
MOJINIE, TAKO Ma HUKOje IBe m3abpaHe KibUre HUCY Ouie CycemaHe Ha MOJIUI !

Peweme. Heka x, o3mauasa Opoj Kmura Ha TOJUIM UCIPEN OpBe m3abpane kKmure, ;, 2 <1 < k, 6poj
KBUTa HAa IIOJUNU Koje ce Hauase usMeby (i —1)-Be u i-Te nzabpane Kmure, a Ty, OPOj KBHUra HA TOJIUALA
u3a nociuensme uzabpaune kmure. C obG3upom na Opojesu z;, 1 <i< k+ 1, npebpojasajy cBe Heuzabpame
KIBUTE Ca MOJUIE, BAXKU Oa je

x1+To+ ...+ + T =n—k.

C apyre crpane, u3 ycjaoBa na m3abpaHe KmUTe HUCY Ouie CyCcemHe BUANMO & BayKU
X2,T3,..., 2k 2 1,

TIOK je
L1, Tk+1 2 0

Ila bucMo u3beram oBe paszIUYIUTOCTH, yBOIUMO cMeHe y; = x; — 1, 3a 1 <1< k+ 1. Taga cy y; >0 3a
KOje BaKU Jna je
ntyet+... Fypri=mn—-k+2)—(k+1)=n—-2k+1.

n—k—i—l)

n—2k+1
To je u 6poj moryhux m3zbopa k HeCyCcemHUX KEbUra Ca MOJIUIE. ]

W3 mperxomnor nmpumepa 3HAMO Oa je OpOj pelnema OBe jeTHAYUNHE (

1.5 IlepmyTamuje ca moHaBJbAKHEM

ITocebuy BpcTy m3bopa unHe nepMmyTamuje GaMuiInje eIeMeHaTa, y KOjoj ce HEKM Ol eJleMeHaTa CaapiKe
BHUIIE yTa. laza ce Mopa MOBECTU padvyHa Kako Ou ce u3berso na ce uctu n3bop npebpojaBa BUIlle mMyTa.
Pasmorpumo cnenehu mpobiaem:

ITPUUMEP 1.5.1. Koamko pazanuutux pedu, ykbydyjyhu Oecmuciene, Moxe Ja ce CaCTaBU O CJIOBA
peun MATEMATUKA?

Pewemwe 1.  Waro mumamo 10 cioBa, Heka cy ucra, Tako na oarosop oszue Huje 10!. Haumme, cana tpeba
na mpebpojuMo nepMmyTanyje GpaMuinje cioBa y kojoj ce ciaoBo A mojasmyje 3 myrta, ciosa M u T mo nsa
nyTa, a ciaoBa E, I u K nmo jemamnyr. OBaksa mepmyranuja he Outu onpebena yKoJIMKO 3HAMO Ha KOje
3 mosuruje y peuu ce Hajase ciaoBa A, Ha koje 2 mosunuje ciaoBa M, ma roje 2 cuaosa T... Tpu nmosunuje
3a ciaoBa A ce Mmory msabpartu Ha (130) HauwHa, a 3aTuM ce m3Mehy mpeocranux 7 mozunuja 2 mosunyje
3a caoBa M mory m3abparu Ha (;) maumHa. Hacrasmajyhu masme, ox nmpeocranux 5 mo3unuja 2 MO3ULUje
2) HauyHA, a HA [OpeocTaje 3 mo3uiuje Tpeda ga MCIPEMEInTaMO
cinoBa E, I u K, mro ce moske ypamutu Ha 3! HauuHa. YKymad Opoj TpaskeHUX MepMyTallija jeaHax je

(%) (0)-(3)-3'=120-21-10-6 = 151 200. .

3a cioa T ce mory m3abpartu Ha (5

Pewemwe 2.  3aMucamMo Hajupe Oa ce CBa CIOBA Yy PEYN PA3NUKY]y, TAKO Ja UMAMO 3 PA3JIUUUTA CIOBA
A, 2 pasauunra ciaoa M u 2 pasnuuunra ciaoBa T. Ha mpumep, MOKeMO na UX YUMHUMO Pa3JIUUYUTUM
nonajyhu um ungexce: M1A1T1E;MoAsTo M1 K1 Az, Cana umamo 10 paziauuuTux CioBa, KOja MOKEMO 1a
pacnopeaumo ua 10! paznuuurux vauuna. [locMaTpajMo IpOU3BOLHY PEY CAUUELEHY O , HEUHASKCUPAaHe "
peun MATEMATUKA, wa npumep AAAEUEKMT. On KoIUKO Pa3zauuUTUX ,MHACKCUPAHUX® peun
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MOKEMO Jna mobujemo OBy peu Opucamem ubanekca? Wumekcu 3 ciaoBa A Mory ma ce pacmopene Ha
3! mauuna, unnexcu 2 ciaosa M mory ma ce pacmopene (He3aBucHO) Ha 2! HauMHA, U UHAEKCU 2 CJIOBA
P mory gna ce pacmopene (He3aBucuo) Ha 2! HaurvHA M KOHAYHO 3a no jemuo cuaoso E, I u K mmamo
mo 1! moryhuocru. IIpema Tome, peu AAAEMKMT, kao u 6wmio kKojy npyry peu mobujeHy om peuu

MATEMATUWKA, moskemo na maaexkcupamo Ha 3!-2!-2!.1!.1!. 1! waunna. Bpoj meunmekcupanux peuu,

. . . 10!
ITO je M pelleme npobiema, jeqHak je RIS TRSTISIE |

YonmrapameMm Pemema 1 npencrasmamem 3! kao 3! = (?) . (f) . (1), nobujamo caenehy Tteopemy.

TEOPEMA 1.5.1. Bpoj mepMmyTanuja ¢paMunuje ca n exeMeHara, y KOjOj Ce IPBU €JEMEHT CAIDPKU
Ny IyTa, APYTU €JIEMEHT Mg MYyTa, ..., & k-TU eJeMeHT ni nyTa (Ipu TOMe Baxku ny + ng + ...+ ng =n),

jeTHAK je
<n>(n—n1)<n—n]—n2> <n—n]—...—nk_2) <nk)
ny N2 ns Ng—1 ng )

Lloxas. IIpumeTrumo nma mocToju (7:11) HauWHa Oa Ce M) KONMja HPBOr eJeMeHTa pacmopenu usmebhy
n mo3unuja y mepMmyranuju. HakoH Tora mpeocTaje n —nj CI0D0AHUX mo3ulja, n3Mehy Kojux no Kommja,
APYTOr eJIeMeHTa MOKe [a Cce paclopenn Ha (";2”1) HAYMHA, OCTaBJba]ynu n—nj —ng cI0060AHUX IO3UIA]A.
Hacrasmajyhu ma oBaj mauun pacmnopebuBame Komuja eleMeHATa, MOKEMO M3 BUAMMO Oa he Ha Kpajy
romnuje k-Tor ejemeHTa MoNuW ma ce pacmopemne Ha ("7”17'”7““1) = (”’“) = 1 maumna. Ilo Ilpunnumy

Nk Mg
npou3Bosa, OPOj TpaKEeHUX MepMyTallija je jeTHaK
<n)<n—n1><n—n1—n2) (n—nl—..‘—nkg) <nk> -
ny Ny n3 o N1 ng)

W3 2 pemema nperxomanor npuMepa ycunocrasuhemo Besy usmebhy Opoja mepmyTanuja ca mOHABIbAKEM
KOje cMo mpebpojanu Ha 2 pas3auyuTa HAUMHA.

TEOPEMA 1.5.2. 3a OunoMHe roe¢punujente Baxku ciaenehia jemnakoct
n n—ni\/n—ny—ns ne\ n!
Uus no ns ng _nll-ngl-ng,!-...-nk!'

Loxas. ITomohy Parropujenne pemnpesenrtamuje ouHOMHUX Koepuumjenara (Jlema 1.6.1 u3 moraasi-
ja 1.6. Ocobune GuHOMHUX Koeduumjenta) moryhe je mprkaszaTu MOJIMHOMHE KOE(PUIUjEHTE HA 3HATHO

jeIHOCTaBHU]U HAYUMH:
( ’ > <n)<n_n1><n_n1_n2> <n_n1_'.._nk1>
Ny, N2, ..., Nk ni N2 n3 N

B n! (n—mnq)! (n—mny —na)!

~ nyl(n—nq)! ' nal(n —ny — ng)! ' nsl(n —ny — ng — ng)! .
. (n—mp —...—ng_1)! B n! -
nl(n—ng —...—np_1 —ng)! nil-nol-ngl-ong!

Kakxo 6ucMo m3bersu cTajHO MOHABbAME AYyTadKol IPOM3BOAa OMHOMHUX KOe(UIUjeHATa U3 IPETXOI-
He TeopeMe, MM Pa3JOMKa ca (axKTopujajmMa M3 IpeTxongHe JyeMe, yBemhemo ciaenehy neduHUIM]Y
MOJIMHOMHMX KoepuiujeHara (MOHer[e ce HA3WMBA]y U MYJITHHOMUjAJIHU KOE(PUIN]EHTH).

JEPMTHUIINIA 1.5.1. Heka Baskn ny+nq+. ..+n; = n. Tana ce norurnommnu xoeduyujenm (m nz"m nk)
neduHMIe ToMony

( ) ) .
N1, Mo, ...y N ni! nal - ngl - oonyg!
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IIPUMEP 1.5.2. Amna, Bojana, Becua u ['opnana urpajy tabauh. Ha koauko HauuHa ce mUMa MOMKE
nomeauTy Mo 6 KapaTa W Ha TaJOH m3banuty 4 KapTe M3 CTaHIapAHOT IIMMiIa on 52 kapre?

2
Pewemne. Ha mouerky memema 4 KapTe mAy Ha TAJOH U HUX MOKEMO omabparu Ha (54). Anu ce 6

48

KapaTa MOyke IONEJIUTU Ha ( ) HaunHa (HAKOH m3banmBama 4 Ha TAJOH y WNMIY je ocTaso H2 — 4 = 48

6
. 42
RapaTa). BOJaHI/I Cce Talda IIeT KapaTa MOKE IIOOEJIUTU Ha (6) Ha4YMHa (HaI{OH mogeJsie rKapatTa Anu y

mnuiay je octano 48 —6 = 42 kapara. BecHu ce 6 xkapaTa MOke MOIEIUTH HA (36) HayuHa. ['opnanu ce 6

6
KapaTa MOKe IONEJIUTUA Ha (360) "aunHa. [Ipeocrasne 24 kaprTe ocrajy Ha cToay. 1o mpuHIUIY TpPOM3BOIA,

VEyIaH Opoj pas3anuuTux Oehema je jemHak

52 52\ [48\ [42\ [36\ [30\ /24
= : : : - : = 270725 - 12271512 - 5245786 - 1947792 - 1
<47676,6,6724) <4> (6> <6> <6> (6) (24) 70725 - 12271512 - 5245786 - 1947792 - 593775

= 20155867493 649 826 939 163 523 360 000. u

IIperxomam mpumep mpezncTaB/ba TpuMep m3bopa y KoMe pasiauyuure objexkTe Tpeba cmecTuTH y
pa3nuuuTe KyTUje: pa3auduTtu O0jeKTu cy 52 KapTe m3 mmuiaa, a 6 pasauyuTux KyThja ce KOPUCTU
3a KapTe Ha TaJOHY, KapTe CBake on 4 meBOjKe, KA0 U 33 OCTAaTaK IIINJIA.

TEOPEMA 1.5.3. DBpoj nauuna ma ce n pa3auvyuTux objekara cMecTu v k pasiuyuTux KyTHUja, TAKO
Ia ce y KyTUju ¢ Hajma3u n; objekara 3a 1< i < k, mpu ueMmy je Ny +ng + ...+ ng = n, jeAHak je

n
( ). o
Ny, N2, ..., Nk

1.6 Ocobune OMHOMHUX KOe(pUIjeHATA

Bunomun koedumnujentu (k) UMajy BEJUKU OpOj IPUMEHA U jeNaH CYy Ol HajBaKHU]UX KOMOUHATOPHUX

mojMoBa. Y OBOM IIOIVIABJ/LY NEMO MPOYYUTU HEKE O lbUXOBUX OCHOBHUX OCOOUMHA, KOje yriaBHOM Hehemo
nokasuBaru. Kora 3ammmajy mokasu, mory mx Hahwm y yubenury [17].

PARTOPUJEJIHA PEIIPE3EHTAIINJA

Bunomun roedunujentu ce HajjemHOCTaBHUj€E NMpeACTaB/bajy mOMONyY ¢paxkTopujesa.

TEOPEMA 1.6.1. ®axkropujesHa pempesedTtanuja. 3a mese 6pojese n u k, Takse na je n >k >0,
BaKU

(1.3) (Z) = k'(nn'k)' O

YCJIOB CUMETPNNYHOCTH

ITomotiy (1.3) mako ce mokasyje u ciaenehe tepheme.

TEOPEMA 1.6.2. YcJioB CUMETPUUYHOCTH. 3a CBaku eo 0poj n > 0 u cBaku neo 6poj k Baku

RN
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Jloxas. N3 jennaroctu (1.3) mobujamo

(Z) B k!(nni B (n —nli)!k:! = lc)!(nni (n—k)! (nﬁkz) =

Kom6Gunaropuo, jemnakoct (1.4) 3mauu na je 6poj k-Townanux moacKynoBa ckyma X ca n eleMeHaTa
jemak Opojy moackymoBa ca n — k enemenara. OBO ce MOsKe MPOBEPUTH U AUPEKTHO — IOBOJHHO je
CBAKOM Kk-TOWIAHOM IOJCKYIY HOIEJUTU H-erOB KOMILJIEMEHT y X .

AITVNIINOHA $OPMVYJIA

ITomohy (1.3) je Takobe moryhe nokaszaru u caenehe tepheme.

TEOPEMA 1.6.3. Amunmona ¢opmysa. 3a nesne Opojese n u k Baxku
n n—1 n—1

1. = .

@ ()= (') (o) o

Jemnakoct (1.5) ce y crpanoj nmureparypu Hasusa [lackanos unenturer (enr. Pascal’s identity). Jenan
OJI TVIABHUX PAa3Jiora 3a TO je mTo je Oaucko noBe3aHa ca 13B. Ilackasosum mpoyesom, KOjU je TPEeaCTaBIHEH
y Tabenu 1.2.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5) 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1

1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

Tabesa 1.2: ITackasnoB Tpoyrao.

[TackasmoB Tpoyrao ce mobuja TAKO WIITO Ce MOYHE CA PEIOM KOju canpsku camo O0poj 1, a 3atum ce
cBaku ciaenehum pen mobmja Tako IITO Ce MCIOA CBAKOD IIapa y3aCTONHUX OpojeBa y HPETXOTHOM DPEeLy
HaIuIe BUXOB 30Up, U Ha Kpajy ce Ha 00a Kpaja HOBOr pena crasu 6poj 1 (1 u mumra naje 1).

Y IlackanoBom Tpoyray (n+ 1)-Bu pen canp:ku OUHOMHE KOe(UIUjeHTe (8), (71’), cey (Z) ITackasos
Tpoyrao omoryhaesa u ma ce mpom3BoJraH OMHOMHU Koe(uunujeHT m3padyra kopuctehu camo cabupamme:
3a (Z) Tpeba M3padvyHATH CAMO OHE BPeTHOCTH Koje ce y IlackasoBoM TpOyriy HaJjiaze rope JEeBO U rOpe

JIECHO OJ TOT OMHOMHOTI' KO€(UIIMjeHTa..

BMHOMHA TEOPEMA

Hajsaskuuje cBojcTBO OUHOMHUX KoedunujeHaTa uckaszaHo je y ciemehoj teopemu. Ona ce yecto
HasuBa n Lunomhu paseoj mau Paszeoj cmenena 6unoma, mor ce cama dopmyaa (1.6) masusa DLunomha

popmyaa.

TEOPEMA 1.6.4. DBunoMHa Teopema. 3a CBaKM HEHETaTWBHU €O OpPOj n Basku
(L6) @y =3 (F)am kgt
. k=0 k

(0BO je jemHaKOCT ABa MOJIMHOMA Ca MPOMEHJLUBAMA T W Y, Ta BAKU 3a MPOU3BOJLHE T U V). O
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IIPUMEP 1.6.1. Kaxo ranacu uspas (a + b)* y passujenom o6iumky?

Pewewe. W3 Bunomue Teopeme mobumjamo ma je

(0t by z (B)aewrs = (Do (v (e (s« (1)

= a* + 4a®b + 6ab% + 4ab® + b .

I[Ipumernmo na ce roedumumjentu 1 4 6 4 1 y BunomuoMm pasBojy jaBipajy xao 5-ta Bpcra y IlackamoBom
Tpoyray. Yommre, UMaMoO na 3a pa3soj (a+b)"™ xkopuctumo (n+ 1)-By Bpery (Tj. OHY BPCTY KOja IOUAEE
ca 1 un) y [ackanosoMm Tpoyray (mpu yemy ce CTemeHu y3 a cMamyjy, a y3 b mosehasajy). |

IIPUMEP 1.6.2. Koju je xoedpunujent y3 2'%'? y passojy nspasa (z + y)?2?

Pewewe. V3 Bunomue Teopeme ciaenu na je oBaj KOeDUIM]EHT jeTHAK

22 22!
(10) = o2l — 646 646. n

IIPUMEP 1.6.3. Koju je xoedpunujent y3 22 y passojy uspasza (3x — 2y)?2?

Pewemwe. Hajupe, npumerumo ma je oBaj m3pa3 jemHak (3z + (f2y))22. Cana m3 Bunomue teopeme
cirenu na je

22
o+ C20)” = 3 (7)o c-m=
k=0

Cabupaxr z'%y'? y oBoM m3pasy ce mobuja 3a k = 10, u meros KoepunujenT je jeaHax

22 10 12 22! 10012 __
(10>3 (-2)' = (327 =156 400843382784, m

Axo y Bunomuoj Teopemu craBumo y = 1 Tama mobujamMo BarKaH CHEIUJATHU CJIYYaj]

(1.7) (1+2)" = En: (Z) k|

k=0

[Tomohy BunoMHE Teopeme MOMXkEMO Oa JOKAKEMO MHOTE€ UIACHTUTETE Ca OMHOMHUM KOE(UIM]eHTUMA.
OsuMm nociaom hemo ce Bumte 6aButu y ciaenehem onesmnKy, a oBAe heMo HABECTU CAMO jOII ABA MACHTUTETA.

ITIOCJIEWIIA. 1.6.5. 3a HeHeraTuBaH 1e0 OPOj N BAKU

5()--

k=0

Zoxasz. Kopucrehu Bunomuy Teopemy ca x =1 u y = 1 mobujamo

n

2”—<1+1>”—Z(Z)1"’“~1’“—i<2)-

k=0 k=0

OBa mociemuna uMa W WHTEpPECAHTAH KOMOWUHATODHU mMOKa3. Y Ty cBpXy npebpojahemo ce mon-

crymoBe ckyma X ca n eineMmenara Ha asa mHaumHa. C jemse crpame, X uMma 2" paziuuuTUX IOACKYIIOBa

(Teopema 1.2.2). C gpyre crpane, 3a cBako k = 0,1,...,n, ckyn X uma (Z) TMOJACKYTOBA Ca TAYHO

n
k ememenmara. 360r Tora, Y (Z) Takobhe mpeacTaBba YKyHIaH OpPOj MOACKYMOBa CKyma X, Ma CTOTA BayKU
k=0

jemHaxocT u3 TBphema. O
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IIOCJIENAWNITA. 1.6.6. 3a meHeraTuBaH 1e0 OpOj N BaKU

k=0
Joxasz. CraBmamem x =1 u y = —1 y Bunomuy Teopemy mobmjamo
0=0"=(1+(-1))" = (") * - =Y 0H"). O
k=0 & k=0 &

CabupameM, OMHOCHO OIy3UMAamEeM, UACHTUTETa M3 MPETXOIHE ABEe MOCJenule no0ujaMo ma Baske u

caenehe jemmaxkocTu:
(D) ()=t = (D) (D) (D) +
0 5 4 = =1, 3 5

ITOJIMHOMHA TEOPEMA

IToncerumo ce na 3a mosumHOMHE Koeduiujente Baxkxu Jlema 1.5.2, 1j.

( ) ) .
N1, M2, ...y N ni!-nal - ngl- . onyg!

C 0063upoM ma MOJMHOMHM KOe(DUIUjeHTH yOIIITaBajy OuHOMHE KoedurmjerTe, moryhe je mokasaTtu u
caemehe TBpheme.

TEOPEMA 1.6.7. IlosmmomMHa Teopema. 3a NPOU3BOJLHE peajiHe OpojeBe X1, X2, - .., Ty U 38 CBAKU
npuponan 6poj n > 1 Baxku

n .
(T +z+.. Fan)" = Z (kl ko,...,k )Sclfll'ngﬁ@m -
k1+...+k,,L=n
ki,....,km =0

IIPUMEP 1.6.4. Kaxo riacu uspas (v +y + 2)® y passujerom obauxy?

Pewewe.  Tlo IlomuHOMHO] TeOpeMU MMaMO OA BasKU
(x+y+2)°= (3,3,0)333 + (0,2,0)3/3 + (0,3,3)33 + (2,:;,0)3323/ + (2,3,1)9522 +

(1,3,0)333/2 + (0,3,1)923 + (1,8,2)3532 + (0,:1)),2)?%752 + (1?1)xyz

3, 3 L 3, 3 L, 3,
=300t om0 Towos® T amo Y oot T
3, 3, 3, 3 ., 3
nzor™Y T om Y T o™ T oY T Y

=23+ 3+ 23+ 322y 4+ 322 2+ 322+ 3y2 2+ 3222 + 3y 22 +62y2. |

IIPUMEP 1.6.5. IIpuyjemnu ucnum 3a ETP 2021.
Konuko uma cabupaka y passujeHoM obiuky uspasza (a+ b+ c)lo?

Pewewe.  Bpoj unanoBa jennak je Opojy pemema jenuauune ki +ko+ks = 10, k1, ko, k3 >0, y [lomuroMHO]

dopmysnu. To cmo Beh ypamunu y [Ipumepy 1.4.8, ma je to (3'%8_1) = (1(2)) = (122) = % = 66. ]
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Ilecua crpana [lonnnomue Gopmyne oOuyHO MMa gocta cabupaka, ¢ 003UpoM ma ce cabupa IO CBUM
npencrappbamuMa Opoja n momony m cabupaka, ajm ce OBa TeEOpeMa MOHAKO Hajuelmhe KOPUCTU KaKo
bucMo ompenuau KoepunujeHT y3 Heku oxpeheru uman.

IIPUMEP 1.6.6. Koju je xoepunujent y3 unan zy32° y passojy uspasa (v +y — 2)10?
Peweme. IIpumewnyjyhu IlonuaomMHy Teopemy Ha wm3pas (x +y + (—z))lo BUOVIMO Ja j€ TpasKeHU
KOe(pUIUjEHT jeTHAK
10
—1)% = —2520,
(o:5)
rae unanan (—1)° monasu us mpoussoma z2y3(—2)°. ]

N3BJIAYEILE N3 3ATPAJTIA

TEOPEMA 1.6.8. 3a meo 6poj k # 0 u npousBossan 6poj n, n # k, Baxku

(0)=26) e (0)

CYMAIINOHA $0OPMYJIA

TEOPEMA 1.6.9. 3a uene 6pojese n u m, n,m > 0 Baxku

(=@ (T e (=)
3 ()= () () e ()= () o

Jemmaxoct (1.10) ce decTo mojaBimbyje y IpuMeHAMA.
Ha mpumep, 3a m = 1 mobujamo ¢opmyny 3a 30up OpBUX N IPUPOAHMX OpojeBa (KOJU ce MOKe
uckopucTuTH 1 3a onpebuBame 36upa apurMeTuuke nmporpecuje):

(2)+G)+...+<T)=0+1+...+n=(”;1>:(”+21)".

IIpermocTaBuMO ma sxeamMmo na Habhemo 36up 12 + 22 4 ... 4+ n2. Axo mpumerumo zxa je k? = 2(’;) + (k),

1
Taga mobujamMo ma je
- - k k n+1 n+1
Z 2 2:
F (2<2) (1)) 2( 3 ) ( 2 )
k=0 k=0

Pememe, xoje cMo mobunn y OMHOMHIM KOE(PUIjEHTUMA, MOKEMO Oa BPATUMO y yoOW4YajeHy HOTAIU]Y:

12422 4. 4 p? = 2lotlnlnzl) |y (ndn Ly 4120 4 1),

Hanomena. 36up 1% + 23 + ... + n? Mome ma ce nobuje Ha cIMYaH HAYMH, jep CEAKU HOJIMHOM
ag+ark+ask®+ ... 4 ank™ Moe ma ce m3pasu y obauEY by (]S) + b1 (’;) +...4+ by, (7’;) 3a MOrOJHO M3abpane
roedunujernte by, by, ..., by.
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HET'AIINJA TOPIHLED' UHIIEKCA

TEOPEMA 1.6.10. 3a cBaku neo 0poj k u npousBo/san Opoj N Ba:KuU
—n n+k—1

111 = (—1)* . O

(1) ()= ("

Heramuja ropmer namekca je 4ecTo KOPUCHA IPU PA3HUM CyMUPABUMa OMHOMHUX KOe(UIjeHaTa.

ITPUUMEP 1.6.7. Ilokazaru cymManuoHy (GpopMyIy

(1.12) kz:(—nk(;) = (g) - (:) +o4 (D" (:;) = (-1)" <’";1>.

Pewemwe. Kopucrehin pemom meramujy ropmer umanekca (1.11) m upsBy cymammony ¢opmyay (1.9)
nobujamMo

= r k-1 —r+n r—1

S () -5 ) -0 e ()

k=0 k=0

ITIOJEOJHOCTABJLMUBAILE ITPON3BOIA

TEOPEMA 1.6.11. 3a cBe nejxe 6pojeBe m u k m IpOU3BOJbAH OPOj N BAKU

s () () ()G o

CYME IIPON3BOIA

Jenmakoctu y ciuenehiem tBphemy ce kopumcre kanma Tpeba cyMmMupary IPOM3BOJL [Ba OWHOMHA
KoeUIMjeHTa y KOjuMa Ce CYMaIMOHU MHIAEKC k Hajla3W Ha DOHEM MECTY.

TEOPEMA 1.6.12. 3a cBaku neo 0poj n u cBaku 1eo 6poj r > 0 Baxku

(1.14) Zk: <1:) <n . k) N <r:S>’
(1.15) zk: (;) (n i k) - (:Li)

Ca,ﬂa hemo ma mexonuko npuMepa IIOKa3aT! KaKO Ce€ OBa JeMa MOKE MCKOPUCTUTU IIPU PaAy Ca HEKUM
OMHOMHUM NIOCHTUTETUMA.

ITPUMEP 1.6.8. Ako je r HeHeraTwBHU €0 6pOj, KOja je BPEOHOCT M3pa3a Z <;) <Z) k?
k

Pewemwe. Nssnauemwem u3 3arpana (Jlema 1.6.8) moxxemo na ce ociaob60muMo crnosbammer k:

S (=)= ()60
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Cana moke na ce npumenu jemaakoct (1.15) ca n = —1. Kpajme pememe je

S E)E=e(r)

n 2
2
IITPUMEP 1.6.9. JlokaszaTu na BasKu E (Z) = < n>
n
k=0

Pewemwe.  3a moras kopuctumo Y ciaos cumerpudroctu (Jlema 1.6.2) u jennakoct (1.14) car =n, s =n:

S () =20 -G

1.7 Jenman mirycTpaTMBaH IpPUMEP

3a Kpaj, Ka0 WIyCTpalUjy CBera IITO CMO paIuiyd y HOPEeTXOonHa 3 mOorjiaB/a ypaanhemo cienehn
npuMep.

ITPUUMEP 1.7.1. Kouuko nMa IpupomHuX OpojeBa MamUX O MUJIMOH y KOjUMa ce jaBiba nudpa 87

Pewewe.  Ypamuhemo moommreme 3a 6pojese mame on 10™ u Tpaskenu 6poj 6pojeBa hemo o3navuuTu; ca
an. Cryn mupapa je C ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, a S ={0,1,2,3,4,5,6,7,9} je ckyn uudpapa 6e3 ocMmure.
BpojeBuma koju nmajy k < n mudapa gonucahemo Ha moueTky n — k HyJla 1 Taj HAUMH CMO CBe OpojeBe
mame ox 10" (yrmyuyjyhu u 0) cenn na ypebene n—topke enemenara uz C' (Bapujanuje ca IOHABIHAKEM
oxn n enemenara ckyna C).

Pememe I: Bpojesa ca Tayno k ocmuna mma (Z) 29—k ua (Z) HaYMHA MOKeMO onabpaTtu Tux k MecTa Ha
KOjUMa Cy OCMHUIlE, & Ha OCTAJUX N — k MecTa MOoyke OMTH OMIIO KOja o] ocTaaux nudapa, OTHOCHO Ty Ce
HaJa3u mudpa u3 ckyna S U CBaKy O BUX MOKeMO omabparu Ha 9 pa3iauuyuTux HauuHa (IO IPUHINAILY

IIPOM3BOIa CBE MOKeMO onabparu Ha 9" F maumna). Tpaskenu 6pojeBu Mory umatu 1,2, ..., n ocMuma, Te
n

n
IO IPUHOUIY 36Mpa D00UjaMo 18 UX UMA G, = Z ") gn—k — Z ") gn—k _gn — 9+1H"-9"=10"-9"
k=1 k k=0 k
(npu onpebusamy oBe cyme cMo kKopucTuiu BuHoMuy hopmyny). 3a KOHKpeTHO n = 6 mobujamMo ga OBUX
OpojeBa uma 468 559.

Pememe II: Yxonuko je npBa nudpa 8 cieBa Ha IPBOM MECTY, HA OCTAJINM MeCTUMa MOKe OUTH OUIIO Koja
madpa (u3 |C| = 10), ma raxsux 6pojesa mma 10”1, Yronuko je mpsa madpa 8 caeBa Ha APYTOM MECTY,
Ha IPBOM MECTy Moske Ourtu 6uio koja nudpa us S (|S| =9), 8 je ma gpyrom, a HA OCTAIUM MECTUMA MOKE
6uTu 6UI0 Koja mappa, ma TakBux OpojeBa uMa 9-1-10"72. ... Ykouuko je mpsa nudpa 8 ciaena Ha k—
TOM MecTy, Ha IpBux (k—1) MecTa Moske 6GuTu 6uno Koja nuppa n3 S, 8 je HA k—TOM, a HA OCTAJUM MECTAMA
MoOske OuTu 6110 Koja mudpa, ma TakBux 6Gpojesa mma 9F-1-107 k1 ... Axko je 8 camo Ha mocienmem
MeCTy OHJa TakBuX Opojesa mMa 9"~ !. Kako cy oBu morabaju mucjyHKTHE DO ODpUHIMIY 306upa m00ujaMo
na TpaskeHUX 6pojesa mma a, = 107" 14+9.10" 724, . 49"~ = (10771 49-10"2+...4+9"71).(10—9) = 10" —9".

Pememne III (ITomohy kommimemenTa): YkymnHO mprpoauux 6pojesa Mamux on 10" (yrmyuyjyhu u 0) nma
tauno 10" - KOJIMKO U Bapujanuja ca moHaBbameM ckyna C ox n enemenara. bpojesa mamux on 10" koju
ue caapske muppy 8 (yrmyuyjyhu u 0) nma tayno 9" - KOIUKO U BapuUjanuja ca MOHABHAKEM CKyma S 01
n esemenara. Pazmumka 10" — 9™ npencraBspa O0poj mpupomaux OpojeBa ca HajBuie n nudapa, KOm KOJUX
ce, KaJa Cy HAIlMCAHW y NEKaTHOM CHUCTEMY, jaBima mudpa 8, Tj. a, = 10" — 9™.

Pememe IV (Ilpuanun yrmyuema U uckibydema): Oszmaunmo ca A; ckyn n—romudpeHux OpojeBa KOju
nMajy mudpy 8 Ha i—ToM MecTy (3a pa3iuky ox pememna II, oBxe TO HUje IPBO mojaBpUBamE HUdpe 8, HETO
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6uo Koje, Tako ma ckymosu A; mucy muacjymkrEm). |A;| = 10771 jep ma i-ToM MecTy mmMaMo PUKCHpaHY
mudpy 8, a HA CBAKOM OJ OCTAJUX MOKEMO y3eTH NMPOU3BOJLHY mudpy. 3a i # j je |4; N A;j| = 1072
(CAMYHO HA 1—TOM U j—TOM MECTy KMMAMO OCMUIE, 4 HA OCTAJMM Cy IIPOU3BOJbHE Hudpe). ... Karo

je AiNA;nNn...NA, = {88...8} nvamo ma je [AyNAxsN...N A, = 1. Kana oo cBe yBpcTuMO y

n
GhOpMYyINIy YEKBbYUEHA U UCKbYUEHA U ca O03MPOM HA YUILEHUIY Aa ! CKYyIOBa UYUjU IPECEK TParKUMO

MOKeMO onabpary Ha (?) HayuHa n0OmjaMo:

an = [AJUA U UAnl= > [A4l— > JAnAjl+.. + (D" A NnAn.. . N4,

1<ign 1<i<j<n

() (0 () =i ()

10" — ((Z) 10" — (T) STCNE <Z) 10" L ()" (Z) S1) = 10" — (10 — 1) = 10" — 9.

Pememe V (ITomohiy pekypentnux muzosa): Habumo Besy 6poja (n + 1)—uudppenux GpojeBa koju 3amo-
BOJbABA]Y YCJIOB 3a0aTKA, Upt1, U N—TOMUPPEHNX, a,. AKO ce y mociemmux n mupapa Hamasu mudpa 8
(takBux GOpojeBa uma a,) OHZA 3a HOBY, (n + 1)-By, MokeMo y3etum Guio kKojy mudpy m3 C, Tj. TaKBUX
6pojesa uma 10 - a,. Axo ce y mociemmux n nudapa He Hagasu nudpa 8 (Taksux OpojeBa mma 9" —
Bapujamuje ckymna S) ouma (n + 1)-Ba mopa Ourtu 8, Tj. TakBux OpojeBa mma 1-9". Tako cMmo gomiu mo
HEXOMOTEHE JVWHEAPHE PEKyDPEHTHE Be3e

(%) ant+1 = 10a, + 9", ca moyerHUM ycJgOBOM a1 = 1

(jemnoum¢ppenux GpojeBa koju caap:ke UOpPy 8 uma camo jenad: 8). AkKO y (%) 3aMEHMMO CBAKO M ca
n+ 1 mobujamo ay,i2 = 10a,11 + 9" u ako on ose jemmaumme omysMeMo (*) TOMHOXeHY ca 9, mo6ujamMo
JIMHEAPHY XOMOTEHY PEKYPEHTHY Be3y

() an+2 — 196,41 +90a, =0, ca nouerHuMm yciaoBuMa a; =1, ag =19
(apyrum mouetHu ycaos mobujamo u3 (x) 3a m = 1 mam mpoctum upebpojaBamem: 8,18,28,...,
78,80,81,82,..., 89,98 — uma ux 19). Kapakrepuctuuna jemmaumna 3a (+*) je t2 — 19t + 90 = 0 u mene

uysue cy t1 = 10 u to = 9, na je ommre pememe jenHadune (k*), a caMum TuM u (*), a, = Cp - 10" + Cy - 9™,
rae koucranre Cy; u Cy onpebyjemo u3 mouetnux yciaosa: a3 = 1 = 10C +9C5 u as = 19 = 100C; + 81C5.
PemaBamem oBor cucrema mobujamo C; =1 u Cy = —1, ogHocHO TpaskeHux GpojeBa uma a, = 10" — 9™,

Pememe VI (KommjyTepcku nporpam):

program brojanje;
var n,c: integer;
m,b,s: longint;
p: Boolean;
begin
writeln(’Program trazi koliko ima prirodnih brojeva manjih od 10°n u kojima se javlja cifra 8.7);
write("Unesite broj n’);

readln(n);

s:=0;

for m:=1 to 10°n-1 do
begin
b:=m; p:=false;
repeat
c:=b mod 10;

if c=8 then p:=true
else b:=b div 10;
until (b=0) or p;
if p then s:=s+1;
end;
writeln(’Trazenih brojeva ima ’s);
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Hamomena. Pememe V (ITomohy pekypeHTHUX HM30BA) M3ya3u BaH OBOr Kypca JIUuCKpeTHe MaTeMaTuke,
ajgu ce pal Ca PEKYPEHTHUM jeqHAYMHAMA YECTO HAJa3U Yy OCHOBHUM KypceBuMa JlMCKpeTHE MaTeMaTuke
y cBeTy. 360r TOra CMO y OBOM NPUMEPY HABEJU U OBO DEIlemhe, KA0 WIYCTPAaLUjy Te MaTepuje.

1.8 Pazoujama Opoja — mapTuIimje u KOMIIO3UIIILje

IMapTunnmje npupomsor Gpoja, 3ajemHO ca KOMIO3WOMjaMa M maprunrjama ckyna (koje mehemo obpa-
MUTHA y OBOj KHHU3U), IPEICTABIbA]Y U3Y3E€THO BasKHE KOMOMHATOPHE OOJEKTEe, Al KOjU Ce HE MOMUBY Y
CTaHIapIHO] CPEIHOIIKOJICKO] Maremarunu. llocroje m mene kmure kKoje ce OaBe HBUMA — aAMEPUYKU
maremarudap [lopu Exnpuyc ayrop je 2 kmure koje cy nocsehiene naprumujama: [2] u [3].

ITapTumuje

IMapTunmje y cBOM KOpEHY MMajy €HIJIeCKY ped part (meo), aam ce KO HaC 0Baj MOjaM He NMPEBOIM.
Takobe y 11es10M OBOM HOTJIABJ/bY 3a AEJOBE MapTUNXje MU ieMO KOPUCTUTH U3pa3 cabupak (KoL mapThAnmja
¥ KOMIIO3UIKja IPUPOTHOT 6Poja), OOHOCHO nodckyn (KOM mapTUNUja CKYIA).

3a ykynad 6poj napTuimja npupoaHor 6poja n kopuctuliemo o3uaky p (n), a ca p (n | P) ozaauasahemo
Opoj mapTunuja IPUPOAHOr Opoja n Koje mMajy Heko cBojctBo P. CaMOKOHjyropaHe mapTuije hemo
03HAYABATHU Ca C.K. & Ca H.C. heMo o3HavaBaTu HajBehu cabupak y maroj maprunuju. M3y3eTHo, CBOjCTBA
Be3aHa 3a mHGOpMamuje 0 Opojy cabupara hemo cTaBLATU y MHIOECKC, HIP. OPOj MapTUIUja KOje uMajy
rauno k cabupaka hemo osmauasatu ca pr(n), ako uMa HajBume k cabupaka To hemo o3HauaBaTu ca
p<k(n), a maprunuje Koje mMajy TauHO M pasamumTHX cabupaka hemo ozmauaBaTu ca pm(n | #). Wcto,
34 KOMIO3WIKje TPUPOMHOT 6poja n hemMo KopucTUTH O3HaKe KOje mouumy ca ¢, momyT ¢ (n), c(n | P), ...

JEPMHUIINIJA 1.8.1. Hapmuyuja ™ 6poja n, n € N, ma k cabupara, k > 1, je damunuja
m={a1,az,...,a;}, Taka na Baxu a; € N 3a cBaro i = 1,2,...,k n

n=a +ax+...+ag.
Ako maprunuja m = {ai,as,...,ar} cagpxu «; cabupaka jemHakux i, ¢ = 1,2,...,k, Taga maprunujy w

3anucyjeMo Ha ciaemehu HaYWH
m=[1% 292 .. n%].

Hecpehna okosHocT je ma 3a maprumnuje y ckpaheHoj HOTAIIMjU KOPUCTUMO MYJITUIIMKATUBHE O3HAKE
(asnu Te O3HaKe Cy Ce ycTajuuie y JUTEPATYPU CBYNA y CBETY), MAKO je maprunuja y crBapu cyma (Tj.
amuTUBHA meKoMmmosmimja). Tako [2°] je maprumuja 6poja 6, kKoja 3Haum ma cMo 6 TPeACTABUIU KAO CYyMYy
rpu nBojke. Taxobe, paau Behie mpernennocTu ymecro k' mucahemo camo k.

OcHoBHa paziauka m3MeDhy maprunuja m KOMIO3WUIMja je IITO je KOJ KOMIIO3UIKUja OUTaH Perociien
cabupakra, IOK KOJI MapTUIKja HUjeE.

Taxko, mmp. maprunuju 1+ 2 + 2 + 5, Kojy Moskemo samucaTtu u kao [1 22 5], omrosapa (
romno3unuja u3 [Ipumepa 1.8.4.

1,3,1) = 12

HasxamocT, 3a maprunuje npupogHrx OpojeBa He IOCTOjU EKCIIMIUTHA GOPMYJa Kao 3a KOMIIO3UIN]E,
aJ 3aTO MOYKEMO Oa OApearMo OpojeBe mapTunuja MOMONy PEKypPEHTHUX Be3a.

TEOPEMA 1.8.1. Heka je pp(n) 6poj napruuuja n Ha k cabupaka. Tana je

pr(n) =pr(n — k) + pe—1(n — k) + ...+ p1(n— k). B
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OBo tBpheme MOKEeMO MCKOPUCTUTH A& U3padyHaMoO yKylan 6poj maprunuja p (n) 6poja n. Cauvyno
kao y mokasy Teopewme 1.8.3, Bumumo na mapruruje Opoja n Mory mmatu on k = 1 mo k = n cabupaxka.
Crora Basxku ¢popmyna 3a Opoj maprTunuja

p(n) =Y pin).

k=1

ITPVIMEP 1.8.1. UMspauynajmo Bpemaoctu p (n), 3a 1 <n < 16.

Pewemwe. ITpsux 16 BpennocTu ¢ynruuje 6poja maprunuja p (n) je maro y Tabenu 1.3. OBu 6pojeBu
unae Hu3 A000041 y Enyuraoneduju yenaobpojnur nuszoea [15].

n (1123|456 |78 |9 ]|1011|12| 13 |14 | 15| 16
p(n)[1]2]3|5|7[11]15|22(30(42|56|77|101|135 176|231

Tab6esia 1.3: Bpoj naprunuja p (n) npuponsor Gpoja n.

Ilo oBuX BpemaHOCTH MOkeMO nohm kopumhemeM IPeTXOIHO naTe GOpPMyIe UiIn NPOCTUM IpebpojaBamem
cBux Moryhwux maprunuja. Tako, 3a OIPBUX HEKOJIMKO BPEIHOCTU OpOja M MMAaMO:

1,  2=141, 83=241=1+1+1,
4=3+1=24+2=24+14+1=14+14+1+1.
ITpumerumo na je 36or osora p1(4) =1, p2(4) =2, p3(4) =1 u pa(4) = 1.

59=4+1=3+2=3+14+1=24+24+1=24+1+1+1=1+1+1+1+1,

6 = 5+1=4+2=44+14+1=3+3=34+2+1=3+1+1+1
24242=24+2+14+1=24+1+4+14+1+1=1+1+1+1+1+1

OBe maprunuje MOKEMO 3aIMCATH U Kao [6],[5 1],[4 2],[4 12],[3%],[3 2 1],[3 13],[23],[22 12],[2 1], [1°].

7 = 64+1=5+2=5+4+1+1=44+3=4+2+1=4+1+1+1
= 3+3+1=3+2+2=3+2+1+1=3+1+1+1+1
= 242424+1=24+24+14+14+1=24+1+1+1+1+1
= 1+1+1+1+14+1+1

Omazze je p1(7) =1, pa(7) =3, p3(7) =4, pa(7) =3, ps(7) =2, ps(7) =1 m p(7) = 1.
ITposepumo pesyarar ps(7) = 4 npeko Teopeme 1.8.1:

p3(7) = ps(4) +p2(4) +p1(4) =14+2+1=4.

OBze cMO KOPUCTUIN OPETXOIHO nobujene pesynrare 3a ps(4), pa(4) u p1(4). |

I'pa¢puuro mpencrasmame maprunuja npsu je orkpuo Pepep. OnO je Beoma OUTHO jep OCIMKABA
HEKe BaKHEe OCOOMHE MapTUIMja, & MOMKE Cé UCKOPUCTUTU W 3a NOKA3UBAH-€ HEKUX TBpDhema BesaHux 3a
naprunuje (DOCTa UIYyCTPAIMja MOYKETE BUICTU Y ONebKy ,, Vlnentureru ca maprunujama“ y [17]).

JEPVHUIINJA 1.8.2. [Maptunuja m Gpoja n npeacrasmpba ce nomohy Pepeposoz dujazpama TAKO
wTo ce menosu maprtunuje nopebajy mo seawunnu (Tj. y Hepactyhu mHus, mouesmu on Hajselier), a 3aTum
Cce CBaKW MI€0 TIPeACcTaBjba oaroBapajynum 6pojem cumbosna — mMu NeMO KOPUCTUTU TAUKE ® .

[Maprurmujy MokeMO TpencTaBUTH U MPEKO mabae Pepepa, KOja y CBAKOj BPCTU YMECTO TAUAKA UMA
jenuHUYHE KBagpaTuhe.

Ipyrum peunma, mujarpam Pepepa maprummje m = [1*1 2%2 ... k%] cacToju ce Om a BpPCTa Ca MO
k tauara, ay,_1 BpcTa ca (n—1)-oM TaukoM, ... , @y BPCTA Ca 2 TAUKe W (] BPCTA €A TO JEIHOM TAUKOM.
Yryman 6poj tauaka y mujarpamy ®epepa jemnak je 6pojy m, Om KOra CMO U HPABUJIU TAPTUIH]Y.
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ITPUMEP 1.8.2. IIpencraButu cBe maprunuje 6poja 5 Ha 3 cabupra mpero mujarpama Pepepa
(omuocuo npeko tabiau Pepepa).

Pewewe.  Cse maprunuje 6poja 5 na 3 cabupka cy:
3+1+1 u 24+2+1.
IIpumerumo ma kommo3uruja Opoja b Ha 3 cabupka uMa ykymHO 6 1 ome cy marte y [Ipumepy 1.8.3.

ITpencraBumo maprunujy 2 + 2 + 1 npeko aujarpava (rabiae) Pepepa.

Cuuka 1.5: ujarpam $epepa naprunuje 2 + 2 + 1.

Asm ako 6ucmo cana Gpojasr KOJIMKO Tavyaka UMaMo MO KOJOHAMA, OMeT OUCMO JOOWUIMN jeMHy TapTULU]y
6poja 5 — To je 3+ 2. OBa maprunuja je KOHjyroBaHa IoJja3Hoj maprunuju 2 + 2 + 1.

e o [l

Cmmka 1.6: Iujarpam ®Pepepa caMoxoH jyroane naprunuje 3 + 1+ 1.

OBme je mpuraszaHa CaMOKOHjyroBaHa mnaprumuja Opoja 5 — 1o je 3 + 1+ 1. Osa maprunuja je
CaMOKOH]yrOBaHa jep M KaJ OpOjuMO Tauke MO KoJoHaMa omer mobmjamo 3+ 1+ 1. |

Bumie o naprunujama mosxere noraenatu y [17], roe um je mocsehieno nmeso jemmo moriasibe.

[Maprunujama ckyma Hehemo ce GaButu, camMo hemMo MX HOMEHYTH KOJI pejalija eKBUBAJICHI]E.

Komno3uiuije

JNTEPNHUIINJA 1.8.3. FKomnosuyuja nmpuponuaor 6poja n Ha k cabupaka mpencraBba OWIO Koje
pememe (aq,as,...,a;) y CKyIy IDUPOAHUX OpoOjeBa jeqHAUNHE

(1.16) a1 +as+...+ap=n.

Kommosunuja ce moneka Haszusa u ypehena napmuyuja miu ypeheno pasbujamwe npuponuor opoja n. O
Opojy kommosuija HaMm rosope u cienehia nsa tBphema.

TEOPEMA 1.8.2. DBpoj pemema jemnauune (1.16), tj. 6poj komMmosuimja jeqnak je
n—1
kE—-1/)

Jloxas. OBa popmyra ce HajJakile IOKa3yje KOMOMHATOPHO.

Bpoj n hemo mpBo pa3dbuty Ha N je AMHUIA:

11 1 ... 1 1 1.

Ha cBaky om m — 1 npruna koje ce masaze uameby 1 moskemo craBuTu 3HakK +. Kako Tpeba ma mmamo
k cabupaka Tpeba ma craBumo k — 1 3HaKOBa +, & TO MOKEMO YUMHUTHU HA (Zj) HauuHa. Kama mmamo
m y3aCTONHUX jeAWHUIA OHe he mpencraBbaru cabupak m. Tarkobe, jemunune koje ce Hajsasze mo mp-
BOr 3HakKa + npencraBmahe npBu cabupak ap; jeAuHUIE Koje ce Hajgaze m3MmeDy MpBOr U APYror 3HAKA



1.8. PASENJAIHA BPOJA -~ TAPTUIINMJE N KOMITIO3UIINJE 41

+ mpencrasmahe cabupak ag; ... ; jemuHune koje ce Hanase nocae (k — 1)-or smaka + mpencrasmahe
nocaensmu cabupak ai. Crora m KOMIoO3unuja UMa (Z:i) O

ITupexTtHa nocaenuna osBor tBphema je caenehe rojum oapebhyjemo ykynan 6poj cBux Moryhmux Kom-
MO3UIUja AaTOT IPUPOITHOT Opoja.

TEOPEMA 1.8.3. Ykynaum 6poj Kommosumja 6poja n je jemnak c(n) = 2"~ 1.

Lloxas. IIpuponan 6poj n MOxkeMO npeacraBuTu kao 1 cabupak (To je camo n), kKao 2 cabupka, ... ,
kao n cabupaka (to je camo 1+ 14 ...+ 1). Crora k y jensauuuu (1.16) MOske y3uMaTu CBE BPEAHOCTH

on 1 no n, na ykynas 6poj KOMIO3ULKja OPeNCTaBba cyMy ¢ (n) = Xn: ck(n) = i: (k 1) ont, ]
k=1

IIPUMEP 1.8.3. Opgpemuru KOIMKO mMa KoMno3uimja 6poja 5. Komuko tux kommosurmja uma 1, 2, 3,
4, omaocHO 5 cabupka?

Pewemwe.  Vmamo c¢(4) = 2% = 16 xomnosunuja 6poja 5. [pukamkumo ux:
9;
144, 243, 342 441
14143, 1+2+2, 14341, 24142, 2+2+1, 3+14+1;
1414142 1414241, 1424141, 2+1+1+1;
1+1+1+1+1.

Y mpBoMm peny je camo 1 rommo3suruja Opoja 5 Ha 1 cabupak m TO ce ciake ca pe3yararom Teo-
peme 1.8.3: (?:}) = (g) =1.
Y OpyroMm peay mpeTXOmTHOT MPUKA3a MMAMO YKYIIHO (gj) = (le) = 4 roMmmo3unuje Ha 2 cabupxa.
Y tpehem pemy umamo (571) = (4) = 6 roMmo3unuja Ha 3 cabupka.
Y uerBpTOM peny cy ( ) = ( ) = 4 rommo3unuje Ha 4 cabupka.
) =

Y meroMm peny je ( ) ( 1 xommo3unuja Ha 5 cabupaxka. ]

TEOPEMA 1.8.4. Kowmnosumuja 6poja n, kKox kKojux ce cBaku 6poj j € N,, jaBiba TauHO (vj myTa, IpU
ueMy je ag -1+ as -2+ ...+ ay-n=n, uMa

(r+as+...+a,) <a1+a2+...+an>

ar!l -ag! -y Q1,Q9,...,0,

loxas. O0GjerkTu kKoje mpebpojaBamo y oBOM TBpDhemy Cy mepMmyTanuje ca MOHABBameM. Ha OCHOBY

Jleme 1.3.15 w3 [17] wumamo ma je ®BUXOB 0Opoj jeAHAK MOJIMHOMHOM  KOE(PUIU]EHTY

(a1+a2+~~+an) _ (aitast...tan)! 0
Q1,002,...,Qp, - aqlas!...an! .

ITPUUMEP 1.8.4. OpnpennMo cBe KOMIO3UIMje KOX KOjux cy cabpunu 1, 2, 2 u 5.

Pewemwe. Cse Te KOMIoO3uIje OAroBapajy mepMyTalujamMa ca nHoHaB/bameM Opojesa 1, 2, 2 u 5. Crora

TUX KOMIIO3UINUja YKYITHO UM ( =12:

4):7'
R A TR TR T
1424245, 1424542, 14+54+2+2
2414245, 2414542, 24+2+1+5
2424541, 245+14+2, 245+2+1
5414242 5424142 5+2+2+1. u
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TEOPEMA 1.8.5. Hexka cy ni,na,...,n; pasaunauru npupogau 6pojesu. O3HaummMo 6poj KOMIO3UIA]ja

IpUpOSHOr 6poja n, KOX KOjUX je cBaku o cabupaka jeIHAK HEKOM ol OpojeBa ni,ng,...,nyp ca c(n |
{n1,na,...,n%}). Tana Baxm jenHakoCT
c(n|{ni,na,...,nK}) = E c(n—n; | {ni,ne,...,nk}),
Jj=1
0, axo je m <O,
rae Kao moJverHe yciaose umamo ¢ (m | {ni,na, ..., ng}) = . O
1, ako je m=0.

IIPMMEP 1.8.5. DBacnurauuma je pemwuia na monean dokonaany on 300 rpama xoja nma 9 penoBa on
mo 4 KOIKWUIle Ha cjielenm HAYWH OeIu: aKo OeTe Huje Omiio moOpo He mobuja YOoroJgamy, a ako je OmiIo
no6po nobuja 1, 2 unu 3 pena (Tj. kKomane dokonane numensuja 1 x4, 2x4 umu 3x 4). IIpso gere nobuja
a1 > 0 pemoBa, npyro as > 0 pemoBa, UTH. JOK HE MOAEIU IEIy YOKOJaLy. Ha KOMMKO HAYMHA TO MOKE
YUUHATA?

Pewewe.  Jenma meoba vokomaze je mpukazaHa Ha ciaemehoj caumu.

Cauxa 1.7: Ileo6Ga 4oroaaze.

OBOM IPUIMKOM je BACHIUTAYUIA JOIEINIA IPBOM AeTeTy 2 pexa, apyrom 3 pena, rpehem 1 pen, ueTsp-
ToM 2 pena, meroMm 1 pexn, a ocrana Hucy mobmiia yokosany. llaroj pacmomenu oaroBapa KOMIIO3WIN)A

2+34+14+2+1.

Cazma hemo kopumhemeM nperxonHe TeopeMe OADEIUTH HA KOJIMKO HAUYMHA BACIUTAYNNA MOMKE
nozenauTy 4okonrany. Kommosumnuje umajy cabupke u3 ckyna N3 = {1,2,3}, na umamo caenehy pexypentHy
Besy

c(n|Ng)=c(n—1|N3)+c(n—2]|N3)+c(n—3]|Ns).

Cana hemo ompebusaru ¢(n | N3) 3an=1,2,...,9.
c(1|N3) = ¢(0|N3) + ¢(-1|N3) + ¢(-2|N3) = 1+ 04+ 0= 1,
c(2|N3) = ¢(1|N3) + ¢(0|N3) + ¢(-1|N3) = 14+ 14+ 0= 2
c(3|N3) = ¢(2|N3) + c¢(1|N3) + c¢(0|N3) = 2+ 1+ 1 = 4,
c(4|N3) = ¢(3|N3) + ¢(2|N3) + ¢(1|N3) = 4+ 2+ 1 = 7,
c(5|N3) = c(4|[N3) + ¢(3|N3) + ¢(2|N3) = 7+ 4+ 2 = 13,
c(6|N3) = ¢(5|N3) + c(4|N3) + ¢(3|N3) = 13+ 7+ 4 = 24,
c(7T|N3) = ¢(6|Ng) + ¢(5|Ng) + ¢(4|Ng) = 24 + 13 + 7 = 44,
c(8IN3) = ¢(7|N3) + ¢(6|Ns) + ¢(5|Ng) = 44 + 24 + 13 =8I,
c(9|N3) = c(8|N3) + c(7|N3) + c(6|N3) = 81 + 44 + 24 = 149.

Bacnurauumna neoby dokroaame Moske m3BpmuTy Ha 149 paznnuyuTux HaUYWHA.
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1.9 Pesuwme

Y 0OBOj riaaBu CMO yBeJIUW OCHOBHE MTOjMOBE M3 KOMOWHATOpPUWKE: MPUHIMIE TpedbpojaBama U OCHOBHE KOM-
OunaTOpHE OOjexTe.

Y upBOM IOrJIaB/bY OBE IJIaBe HABOAMMO OCHOBHE IpuHIune npedbpojaBama: I[lpurnun jemmarxoctn,
[Mpuamun 36upa, [puanun npoussona, Jupuxaeor npuuiun u [IpUHIUD YKILYYEHa—UCKILYYEHA.

Y npyrowm morJsaBiy cMO ce baBunu ypebenum uzbopuma (Bapujanujama). IToce6uo cMo pasmarpann
Bapujanuje 6€3 MOHAB/HAKA U BapHUjaluje Ca MOHABJHAMEM.

Y tpehem mormaBmy meTasbHO M3yumau mepMmyTamnuje. Mako cy ome mocebaH ciydaj Bapujalu-
ja, mMOCBETMJIM CMO WM OIBOjEHO morJyaB/be 300r M3y3eTHOr 3Hauaja koje mMmajy. llocebHy maskmy cMO
MMOCBETWJIN [UKJIYCHO] MEKOMIO3UIMjU MEePMyTalije, TPAHCIO3UIjaMa U 3HAKY IepMyTaluje, KOju Urpa
3HAUYAjHY YJIOTY y CTPOTOj MAaTEMaTUUKO] Ne(PUHUNUJU IOjMa NeTEePMUHAHTE.

Y ugeTBpTOM mOrJaBBy CMO ce baBuiu Heypehenum uszbopuma (kombunanujama). [locebHo cMO pas-
MaTpajau KoMOuHanuje 6e3 moHaB/hAKHA U KOMOMHANMjEe Ca MOHABJbAEM.

Y meToMm morJyiaBiby CMO ce OaBWIIM IEPMyTAIMjaMa Cca MOoHaBJ/hameM. Jlamu cMO Be3y mepMyTanuja ca
TMOHABJHAKHEM U KOMOUHAIIA]A.

Y mecToM MOrJaBjhy CMO HABEJUW BEJUKU OpOj 0cOoOMHA OMHOMHUX KOe(QUIUjeHATa W MOACETUIIN Ce
[TackasmoBor tpoyria u Bunomue ¢popmyrne. Hayumian cmo u remepasnmzanujy, koja ce 3oBe IlonmuaomHa
$hopMyJla M yBeJU MOJIWHOMHE KOe()UINjeHTe.

Y cemMOM HOTJIaBJ/BY CMO HAMU j€aH WIYCTPATHUBAH HPUMEDP KOjU CMO pemuiu Ha 6 MOTIyHO pa3iiu-
YUTUX HAYUHA.

Y mocaemmeM, OCMOM TOTJIABLY pPa3MaTpPaii CMO KOMIIO3UIje W MapTUIXje TPUPOTHOT Opoja k Ha
onpebenu Opoj cabupaka Koju cy Takohe mpupoanu OpojeBu, Tj. oapeauam cMO OPOj pelnema jeTHadnHe

1+ 2o+ ... +x, =k

npu 4emy cy Ti,To,...,T, € N, KA0O U HEKUX CPOJHUX jeTHAYMHA.
Csa morsaBsba camp:ke Beauku 0poj ypabeHux mpumepa, KOju MOTY 3HAUajHO moMohu mpu cupeMamy
ucnurta u n3 uckperne maremarure, ka0 u BepoBatuohe u crartucrture Ha apyroj roguan BUIITEP-a.

1.10 IIumrama 3a mpoBepy 3HaAHA

1. Koje ocHOBHE KOMOMHATOPHE NMPUHIAIE 3HAII !
2. Haupraj Benoose mujarpamve (kao ma Couuwm 1.1) 3a 4 ckyma.

3. Y pammu mocToju k pa3imunuTUX BPCTa pa3TJeaHuIla, Koje Tpeba mMocaaTu NMpUjaTebuMa, KOjUuX MUMa
n.

a) Ha xonuko HaumHa je Moryhe cBakOM IpujaTesby MOCIATU TAYHO jEIHY Da3TJIeIHUILY !

6) Konuko nma mHaumna ako CBAKOM IpHUjaTesby Tpeba MOCIaTh PAa3IudUTy PA3TIIeTHUILY T

B) O cBake BpCTe pasriemHuna je KyIUbeHa TayHO 10 jexHa. Ha konuko HaumHa je Morylie mociartum
pasruenHune npujaresrMa (Ipujaress MOKe K006uTH Guio Koju 6poj pasriennuna, yrmpyuyjyhu u 0)?

4. I xonoxsujym uz Bepoeamnohe u cmamucmuxe, BUIIIEP 2018.

Iatu cy ckymosu A = {1,2,3,4} u B ={0,1,2,3}.

a) Kosnuko ce yerBopormudpenux 6pojeBa Mozke DO0OUTH 01 eneMeHaTa CKyma A7

6) Konuko ce napuux nerorudpennx 6pojesa ca pa3auyuTiM IudpaMa MoKe T0OUTH 01 eJleMeHATa CKYIIa
B?

5. Ozpenuru 6poj OGUHAPHUX HU30Ba LYKUHE N KOJU Calap:ke mapaH 0poj Hyuna (3makosa 0).

6. Omgpenutu 6poj peun myskuHe N Koje ce Mory ¢opmuparu ox ciaosa A, B, C, D u E, xoje canpke
napan 6poj cnosa A. (Peun He Mopajy MMaTH HEKO 3HAUEHE.)

7. Ako je n > 2, konuko uma nepmyranuja ckyma {1,2,...,n} y xojuma cy 6pojesu 1 u 2 cycemuu?
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8. Konuko mepmyramuja ckyna {1,2,...,n} nMa caMo jenas muriryc?

9. HanucaTu mUKIYyCHU 3aIKC 38 IEPMYTallA] 123 567879

‘ HHARILY PMYTAIHY \ 357846129 )
6
7

10. O . 12345
- Ozpenutu pex nepuyramuje | 5 o ¢ 5 4
11. Hanumwu npeux 8 penosa [lackasoBor Tpoyriaa.

12. Koja je pasnuka usmeby Bapujanuja u kombunanuja? Yera mma Bume?

13. Koja je pasznuka uameby naprunuja m xkommnosunuja? Yera uma Burie?
A

14. Ha xosuko ce HaumHa MOKE MTPOUYUTATU AHA
peveHuna AHAHA
AHABAHA
AHA BOJIM MUJIOBAHA AHABOBAHA
. AHABOJIOBAHA
Ha mpukasanoj memu? (Peuenuna Moske na moune AHABOJIMJIOBAHA
OuIo KOjUM CJIOBOM A, a MOCJe CBAKOD CJOBA Agﬁ%%g%%%gggﬁEA
mpeJjiasy ce Ha HBeMy CyCeOHO CJIOBO IIO XOPU30H- AHABOJIOBAHA
6 AHABOBAHA
TaJW WOV BEPTUKAJU Yy OMJIO KOM CMepy y KOMe ce AHABAHA
pPEUEeHUIa MOKE HACTABUTH. ) AHAHA
AHA
A

15. VispauymaTu 36Up KoepumujeHaTa MOJTMHOMA O T KOjU MPEeJCTaBiha pa3Boj mapasa (3x — 2)190,

16. Hahu roe¢punujent y3:
a) ' y passojy mspaza (1 — 22 + 23)!L.

6) 2® y passojy mspasa (1 —z + 222)°.
17. Pacnopemuru caenehe nepmyranuje cryna {1,2,3,4,5,6} y sexcuxkorpadciu penocien:
234561, 231456, 165432, 156423, 543216, 541236, 231465, 314562,

432561, 654321, 654312, 435612

18. Vcnucatu cse nepmyrammje ckyna X4 = {A, E, M, T} y nekcurorpadckom noperky (umma ux 24).

19. OmpemuTu cBe Bapujanmje ca NOHABLAKEM OJ 2 ejneMeHTa ckyma {1,2,3,4} y sgercurorpadcrom
TIOPETKY.

20. Onpenutu Gpoj peuu Koje ce MOry HOOUTHU O CIOBA

a) M, A, T, P, 1, 1, E; 6) J,E, I, H, A, Y, 1, H, A.
3a cBaky oI Te 2 pedu OAPEeOUTH KOja je mo pexy meDy CBuUM peumMa O TUX CJIOBa KOje Cy mare y
JIEKCUKOI Pa()CKOM IIOPETKY.

21. Oapenurn a) 28-my; 6) 75-Ty; B) 100-Ty mepmyTamujy ckyna {a,b,c,d,e}.

22. OgpenuTu 3a CBaky IEPpMYyTAIlM]y KOja je MO pemy, Kao ¥ KOja joj IPeTXOIu U KOja CJIedu HAKOH He
Yy JEKCUKOrpa(CKOM Penociieny:

a) 1342; 6) 45321; B) 13245; 1) 654321; m) 23587416.
23. Oxppenutu cBe Bapujanuje on 3 exementa ckyna {1,2,3,4,5}.

24. Ipujemnu ucnum za POH 2023.
[To maxoBckoj Tabau kpehe ce ron. Ou monasu u3 momer jgesor yria tabie u kpehe ce, jequo mo jemHo
moJsbe, 1Mo HajkpalieM myTy mO ropmer mecHor yria tabie. Koauko mocroju Hajrpahwux myreBa?

25. Heka je S = {a,b,c,d,e}. Onpemuru 3a cBaky KOMOMHANU]Y KOja jOj IPETXOAU U KOja CJIeOU HAKOH
e y ajJrOPUTMY KOjU T'eHepulle CBe KOMOMHANMje CKyma S':

a) {a,c,d}; ©) {a,c,d,e}; B) {a,d,e}; 1) {a}; m) {be}.
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26.

Hera je S = {1,2,3,4,5,6}. Ilponmahu cnemnehe 3 roMOunaunuje y aaroputmy KOju Te€HEpUIIE CBE

roMOUHAIMje CKyma S HAKOH:

a) {1,5,6}; 6) {1,2,4,6}; B) {1,3,6}; 1) {4}; m) {2,3,4,6}.

27.

Hahwu cnemehe 4 romGunanuje y snekcurorpadckom penocieny on 4 ememenrta ckyma {1,2,3,4,5,6}

HakoH KoMOunannje {1,2,5,6}.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

lenepucarn cBe monckymose ckyma {1,2,3,4,5} ca 3 enementa.

lenepucaru cBe moickynoBse ckyna {a,b,c,d,e, f} ca 5 enemenara.

Onpenuru a) 28-my; 6) 75-Ty; B) 100-Ty rombunanujy ca 4 eaxementa ckyna {1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
Uemy je jemnaka cymMa CBUX OMHOMHUX KoepuunujeHara y OGUHOMHOM pa3Bojy (a + b)™?7

UemMmy je jemHaka cyMma CBUX IOJMHOMHUX KOoe(UIMjeHaTa y IOJMHOMHOM pa3Bojy (a+ b+ c¢)"?
Kommko unanoBa mMa y MOJIMHOMHOM pa3Bojy (a + b+ ¢+ d)15?

Koje cy pasnure uzmebhy maprunuja u komnosunuja 6poja n? Yera uma sume?
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2. MaTeMaTnuyYKa JIOTUKA

2.1 WNcrasnu

ITocroje mBe MCTUHUTOCHE BPEeAHOCTU (KOHCTAHTE):
TAYHO y o3Hamm 1 (I/IJII/I T)
HETA4HO y osmamn 0 (mmm L)

(osmake T m L, Koje ce uurajy ,Te“ U ,He—Te“, ONHOCHO TAYHO U HETAYHO, CYy CE€ DAHUje KOPUCTUIIE
ymecto 1 m 0, ann o3make 1 m 0 cy MHOro mpuMepeHUje epu padyHapa, a U BU3YEJHO Ce MHOIO 00Jbe

Pa3IUKYjy).

JEPVHUIINJA 2.1.1. Hckasz je d6uno kKoja CMUCIEHA KATETOPUUYHA PEUCHUIA 33 KOJy CE MOKE
YTBPIUTHU [a JIA je TAUHA WM HeTauHa (MCTUHUTA WU HEUCTUHUTA).

Vckasze o3HauaBaMoO MaJiUM JIATUHUYHUM CJIOBUMA: D,q,T,S,...,a,b,c,d...

BpemmocT mckasza MokeMo obesie;kaBaTy Ha ABA HAYMHA:

IIpeu vauwn: 7(p) =1 (razma je uckas p ravan) unm 7(p) = 0 (kazxa je UCKa3 p HeTaUaH)
T je TPUYKO CJIOBO W YuTa ce ,Tay".

Hpyru vauun: p= 1 uau p =0 (0BOE DOmEIBYjEMO BPEAHOCT Kao KOX OpojeBa)

IIPVMEP 2.1.1. YrtBpautu koje ox cieneliux peuenuna cy uckasu (1 aKO jeCy UCKa3U HUXOBY UC-
TUHATOCHY BPENHOCT):

e Pera N6Gap nporuue kpo3 Kpameso.*

e  Kpymesnar je vajsehu rpan y Esponu.”

e  d$pymra ropa je majsuma niaanuHa y BojBomuHum.

e 30up yraosa y Tpoyriay je jemmar 180°.¢

e _Axo cy p u 11p — 7 nmpoctu 6pojeBu, ona je 2P + 7 cnosxkedn.*
o Jlanac je men man.“

e  Komnka meBajMo maaBo HMCAM KakKo."

e  Komuko je catu?*

e . OBa peueHuna HUje UCTUHUTA."

Pewewe.  Ilpsux 5 peuvenuna cy uckazu. Om Tora cy IpBa, 4eTBPTA U II€Ta TadHe (3a NMPBY CEe MOMKETE
YBEPUTH aKO MAJO IIPOUIeTaTe HAKOH HACTaBE, YeTBPTA je HOo3HATO TBpDeme m3 reomerpuje?, a Ha mery
hemo ce ocBpuyTu maso kacuuje), nok apyra u tpeha mucy (Kpymesan je mamu ox Beorpana, te Huje
wajsehu rpan y Cpbuju, ma camuMm tuMm #Hu y EBpomnu; Y BojBommau mocrtoje 2 miaHuwHe O KOJUX je
dpymka ropa Ipyra mo BUCUHU — HajBUMA je Bpmauru Gper).
O6jacuumo 3amTo ocrtasie 4 peuveHUIle HUCY UCKA3U.

Ilamac je men mam. He MokeMO yTBPAUTU UCTUHUTOCHY BPETHOCT OBE PEUEHUIIE, jep je TO cyOjeKTUBHO
ocehame (Ma KOJIMKO MHOTO HAC C€ CJIOKUIIO 4 je HAHAC JIEN JaH, MO/KIa HEKOM HUje jep My HE OIroBapa
MOBUIIEHUjU aTMOC(EPCKU IPUTUCAK, UK je jerao y 6 u ycTtao y 8 ma My HUINTA HEe OAroBapa, WU OHO

2 HamomenuMo ma je oBo TBpbeme Tauno camo y Eyknuackoj reomerpuju (To je OHA reoMeTpuja Ha KOjy CMO HaBUKJM!),
IOK y HEKUM APYTUM TeoMeTpujama nonyT PumanoBe reomerpuje u reomerpuje JloGauesckor ue Bazxu!
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MITO je HAaMa JIeI TONnao JaH Huje u HekoM u3 Cubupa KoMe je Tai IPeToIio... ).
,KRomnka mesajmo minaso mucam kako.” OBa pedveHUIa YOIIITE HUjE CMUCIIEHA.
,Kouuko je caru?“ OBa pedueHuna je yuuTHA, IIa HUje KATeropuuHa (Tj. He TBPAU HULITA).

,OBa peuenura vrje uctTuanTa.* Ako O OBa pedyeHuIa OuIa UCTUHUTA OHIA OU TO 3HAUNIIO U Ja OHA HUje
UCTUHUTA, aju HeMoryhe je ma je OHA MCTOBPEMEHO W MCTUHUTA U HEMCTUHUTA. AKO Ou OBa peveHuna
Ousia HEMCTUHUTA OHAA OM TO 3HAYUIO Oa HUje TAYHO A2 OHA HUje MCTUHUTA, Tj. OHA OU OMIa UCTUHUTA,
anu HemMoryhe je ma je oHa MCTOBPEMEHO M HEMCTUHUTA W UCTUHUTA. KaKO OBa pedeHuUIa He MOKe OUTU
HU VICTUHUTA HU HEUCTUHUTA, OHA HUjE UCKA3. |

OCBpHI/IMO Ce€ y HapeaoHOM IIpUMEpPY Ha HEKE MaTEMaTUYKE PCUYCHUIE.

IIPUMEP 2.1.2. YrBpautu koje ox cuaemehux pedenuna cy uckasu (1 aKO jeCcy KCKA3U HUXOBY
UCTUHUTOCHY BPENHOCT):

p: ,,8 je caoxen 6poj.*

q: ,144 je mormyu KBampar."

r: ,Karera je seha on xunorenyse."
st ,r+2>0.¢

t: ,,OcHoBuIa jemHAKOKpakor Tpoyria je Beha om kpaka.“

Pewewe.  IlpBe 3 peueHune cy mcka3u, a IpeocTaje 2 HUCY.

8=2-2-2u7(p)=1. c
144 =122 u 7(q) = 1. c

a2+b?=c*=da’<c? = a<c majer(r)=0.

[Tocroje peuenurie koje HeMajy Tauno onpebeny ucrunuTOCHY

BPEOHOCT — TO Cy S U T: X 2

7(8) 3aBUCHU OX BPeOHOCTH & U 6€3 HOIATHUX IPETIOCTABKA e 2

HEMa UCTUHUTOCHY BPEIHOCT, Ma HUje UCKa3!

7(t) 3aBUCH OJ TOTa KakaB je TPoyrao (3a OHA] ca CJIUKe JIeBO O OUIIO TAUHO, & 3& OHAJ Ca CJIMWKe NECHO
Ou OUIJIO HETAUHO), Na OIET HUje UCKA3. |

2.2 Jlorumuke omepaiuje

Jlornuke onepaiuje ce nepuuumy Hax ckymom V = {0, 1}.

YHapre onepayuje ce NeUHUINY HAL jeTHUM OIEPAHIOM, IOK C€ OuHapHe onepauuje NePUHUNTY HAL ABA
onepagIa.

ITIPUUMEP 2.2.1. la nu 3HaTe HEKy yHapHy omepaiujy Hamx OpojeBuMma?

Pewewe.  Ilpomena sznakxa mau cynpomar 6poj: —x
Ancoaymmna epedonocm b6poja: ||
1
Peuunpouna epednocm bpoja: —
x
FKopen: VT
daxmopujen: n! |

On jeqHOCTABHUjUX MCKa3a MOYKEMO IIPABUTHU CIOKEHUje KOpUIINemeM 1ozuukus onepayuja (UckazHus
onepayuja). Cana Hiemo HaBecTH HAJBA)KHUjE O HUX U TO IPBO HUTLOBO UME, 3ATUM O3HAKY W HA KPajy
KaKO ce MOyKe YUTAT! TaKO NOOUjeHa pedueHUIa.
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o nezauuja ap »HUje p“, L He p

®  KOMJYHKUUIG pAqg ,pu g

o Jucjynruuja pVgqg ,puam g

o CHCKayzuena pVq mmp mma g
oucjynruuja

®  UMNAUKGUUJQ p=q ,u3pcaemu ¢, ,aKo p oHOa ¢“, ,,p je MOBOJbAH yCJOB 3a ¢,
»q je morpeban ycaoB 3a p“, ,,q je HEONMXOMaH YCJOB 3a P,
,D je mpermocTaBka, a ¢ je mociennna (3armbydak)

®  eKxgBuBAAECHUUJG P> q P jJé eKBUBAJEHTHO ca ¢, ,,aK0 WM CaMoO aKO p OHIa q“,

»D je m morpeban m MOBOJLAH yCJOB 3a ¢°.

Cana hemo HaBecTu TabinIle UCTUHUTOCTU 33 CBAKYy OJ OBUX OIEpaIlUja.

p¥Yq b=4q

[
1
0

=k
==k
= O = O
—_ 0 O o>
= O o3
= O = O
—_ == O <
==l k-]
= O = O

vV
0
1
1
0

==l k]
= O R O

=
1
1
0
1

el =R=]k-]
= O = O
— oo

Hanmomenumo ma je oBme Heramuja jenuHa yHapHA omepallrja, MOK Cy ocTajie OMHApHE.
Meby npeTxomHO HaBeIeHUM OWMHAPHUM OllepalljaMa, caMO WMIUIMKAIMja HUje CUMETPUYHA OIEepPaIja
(Tj. 38 BY HE BaKU p*xq = q* D).

Canma hemo ompemuty deMy Cy jeAHAKe OCHOBHE OMHapHE omepaluje Kana je HeKM OJ OlepaHana
jemsaku 0 mau 1 (To hieMO KOPUCTUTYU NPUIMKOM NOIYHaBama TabJIUIA IPU UCIUTUBAKY TAYTOJIOTHja).
3a cuMeTpuyHe omepanuje NeMo CTABUTU CUMETDUYHE M3pa3e y 3arpage, OOK NeMo 3a WMIIAKAILN]Y
HABECTU CBe cuaydajesBe (Ty mMaMo 4 pas3nuyura ciaydaja).

Ose ¢opmyie HajIa3ze NPUMEHY y METOIU ,, JUCKYCHje IO CJIOBY 3a MCIUTUBAE na AU je popMylia
TAYTOJOTUja, KA0 U y MPEAUKATCKOM PAUYHY.

TEOPEMA 2.2.1.

® KOHJYHKUUJQ : ONg=0, 1Aqg=q, (pA0O=0, pAl=p).
® JuCjYNKUUJQ : OvVg=gq, 1Vg=1, (pvO=p, pvli=1).
EXCKAYUBHA, _ _ _ _
* gucjipsyuja . 0 Y4=¢ IMeg=0g,  (pMO=p, pVl=np).
® UMNAUKAUUIA : 0=qg=1, 1 == qg=¢q, p = 0=1p, p = 1=1.
® CKBUBANEHUUIA : 0 qg=1q, 1 & qgq=q, (p & 0=1p, p & 1=p). ]

Hasenumo mpuopupurTeT 0BUX omepanuja y pemocieny on Behier mpuopurera ka MameM:
e ( m3pasm yHyTap 3arpana )
e Hezayuja 7
o Jucjynkuuja NV UIU KOHJYHKUUJA N
®  UMNAUKAUUJQL =, EKBUBAAEHUWUIA < WU eKCKAYZUBHA QUCJyNKuuja

YKOJIMKO OIepalrje MMajy UCTU NPUOPUTET OHAA UAY pemoM (mpema pemocielny IOjaB/LUBAHA).
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OCBpHUMO Cce Ha Be3y CKyIOBa pelleha jelHAUMHA U/UIU HEjeIHAUYUHA Ca HOTPEOHUM U IOBOJLHUM
YCJIOBOM KOJ UMILIUKAI]E.

Konx 3anaraka ca moTpeOHUM M HOBOJLHUM yCJIOBOM, UECTO MMAaMO IBa
ckyna A u B koju cy pemema oarosapajyhux jemnaunua (uam
HejemnaunHa) a u b. Tana:

e ako A C B oHza je a mOBOJbAH yCJOB 3a b;
e ako A D B (1j. B C A) ouna je a norpeban ycios 3a b;
e ako A = B ougna je a u norpebaH u JOBOJbAH yCIOB 3a b;

e ako A ¢ Bu A2 B onna a sHuje Hu norpebaH HU TOBOJbAH YCJIOB 3a b.

IIPUIMEP 2.2.2. Ycuos z =3 je 3a ycnos z2 — 8z 4+ 15 =0:

A) (camo) mosoman; B) norpe6an u mosoman; II) (camo) morpebanm; II) um morpeGaH, HM TOBOJLAH.

Pewemwe.  Kako je 22 —8x+15 = (z —3)(z —5) =0, ycaosu = 3 u 22 — 8z + 15 = 0 ce cBoze Ha ycioBe
x € {3} m z € {3,5}. Karo je A = {3} C B = {3,5}, npema ropmoj muckycuju, nobujamMo na je ycios
r =3 3a ycnos 22 — 8x + 15 =0 (camo) moBomam. [ |

2.3 Jlorunuke dopmyiie

KombunoBameMm KOHAUHOr 6pOja MCKA3HUX CJ0Ba (MCKA3HUX IPOMEHJbUBUX ), cumbosa 0 u 1, 3arpa-
a4 U UCKA3HUX omepanuja mobujamo saozuwky dopmyay (uckaswy gopmyay). Cana hemo 10 Popmanno
Ae(pUHUCATH.

JEPVHUIINIA 2.3.1.  (Jozuuka $opmyaa)

1. Jlormuke KOHCTAHTE Cy JIOTUYKE (OPMYyJIE.

2. Jloruukm mnckasu cy JOrudke (popMyJie.

3. Axo cy A u B noruuke ¢popmyie, ouna cy u (A), 1A, ANB, AVB, AVB, A= Bu A< B noruuke
dhopmyte.

4. Jloruure popmyse ce nobujajy caMoO KOHAUYHOM IPUMEHOM mpaBuia 1, 2 u 3.

Bparumo ce cama ma jemam mcka3 m3 Ilpumepa 2.1.1 3a koju HuCMO oapebuBasu UCTUHUTOCHY
BPEIHOCT.

IIPUMEP 2.3.1. OmpemuTu UCTUHUTOCHY BPEIHOCT MCKa3a ,,Aro cy p u 1lp — 7 mpoctu Gpojesn,
ougna je 2P + 7 cmowxken.“

Pewemwe.  OBaj ucka3 je Tagas.

OBa ¢opmyna je obmmka L = D. JleBa crpama L Hukana Huje TausHa (ako je p = 2, oHma je
11p — 7 =15 = 3 -5 caoskeH; a ako je mpocT O6poj p > 3, oHma je p HemapaH, ma je 11p memapan, OIHOCHO
11p — 7 je mapan 6poj Behu on 2, Te je OH cuoskeH), ma uMamMo ¢popmyiy obauka 0 = D Koja je yBek
Ta4gHa. |

HKenumo marmacutu ma ce soruuke (opmyne mobujajy camo 3amaroM (DeGUHUCAHOM) IPOLELYPOM
(asropurMoOM), a He HA HEKM APYTM HAUMH. AKO HUCTE CUTYDHU Aa JU je HEmTO JIOTUYKA (OpMyJa,
ouga je morpedbuno Hahm ,,u3Bobheme’” Koje ce 3acHMBA HA TpWMEHU mpaBuaa 1, 2, 3.

Y 3aBHCHOCTU KaKBE BPEIHOCTU MMAajy JOTHUYKM WCKA3U MM KOHCTAHTE y JIOTMYKO] (POPMYJIU IIOCJIE
nspavyHaBama gqobuhe ce mcrmHnTOoCcHA BpemHocT ¢opmyse. OHa He Mopa OUTH yBEK MCTa, TAKO na
jJoruyka (popmyiia He MOpa OUTH MCKa3.
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IIPUMEP 2.3.2. Herkaje F: (p=q)A(g=71)=(p=r).
a) Ila au je oBo goruura popmya?
6) Kakse cy MCTUHUTOCHE BpeMHOCTU (OPMYJE y 3aBUCHOCTHU OJ UCKA3a P, ¢ U 77

Peweme. a) Axo cy p, ¢ U r UCKa3M OHIA Cy U JIOTUUKE QopMmyie (Ipasmio 2)

Ha ocHoBy mpaBuina 3 ciaenu na cy p = ¢ U ¢ = T U p = ¢ JOTUYKe (HOpMYyJIE.

IToHOBO KOPUCTHMMO HMpaBWIIO 3 HA P = ¢ U ¢ = r u nobujamo ma je (p = q) A (¢ = r) norudka Gpopmyia.
Ha kpajy (p= q)A(¢=r) = (p=7) je soruura Gopmysa IPUMEHOM IPABUIA 3.

6) 3a cBaku OJ TPU WUCKA3a P, ¢, T MMaMO ABe MOryhnHOCTH 3a MCTMHUTOCHY BpemmocT 1 u 0. YxkymHo je
2 .22 =8 moryhuocru.

Jenan on HaumHa je na ce HampaBu TabamMIA.

pla|r p=aANg=r)=P=r) ¢
L[1[1]0=)A(d=)=0=1)=1Al=>1=1=1=1]1
11110 (1=1)A(1=0)=(1=0=1A0=0=0=0=1]1
1[0[1][(0I=20A0=1)=101=1)=0Al=>1=0=>1=1] 1
110]0|(1=0A(0=0=(1=0=0A1=0=0=0=1]1
0[1]1]0=1)A(1=1)=0=1)=1Al=1=1=1=1]1
0]110](0=1DA(1=0=0=0=1A0=1=0=>1=1]1
0[/0[1](0=00A0=1)=0=>1)=1Al=1=1=1=1] 1
0]010](0=0)A0=0)=0=0=1Al=>1=1=1=1|1

[IpobGneMu koA OBAKBOT 3ammca Cy IITO Ce JAKO MACIIaBajy Tpemke. [ pelnike ce TemKO MCIpaBibajy jep je
HemperJenaH 3amuc. 300 HeIperjenHor 3alKca YeCTO Ce AeNIaBajy Ipellke y IPUOPUTETY Olepaluja.
30o0r Tora je 6o/me (GOPMYIy MOAETUTH y TAOIUIM HA Marbe IeJINHE.

L D F
plalr|p=q|lqg=r|p=¢gAr(g=r)|p=>r|L=>D
T[11] 1 1 1 1 1
I[1[o0] 1 0 0 0 1
I[ol1] o0 1 0 1 1
1[ojo| o 1 0 0 1
011 1 1 1 1 1
0j1]0] 1 0 0 1 1
ojo1] 1 1 1 1 1
ojolo]| 1 1 1 1 1

Y OBAKBOM HAUMHY pala MOMKE Ha Ce PAIU WU IO XOPU3OHTAJIAMA WU MO BEpTUKaJIaMa. AKO ce paaud mo
BEPTUKAJIAMA OHAA CTE€ CKOHIEHTPUCAHU CAMO HA jenHy JOTMYKY (OPMYJIy U CAMO Ma3UTe HA BPETHOCTHU
KOje Mema. Kama ce paay mo Xopu3oHTaJaMa MPAKTUYHO PAIU Ce KA0 M y MPETXOMHOM HAUUHY TabJuIe
camo mTo uMma Mmebhypesynarare.

Kana ce pamu mo BepTurajsaMa MOTY na ce KOpucTe ocobuHe normukmx omepammja (ca crpame 49) 3a
Opske pauyHame. Y KOHKPDETHOM CJIydYajy MOsKeMO na mckopurumo cienehie ocobune.

POPMYJIA | BAMEHA
1=g¢q q
0=g¢q 1
p=>1 1
p=10 ap
Tako ma TpakTUYHO PAYYHAMO IO TOJIa KOJOHE OMjemaHIIyT. |

Ako0 morsienaMo Kpajmbe UCTUHUTOCHE BPpeIHOCTH (GopMmyiie [ monasmMo o 3ak/bydka Ia je oBa (GpopMmyiia
yBek tauyHa. TakBe popMyse cy M3y3eTHO BaKHE W BUMa [1eMO ce DaBUTH HA HAPETHVMM CTPAHAMA.
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2.4 TaytoJsioruje

Jloruuke GopMyse Koje Cy yBEK TauHE 30BY Ce TayTOJIOTH]E.

JEPVIHUIINIJA 2.4.1. Vcka3ua ¢popmysia Koja je 3a CBe BPEIHOCTU MCKA3HUX IIPOMEHJ/LUBUX TaUHA,
HA3WBa CE MAYMOA02Uja, & UCKa3HA (OPMyJa KOja je yBeK HeTadHa HA3UBA CE KONMPAOUKUUJA.

Hasenumo Here TtayTonoruje (3ajeQHO ca BUXOBUM HA3UBUMA) KOj€ C€ YECTO KOPUCTE.

Ha3UB dhopmyna
3aKOH MCKJJydema Tpeher pVAap
3aKOH IBOCTPYKE HErauje aap & p
3aKOH HEIPOTUBPEYHOCTU A(p Ap)
3aKOH PE(ICKCUBHOCTYU 38 UMILIUKAI]Y p = p
3aKO0H YKJIAHAHa UMILIMKAII]E (p = q) & 1pVyg
3aKOH KOHTDAIO3UL]je (p = q < (g = p)
3aKOH TPAH3UTUBHOCTU 38 UMILITUKAIIN]Y p=qgNr(qg=71) = (p=r)
3aKOH YKJIAHAHha EKBUBAJEHIN]e peq < P=q9gnr(¢g = p)
3aKOH TPAH3UTUBHOCTU 38 CKBUBAJCHIA]Y p s OgAge )= (p &)
3aKOH cBODema Ha amcypm (—\p = (q A —lq)) = P
3aKOHU UOEMIOTEHTHOCTU PAD < p, pVp & p
. ) . PAG = gAD, pVgq = qVp,
3aKOHM KOMYTATUBHOCTHU poq & (¢ p) (pVq) © (q\p)
3aKOHU ACOIU)ATUBHOCTHU pA(gAT) & (pAq) AT, pV(gVr) & (pVq) Vr
3aKOHU alCOPHTUBHOCTH pA(pVq & p, pV(pAg) < p
3aKOH IUCTPUOYTUBHOCTU A mpema V pA(gVr) & (pAq)V(pAT)
3aKOH IUCTPUOYTUBHOCTH \V mpema A pV(gAr) & (pVag) A(pVr)
Ile MopranoBu 3aKOHUI A(pAg) & pVg, A(pVq) & ApAag
modus ponens (p ANp = q)) = q
modus tollens ((p = q)A" q) = ap
pAN(pVe) & pAg,  pV(IPAQ) & pVy,
Ep/\q%/\gﬁp\/—lqg & 0, Ep\/q;\/g—lp/\ﬁqi s 1,
) ‘ pAq)V (pVngq) & 1, pVag) N(pAq) & 0,
S e PAQ)V(pAT0) & p (PVOADVI) S p,
(pAT)VI(gAT)V(pAg) < (pAT)VI(gAT),
(pvr)A(gvar)A(pVg) & (pVr)A(gVar)

Ila nu je HeKa GpopMysa TayTONOTHja (KOHTPAAUKIN]A) MU HUje MOKEMO UCIUTATY HEKUM 01 cueneinx
HAUYMHA!

e noMohy Tabusuiie UCTUHUTOCTH;

e ropumhemeM IO3HATUX TAyTOJOIN)a;

® CYyIPOTHOM IIPETHOCTABKOM (cBoDemeM Ha amcypmn);
® NUCKYCHjOM IIO CJIOBY.

ITocBeTnMO ce moMajo CBAKOM OX OBHX METOJA.

[Ipr monmymaBamy mabauye uemurumocmy KOPUCTAMO IpaBuiia Koja cMO HaBeau Ha cTpanu 49. Yko-
JUKO y MOCJENH0j KOJOoHU (Tj. OHOj KOja oarosapa martoj popmyau) nobujemo cse 1, onma je mara $hop-
MyJla TAyTOJOTHja, a ako nobujemo cse 0, oHma je KOHTpaguknuja (y CBUM OCTANUM CIydajeBUMA HUje
HU TayTOJIOTUja HU KOHTpaauknuja). Tabiauie UCTUHUTOCTU Cy NOTOAHE, HE CAMO 3aTO WITO UX YUEHUIW

Haj60JbEe KOPUCTE OJl CBUX METOJ&, HETO 3aTO MITO CE JIAKO MOTY MCKOPUCTUTHU U 32 N0OUjame HOPMAJIHUAX
¢popMu (BUIOETH MOCIENEHE TOTIIABILE).

Ipu xopuwhemny nosHamur maymosozujc MOKEMO MCKOPUCTUTHA HEKE O TAyTOJOTHUja Ca IPEeTXOTHUX
CTPaHa U HEKO OJf UCKA3HUX CJIO0Ba (P, ¢, T) 3aMEHUTU CIOMKEHUjUM UCKA3HUM U3PAa3uMa 1a Ou DOOUIu naTy
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dopmyny. Trme cMmo mokrazanm ga je m gata GpopMmyiia TayTOJOTHja. 3a MOKa3UBame na je Heka (popMyiia
KOHTPAAUKIja, MOKEMO KOPUCTUTHU OMET UCTU CIUCAK TAYTOJOTUja, jep je Heraiuja CBaKe TAyTOJOTUje
jemHa KOHTPAIWKIIN]A.

Metoma cynpommom npemnocmasrom (ceohemwem na ancypd) ce cacToju O TOTa Aa MPETIOCTABUMO 14
naTa (popMyJia HUje YBEK TadyHa. Y KOJUMKO noJsazehu on Te mpernocraBke QoOMjeMO HEKY KOHTPAIUKIN]Y
(Tj. ancypn), oHIA TOJA3HA IPETHOCTaBKa Ta (GOpMyJa HUje yBEeK TadyHa HUje No0Opa, yuMe CMO TOKa3aJu
na je mata (OpMyJa TAyTOJIOTHja. ¥ KOJMKO He JOOMjeMO KOHTDAIUKNUjy, Hero pacybuBameMm mobhemo
IO BPEAHOCTU OCHOBHUX KMCKA3HUX IPOMEHJ/PUBUX 33 KOj€ aara (opMyJia HUje TavHA, TUME CMO ITOKA3aJN
na OHa Huje Tayrosoruja. Masom MomupumKammjoM OBe METONE MOYKEMO WCIUTATA U A JU je HEKA
¢opMysia KOHTPAAUKIKja: caMO NeMO IpPeTHoCTaBUTUA Oa (OpMyJa HUje YBEK HeTauHa U ako NOOmjeMo
KOHTPAAUKIM]y TUME CMO IIOKA3aju Ja je OHAa KOHTPAAWKIMja, MHAUYE OHA HUje KOHTPAAUKIA]ja.

Merona Juckycuje no caogy ce cacToju ma PeaoM KUIEeMO IO CIyJyajeBMMa Kana je HeKa KCKA3HA
npomenspuBa jemuakra 0, onaocuo 1. Hajuemhe ce npBo 3amemyjy BpeOHOCTU IPOMEHJ/PUBE KOja CE€ HAJBU-
me myTa jaBsba y maToj popmynau. Kana 3aMeHuMMO na je HeKa MCKa3Ha npoMeHsuBa jenHaka 0 (a mocie
u na je 1) mobujamo jenHocraBHEje (popMyJe y KOjUMa Ce Ta MCKA3HA IIPOMEHJ/bMBA HE jaB/ba. 3aTUM 3a
HOBOOOUjeHY (POPMYITY MOKEMO IIOHOBO IPUMEHUTH METOLY MUCKYCHje HO CJIOBY (MM HEKY ADYTY MeTO-
Iy) HMa Ou UCIUTAIM Oa JU je OHA TAYTOJOruja (Uiau KOHTDAIUKNN]A) WM HUje. Y KOJIUKO CMO y CBUM
cayuajesuMa (ca oarosapajyhium monaciayyajeBuma) nobuiau na je popMysia YBEK TavHa, OHAA je OHA Tay-
TOJIOTHja, & YKOJIWUKO MOCTOjU CIydaj y KOMe HUje TauHa, OHAa OHa Huje tayrosoruja. CiIudHo, YKOIUKO
CcMO y cBuM ciydajeBuMa (ca oxrosapajyhum moxciaydajeBuma) nobuiay ma je (popMysa yBeK HeTAuHA,
OHIIa je OHa KOHTPAAMKIUja, & YKOJIMWKO IMOCTOJU CIydYaj y KOME je TavHa, OHIA OHA HUje KOHTAIWKIN]a.

ITIPUMEP 2.4.1. Onwmuncko maxmuuenwe 2014/15. sa I pasped B xamezopuje
UNcnuratu na au je popmyira (r = pVe) & (pVqVr) TayTOJOTH]a.

Pewewe 1 (nomohy mabavye ucmurumocmu,).

L D
’p\q\r\ﬂr\p\/q\—lr = p\/q\p\/q\/r\L < D
0]/0j0| 1 0 0 0 1
0j{0(1|0 0 1 1 1
0|1]0| 1 1 1 1 1
O[1(1|0 1 1 1 1
110]0] 1 1 1 1 1
1/0(1] 0 1 1 1 1
1(1]0] 1 1 1 1 1
1/1(1] 0 1 1 1 1
Kako cmo mobumnu cee 1 y mocienmoj KOJOHM KOja OAroBapa JaToj MCKa3HO] (GpOpMynam, TO je OHA

TayTOJIOTH]A.

Peweme 2 (xopuwhemem noznamus maymoaozuja).

AKO TpUMEHMMO 3aKOH yKJIamama uMImrammje, (a = b) < 2(aVb), npwm uemy cMO CTaBUIM 1a je
a="r umu b=pVq mobujamo na je

(hr = (pVq) & (1rV(pVa).

Ha ocuoBy 3akroma msojue Herammje mmamo 111 =7, mTo maje (1r = (pVq)) & (rV(pVq)). Hdame na
OCHOBY 3aKOHA KOMyTaTUBHOCTU omepanuje V, tj. aVb < bVa ako craBumo a =r u b= (pV q) nobujamo
(ar = (pVva) & (pVgVr).

Canma 3arpazme OKO pV ¢ MOMKEMO Ja M30CTABUMO HA JIEBO] CTPAHU €KBUBAJICHIUje 360T MpUOpUTETa
omepanuja (= ¥Ma MamU OPUOPUTET O V), a Ha NECHO] CTPAHM €KBUBAJEHIUje 300r aCOUUjaTUBHOCTHU
oumepanuje V, tj. (pVq)Vr & pV(gvr) < (pVq)Vr, e nobujamo nary Gopmyiy: (—w‘ = p\/q) < (pVgVr).
Kako cMO y ropmuM paszmMaTpamyuMa KpEeHyJau O TayTOJIOTHje M KOPUCTUIM TayTOJIOTHje, TobujaMo U ma
je maTa ¢popMmyJia TayTOJIOTH)ja. |
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Pewewe 3 (cynpommuom npemnocmagkom, mj. ceohemem na ancypo).

IIpernocraBuMo na nmara (gopMmyna Huje yBek TayHa. To je moryhe camo y jemHOM On nBa ciaydaja:
1°v(L) =1mnv(D)=0; 2° v(L) =0 u v(D) = 1(L o3nHauaBa JIeBy CTPaHy eKBUBaJeHIUje, a D mecHy).
PasmoTrpumo cBakm On OBHX CiIydajeBa IIOHAOCOO.

1° (L) =1unv(D)=0. Axro je v(D) = 0, To 3naun na je v(pV ¢V r) = 0, wro je moryhe camo rana

jewv(p) =0, v(g) =0 u v(r) =0. Amu Tama je mesa crpana v(10 = 0V 0) =ov(1 = 0) =0, mro naje
KoHTpaauknujy ca v(L) = 1.
2° v(L) =0wunv(D)=1. Aro je v(L) =0, To 3rauu na je v(hr = pVq) =0, mro je moryhe camo rana

jev(Ar)=1uv(pVqg) =0, 1j. kama je v(r) =0 m v(pVq) =0. Anu Tana je mecua crpana v(0V 0) ==0,
wro naje kouTpaaukuujy ca v(D) = 1.

Kako cmo y 06a cayyaja momiu mo ancypia, TO je MOTPEIHa MPETIOCTABKa Aa AaTa (OPMyJa HUje YBEK
TauyHa. TuMe cMO mOkKa3aay na je OHa TayTOJOTH]A. |

Pewewe 4 (duckycujom no caoay).

Kako ce cBa 3 cnosa (p, ¢ u r) jaBmajy mo 2 myra MoskeMo y3eru Ouio koje. Mausio moromauje je r (jep
je y UMIUIMKAIjU Ha JIEBO] CTPAHU €KBUBAJIEHIMjEe OHO CAMO), TAKO & NeMO KPEHYTHU OX Hhera.

e u(r) =1 popmyna mocraje (—ll = p\/q) < (pVaqVl), Tj. (0 = p\/q) < 1, 15. 1 & 1, mro je
yBEK TayHO, Ila nobujaMo ma je y oBoM ciaynjajy gopmyna TadHa.

e v(r) =0 popmyia mocraje (10 = p\/q) < (pVvqV0), Tj. (1 = p\/q) < (pVq), Tj. (pVe) < (pVaq),
IITO je yBeK TayHo, Ia AobOujaMo ma je u y OBOM CiayIljajy (popMmysa TadHa.

Kako je dopmyia Tauna y oba caydaja, mobujamMo na je OHA TayTOJOTUja. ]

Pewemwe 5 (36amuuno peutene na MaKMUMERY;, 0HO je Maaa modufurayuja Juckycuje no caoey).

Iorkazahemo ma o6e cTpaHe mocCMaTpaHe €KBUBAJICHIM]E MMAjy WCTY BPEAHOCT 33 Ma KAaKBE BPEIHOCTHU
WCKA3HUX CJIOBA P, ¢ U T. Y KOJUKO CJIOBO I UMa BPENHOCT 1, IECHA CTPAHA €KBUBAJICHIMj€ NMa BPEAHOCT
1, a BpenHOCT JIeBe CTpaHe je BPEAHOCT MMILIUKAIMje obnuka 0 = mewmo, Ia je ¥ BPEOHOCT JIEBE CTPaHe
jemuaka 1. ITambe, YKOJIMKO HEKO OJ CJIOBa p WJIU ¢ UMa BPETHOCT 1, MeCHA CTPaHA €KBUBAJECHIMjE MMa
BpenHocT 1, a BPEOHOCT JeBe CTPaHEe je BPEAHOCT MMILIMKanuje obiauKa wewmo = 1, ma je u BpeaHocT
neBe cTtpase jemHaka 1. Hajzan, ykommko cBa Tpu mocMmaTpaHa ciioBa mMajy BpemHocT 0, Tama mTecHa
CTpaHa ekBUBaJleHNUje nMma Bpenaoct 0, a seBa crpaHa nMa BpenaocT 10 = 0V 0, tj. 1 = 0, mro je O.
OBuM je moka3s ma je mata (popMyJsia TAyTOJOTKja 3aBPIIEH. |

IIPAMEP 2.4.2. Ilokazatu: Axo Opoj HUje mesuB ca 3 OHIA HUje NeJLUB HU ca 6.

Pewewe.  Wcka3 p: Bpoj auje memus ca 3.
Wcka3 q: Bpoj Huje memus ca 6.
[TorpebHO je mokaszaTw UMILIUKALU]Y P = (
Kopuctuhemo Tayromorujy kKoja ce 30Be 3aKOH KOHTPAIO3UI]eE:
(p=q) < (g=p).
OsBa TayToJsioruja Kaske Ia yMeCTO JIOKAa3WBarmha UMIUKAIMje p = ¢ MOMXKEMO AOKa3aTu 71¢ = 1P U
Ta IBa NOKA3a Cy €KBUBAJIEHTHA.
Wckas 7 p: Bpoj je memus ca 3.
Wcka3 7q: Bpoj je memus ca 6.
Iokasyjemo 7¢q = 1p. Obenesxumo 6poj ca n. Bpoj n je memwus ca 6.
Heduannuja nemuBoctu 6pojeBa: lleo 6poj a menm neo 6poj b ako mocToju meo 6POj ¢ TAKO A BAKHU Ja
jeb=a-c.
Ha ocmoBy nedununuje nesmusoctu nsa Opoja caemun=6-k=(3-2)-k=3-(2-k).
3uaun O6poj n je memuB U ca 3.
Ha oBaj maumn cMmo moka3aju ma Ba)ku UMIJIAKANMAjA 11 ¢ = 1P.

Kopucrehu 3akoH KOHTpamosunuje cieam Oa BaKA U P = ¢, OJAHOCHO: »AKO Opoj HUje nemus ca 3,
OHIA HUje nebuB HU ca 6. |
IIPVIMEP 2.4.3. Jloka3zatu na je Jormyka Gpopmyia F:(pAN(p=4q)=¢q (Momyc moHeHc)

TayTOJIOTU]A.
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Pewemwe 1 (nomohy mabauye uemunumocmu).

L F
plag|p=q|pAp=q) | L=gq
010 1 0 1
011 1 0 1
110 0 0 1
1)1 1 1 1
Kako cMmo y mocnensoj kosoHU q0o0Ouian cBe 1, mata ¢GopMmyria je TayTOJIOTHja. ]

Pewewe 2 (uckycuja no croay).

YobuuajeHo je ma ce y3Mme CJIOBO KOje ce HajBUIle IMyTa jaBiba y ¢opmynau. Heranma je moGap m3bop na
ce y3Me CJIOBO KOje je ca jemHe cTpaHe ollepaluje Koja ce mpuMemyje. Y OBOM IPUMEPY je TO CJIOBO (.
OnpenennMo ce Ja OUCKYTYjeMO MO BPEIHOCTU MCKA3HOT CJIOBA (.

1° 7(q) = 1:

3amenumo BpemHocT ¢ = 1 y sornuky popmyny u mobujamo (p A (p=1)) = 1.

I[Tocnemma omepanuja Koja ce U3paUyHA je MMIIIUKAINN]a KOja HAa JECHOj] CTPAHU UMa BPETHOCT 1.
onasumMo mo 3ak/bydka Oa je UCTUHUTOCHA BPEAHOCT MMIIUKAnuje 1.

Kana je 7(¢) = 1 Bpemnoct popmyie je 1.

2° 7(q) =0:
Samenumo Bpennoct ¢ = 0 y goruury dpopmyny u mobujamo (p A (p = 0)) = 0.
Akxo morzemamo meo popmyie p = 0 MOKEMO Ia 3aKBYYNMO Ia j€ BPETHOCT OBOT mejia (GopMyie Tp.

Bamenumo p=0 ca -p y moruukoj popmysu u nobujamo (p A1p) = 0. Hbena Bpemuocr je 0.
Konauno ¢opmyny cmo cBenu Ha popmynay 0 = 0. Hbena Bpennoct je 1.
Kana je 7(¢) = 0 Bpemnoct popmyie je 1.

Korauan 3akimyuak je ma je popMmyna TayTosoruja. ]

YwMecTo ma mpaBuMo Tabaumy u ga pauyyHamo 4 ciaydaja MU CMO pAavYyHAJIU BPEOHOCT 2 ciaydaja.

AxO0 OHOBO TperyienaMo MOCTYIIAaK 3aJaTKa CXBATUNEMO Ia je TOTPEeOGHO 3HATU KAaKO Ce PAIU Ca JIOTUYKUM
onepamyjaMa Kaaa 3HAMO UCTUHUTOCHY BPETHOCT jeAHOT On CJoBa. 1o Moyke yOp3aTu pa.

Y macraBry hemMo mOHOBO HABECTH MpaBuia ca crpaHe 49 KojuMa CMO NPUAOIAJIN jOII HEKA ITPABUIA
KOja ce 4ecTo IojaBibyjy y Tabuaumama.

CUMETPUYHA
POPMYJIA POPMYJIA 3AMEHA
PADP PADP p
pAO OAp 0
pA1l 1Ap p
pVp pVp p
pVO0 OVp P
pV1 1vp 1
pVYp pYp 0
p V0 OVp p
pVl1 1Vvp ap
p=p p=p 1
p=0 ap
p=1 1
0=0p 1
1=p 14
pEp pep 1
p&s0 0&p ap
pel lep P

[IpaBuna m3 Tabiaume ce MOy IPUMEHUTH U KaOa YMECTO CJIOBa p CTOje umTaBe GpopmyJe.



56 2. MATEMATUYKA JIOTUKA

Pewewe 3 (ceoheme na npomusypeurnocm,).

OBaj MeTOn ce 3aCHMBA HA TOME Ia C€ MPETIOCTABU aa je GOPMyJa HeTAYHA U Ja CE JOBeIe OO KOHTPAIUK-
muje u nobap je Kaxa MOCTOjU jelaH ciydaj Kaxa je popmysia HerauHa (MMINIMKALUja, OUCjyHKLIA]A).
IIpernocraBumo na je T((pA(p=4q)=q)=0.

[IpBu ncra3 Mopa OUTU ¥y UMIIMKAIA]U TAYaH, a8 APYTU UCKA3 MOpa OUTW HETAYAH:

TpA(p=q) =1 A 7(q) =0.

Wmamo mcTUHUTOCHY BpemHOCT mckasa ¢, ¢ =0, wu 3amenumo ra y dopmyunry. lobujamo:
T(pA(p=0)) =1 A 7(q) = 0.

Komyrnuja je Tauna kama cy oba mckasa TavHa.

Ilobujamo: T(p)=1 A T(p=0)=1 A 7(¢q) = 0.

KonaunoMm 3aMeHOM BpemHOCTE UCKa3a p, p =1, mpobujamo: 7(p)=1 A 7(1=0)=1 7(q) = 0.
OBo moBoan no koHTpamuenuje jep 7(1 = 0) = 1 Huje TauHo.
Suauu nonasHa gopmysa je tauna, 1j. Baxku T((pA(p=q)) = q) = 1. |

IIPUMEP 2.4.4. Jloka3aTtu na je Jiormyra (hopmyiia
F:(p1=p2) A(p2=p3) Ao NP1 = pn) = (P1 = Pn)

TayTOJIOTH]Aa.
Peweme. Tabaumna 6u O6mia BesuwKa, Ia HaAM OCTajy IPEOCTaJe METONEe: CYIPOTHA MPETIOCTABKA WU
AUCKYCUja O CJIOBY. IIpoBajmo MeTom cympoTHE TPETIOCTABKE.

IIpernocrasumo cynpoTHO Heka Basku 7(F) = 1.
Ha ocmoBy mpuopurera omepanuja oqpearMo JOTUYKY ONepalnujay Koja ce moCIenma u3pauyHaBa. AKO
nornenaMo GopMyry F' IpBO ce m3paduyHaBajy UMILIMKAIUjE y 3arpafaMa, 3aTUM KOHjYHKIMje U Ha Kpajy
UMIIUKAIA] A.
L:(pr=p2)A(p2=p3) N ... A (D1 = Dn) u D:p=pn
Nmunnuramuja je merauna ako 1 = 0.
IMorpebro je na 7(L) =1 u 7(D) = 0.
N3 7(D) = 0 nobujamo ma je 7(p1 = pn) = 0, omaocuo Basku 7(p1) =1 u 7(p,) = 0.
Kako je L no crpykrypu koujyuruuja u 7(L) = 1 caemu ma je CBaKM 4iiaH KOHjYHKIMj€ TAYaH:
T(p1 = p2) =1
T(p2 = p3) =1
7(ps = pa) =1

T(pn—l = pn) =1
Wckopuctumo Beh mosnaTe JOrMYKe BPEAHOCTU 38 P1 U Py, P1 = 1 u p, = 0. 3aMeHOM y IPBY UMILIUKAIL-
jy mobujamo:
T(l = p2) =1. Opnasrne caequ na je 7(p2) = 1.
ITorOBMMO TOCTYMAK y APYTOj UMIIMKAImju 7(ps = p3) = 1:
mobujamo 7(1 = p3) =1 u 3armyuyjemo ma je 7(ps) = 1.
[MonaBmameM MOCTYNIKA HONA3UMO IO HOCIENHe UMIIUKAIUje T(Dp—1 = pn) = 1.
Kako cmo mperxoauum nocrynkom xobunu 7(1 = p,—1) = 1, omakiue je 7(p,—1) = 1, 3amenom mnobujamo:
7(1 = 0) =1, wro je KOHTpaIUKIL]A.
Crora je momasua ¢opmyia I tayrosnoruja. |

2.5 DByaose ¢yHKIUje 1 HOpMaJiHE popMe

Komuko uma yHapuux sornukux onepanuja? Koamko mva OGUHADHUX JOTMUKUX omeparuja’? p

o3

Heranmja je jemuna ymapHa omnepamuja kojy cmo pamuau. Hbena Ttabauiia UCTUHUTOCTU je: 1

YHapHa JOrmyka omepanuja UMa CaMoO jelIHO JOTUYKO CJIOBO KOje MOXKEe MMATU jeAHY OX OBE JIOTUYKE
Bpemuoctu 0 wim 1. 360r TOora y HEHOj TabaUIM MMaMO IOBa peaa.
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Pesynrar koju je y mecHOj KOJIOHM MO:Ke MMaTH jemHy on ABe jorndke BpenHoctu 0 wam 1. 36or Tora
CBAKWM pEeX MOKE Oa y3Me jeOHY O IBE BPEIHOCTH.

IlBa pena mpecimkaBaMO y AB€ BPEIHOCTU, ONHOCHO 2 -2 = 4 mMoryhHOCTHM — TOJMKO mMMa yHApHUX OI-
epamnuja.

JEPVHUIINIA 2.5.1.  Dyaosa ¢ynkyuje ca n npoMeHssuBux je npeciukasawme f:{0,1}" — {0,1}.

Yonmreno, Bynosa ¢yurnuja f : {0,1}" — {0,1} ce moske cxBaTuT; Kao n-apHa OIepanuja y CKYyILy
{0,1}. Bpoj pasnuumrux Bynosux dymrmmja f: {0,1}"* — {0,1} jemmax je 22".

Cana hemo pasmarparu ByrnoBe ¢yHEIHje ca jeIHOM IPOMEH/LUBOM.

3a cBakry onx yHapHUX (QYHEIUja heMo matu GOpMyILy, KAO U HEHO MMe:

wo(p) =0 HyJ1a-pyHKIU]ja

p1(p) =p npoMenmuBa p (Kao U MACHTUYHA (YHKIU]a; OUPEKTHA (YHKIU]jA)
w2(p) = 1p Heramuja p (Kao M KOMILUIEMEHTapHa (QYHKIU]a; UHIMPEKTHA (YHKINIja )
w3(p) =10 jenan-QyHKImIja

Mmamo 2 ciioBa m CBAKO CJIOBO MMa 2 MOTYNHOCTH TakKO Aa MMa YKymHO 2 -2 = 4 pena.

Pesyarar Moske umaTu jemny on ase sgornuke speanoctu (0 mum 1). 360r Tora cBaku pex MOKE 1a y3Me
jemHy on nBe BPETHOCTU.

Hobujamo na mma 2-2-2-2 = 24 =16 moryhuaocTu, oqHOCHO 16 ODMHADHUX JIOTMUYKUX OMepaluyja:

p gl fol il folfa|falfs | fo| S| fs| o] fro| fra| fro ]| fas | fra| S5 |
0 0j0jOJOjO]OJOJOJO}T]1T|1 1 1 1 1 1
01(0j0j0OjO]1|1|1]1}]O]O|O 0 1 1 1 1
1 0{0jO|1|10]O]1T]1]0O010]1 1 0 0 1 1
1 1{0|1 01O} 1T]0O0]1)O0O|1]O0 1 0 1 0 1

[MpumernMo na QyHEKIMje CUMETPpUYHE Yy OAHOCY HA CpemuHy obe Tabauie mMajy CBe CYNpPOTHE BPEI-
HOCTH, Tj. jemHa O HBUX ce Nobuja HermpameM Ipyre, OAHOCHO Baske (POpMyJiia Y3—r = 1pr (3a
IpBY TabJuUILy ) u fis—x =1 fr (3a apyry Tabauny).

3a cBakry on OmHapHUX QyHEKIZja hemo maty GOpMyITy, KAO U HEHO MMe.

folp,q) =0 uyna-pyurimuja (kao u koHcrtanTHa Dynosa ¢yukmuja 0)

filp,g) =pAhg KOHjyHEIUja (Kao U jgorudku npousson; V-¢pyukuuja)

fa(p,q) =(p = q)=pAgq Heranmja MMIUTUKANIje On p Ka ¢ (kao u 3abpana 1mo q)

f3(p,q) =p IIPOMCHJLUBA P

falp,q) =-(¢g = p)="1pAg Heranuja UMILIKanuje o g ka p (kao u 3abpana 10 p)

f5(p,q) = ¢ IIPOMEHJbUBA ¢

fe(p,q) = (pAqg)V(pA1q)=p Vg exckiysusao VJIU (kao u XOR; 36up no monymiy 2;
JOrMUKa HejeIHAKOCT; aJiTeDHATABHA (YHKIMja)

fz(p,g) =pVygq macjyarimmja (ka0 u gormukn 36up; VMJIV-¢pyukmmja)

fs(p,q) =(pVe)=pAag=plq HUJIN-dyurnuja (kao u Jlykamujesuuesa (yHKIN]a;
IMupcosa yurmja)

folp,q) =(pA1qQ)V(pAhg) =p&q exkBUBaJIeHIMja (KA0 M JIOTMYKA jeJHAKOCT; eKCKiIy3usno HIJIIT)

fro(psq) = ¢ Heramuja ¢

fiilp,q) =(2(¢ = p))=qg = p=pV1q wMIIUEATU]a OX ¢ Ka D

fi2(p,q) = 1p Heramuja p

f13(p, Q) = "(‘I(p = q)) =p = ¢g="pVq UMIIAKAII]a O P Ka ¢

fua(p,q) =(pAg)=pVg=pTq HU-¢pynxmmja (ka0 u Hlepeposa pynrmmja)

fis(p,q) =20 = jeman-¢pyuruuja (kao u koHcranTHa DysnoBa ¢yurmuja 1)
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Hamomenumo na ce 3a HEke O OBUX OIEPIUja KOPUCTE U APYyTadvuje O3HAKE:
o2(p) =p, filp, @) =p-q, f2p.q) =p L q, fap.g) =qrpu folp,q) =p®q, f7(p.q) =p+q.

Y opurunamuy ce Jlyrkamujesuu u llledpep mumy Lukasiewicz u Sheffer.

Y mperxomHOM pasMaTpamy BAIUMO Ia CMO CBakKoj on dGyruuja fo, f1, f2,..., fis IPUADYKAIN HEKY
ucka3ny popmyiny (y HEKUM CJydajeBUMa U BUIIE DA3JIUYNTUAX UCKA3HUX popmyina). IocraBma ce murame:

Ila nu je 3a cBaxy BynoBy ¢ysrnmjy (koja je mara momohy rabaune) moryhe ompemutu oarosapajyhy
ncKa3ny Gpopmyiy?
Onarosop je morBpAaH u cBaka BysoBa ¢yHKIUja ce MOske NPENCTABUTH INOMONy omepanuja Heraunuje -,
ouCjyHEIMje V U KOHjyHKIUje A, a To hemo nmokaszatu kopumhemeM nojmosa CIIHP u CKH®.

Panu jemnocrasrujer 3amuca ysemfiemo kpahu 3anuc a = (a1, o, ...,qy), kKao u caenehe o3xake:

=z u 20 =z,

Hcxasne npomennuee (Herme mx 30By U npocme @gopmyae, OTHOCHO amMOMCKe fopmyae), Kao U HU-
xoBe Heramuje 3Bahiemo aumepasu. Jlurepase, ka0 M BHLUXOBE KOHAYHE KOHjVHKIHje 3BalieMO KOHjYHKMU.
KonjyHkTe, ka0 1 BUXOBE KOHAUHE AucjyHEIUje 3BalieMo @opmyae y ducjynkmueroj nopmanroj gopmu (nmm
kpahe gopmyne y AHP). IITHP Kox Koje ce y CBAKOM KOHjYKTY jaBJ/bajy CBe MCKa3HE IPOMEHJbUBE HA3UBA
ce caspuena Jucjynkmuena Hopmaana gopma (unu kpahe CAHP).

Jlurepasie, ka0 U BUXOBEe KOHauHe aucjyHkmuje 3pahiemo Jucjynxmu. IucjyHKTE, Kao U HUXOBE
KOHAuHe KOHjyHKnuUje 3BalieMo gopmyae y kon jynrmuenoj nopmaanoj gopmu (nau kpahe gopmyne y KHP).
KH® ron koje ce y CBAKOM AUC]YKTY jaBibajy CBE UCKA3HE NPOMEHJbUBE HA3UBA CE CABPUEHG KONJYHKIMUBHA
Hopmanana gopma (nam kpahe CRHP).

IIPUMEP 2.5.1. Jlurepaau cy: a, b, ..., p, ¢, 7, S, ..., 7a, 1b, ..., Ap, 1q, ...
Koujyukru cy, mmop.: a, b, p, aN-b, ApAgANITAsAt,
IIH® cy, vop.: acV(aANbAC)V (nand), (pAgAIS)V(apAgAS)V(pATgAs)V (pATgAS),

On nperxomue 2 TH® npsa nuje CIAH® (jep ce y cBaKOM KOHjyKTy He jaBibajy CBE MCKa3HE IPOMEHJLUBE
a,b,c,d), nor npyra jecre CIIH® (cBaku KOHjyKT canpxku u p u g u s). Popmyny koja je CIIHD moxemo
3aIMUCATU U Kao

PP AG ALYV (PO AGEASHV (AP AV (P AGC A s,

Hucjyukru cy, HIOp.: a, b, p, aVv-ab, ApV-aqgVarvsVi,

KH® cy, anp.: (aVAab)A(maVab)A(naVbd), (pVaVar)A(agVrVs)A(pVarvVas)A(pAa1gAas),

Ox nperxonse 2 KH®, npsa je CKH® (jep ce y cBakoM AvCjyKTy jaBibajy CBe KCKa3HE IPOMEHJBUBE a, b, C),
nok apyra muje CIH® (cBaru mucjykr He campwn u pu ¢ u r u s). Popmyny roja je CIAHP moxkemo

3alIrcaT 1 Kao
(a* vB°) A (a® V) A (a® v bh).

Cana hiemo masectu tBphema koja Ham rosope ma (Ckopo) cBaky ByJsoBy QYHKIU]jy Ca N-IPOMEHbUBUX

T1,%2,...,Ty, Mokemo 3amucatu u' y CAH® u y CRKH®. Pamn kpaher 3anucuBama craBuhemo na je «
03HAYABA NIPOU3BOJLHY N-TOPKY & = (Q1,Q9,...,0p) U KycjyHEnuje (ODHOCHO KOHjYHKIMje) HA IECHO]
crpanu he whu mo cBum Moryhwmm n-Topkama «. Y TOCTemmoj GopMmyan Baknd T11 -1 = 1 (x1%).
TEOPEMA 2.5.1. 3a mnpowmssBosmHy Dynosy ¢ymruujy f : {0,1}" — {0,1}, pasmuuury on
Hyaa-pyurnuje, nocroju CIHP:
flzr, 20, .. zn) = \/ flat,ag, . . cyan) Az1™ Az A Ax,. O
ac{0,1}7
TEOPEMA 2.5.2. 3a mpousBosmHy DByuosy ¢ymrunjy f : {0,1}* — {0,1}, pasmauuury ox

jeman-¢pyurnuje, nocroju CKH®:

flar,xe,... xy) = /\ flag,an, .. an) Va7 vl =22 v Ao O
ae{oJ}n
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Hamomena. Ha ocHOBY mperxomuux teopema cienu na 3a Hyiaa-Qyurnujy #He nocroju CIHIH®, anu 3a my
nocroju JH®, mup. z A nx; takobe, 3a jeman-¢yurnujy He nocroju CKH®, anu 3a my nocroju KH®,
HIOP. TV 1Z.

Ha enekTpOTeXHUUKOM (DAaKyITEeTy, 4eCTO ce TPasku ga ce oxpenu munuMaiana JTH® (unu munuvaana
KH®). To je muma 3Havaja na oapeheHO eJIeKTPUYHO KOJIO peau3yjy €a MTO Mame yIoTpeOJbeHUX
OCHOBHMX JIOTMYKMAX KOJa. 3a Te morpebe Cy pa3BUjeHU pPa3HM HOCTYNNM MUHUMU3AINjE, TOMYT
KapuooBux kaptu u crabajia OmIyduBama.

N3 mperxomamx TBphema cimemu ma ce caka Dysosa ¢ymrmmja f : {0,1}" — {0,1} moske m3pasutu
npeko omepanuja 1, V u A. Cazna hiemo pasmarpaTu Ipeko Kojux jom (yHApHUX UM GMHADHUX) OIepanuja
U3 CKyIlla IPETXONHO yBeneHUX BysoBux ¢yHKIUja

M = {po, 01,02, 93, fo, f1, 2. [3, fa, [5, fe: 7, [, fos fros f11s f12s 135 f1as fis}

MOKEMO IpUKa3aTu cBe ByrnoBe ¢yHEIMje. Y Ty cBpXy hiemo yBecTu 2 mojMma: reHepaTop-CKyna u base
BynoBux ¢yHEIUI)ja.

JNJEPVHNITINJIA 2.5.2. Cgyn G C M wasusa ce zenepamop-ckyn ckyna M axo ce momohy omepanuja
u3 G Mory m3pasutu cBe BynoBe ¢yHKIU]e.

JEPMHUIINJIA 2.5.3. Ckyn B C M naszusa ce 6asa BymnoBux ¢yHkumja ako ce momohy omeparuja
u3 B mory m3pasutu cBe Bynose ¢pyukuuje u Hujenan npasu nonckyn A C B Huje reHepaTop-CKyI.

Ha ocuoBy mperxomaux tBphema umamo ma je ckyn G = {7,V, A} remeparop-ckyn. On muje 6a3za jep
Ha ocHoBy le MopranoBux mpaBuia MOKEMO A M3pa3suT Opeko 1 u V (a U V MOKEMO U3PA3UTU IPEKO 7
un A). 3aro cy ckynosu By = {7,V} u By = {1,A} nBe 6aze Bynosux ¢pyHkmmja. Y HapeIHUM IpUMEpPUMA
nokaszahemo ma cy u By = {7,=} u By = {|} Ga3se, a anmanorso nocnenmeM ce mokasyje na je u Bs = {1}
Oa3za.

Y HpeTxomHOj AUCKYCHUjU CMO BHUAEIMW Ia HOcToje 2 jenuounane Gase (M TO Cy jemuHe jeIHOUIAHE
6aze): By ={l} u Bs ={1}.
Moske ce morazaTu ma mousnanux 6a3a mMa yrymHo 34 (10 y kojuMa je jenma omepanuja yHaApHa, a APyra
bunapHa 1 24 Kon Kojux cy obe omepanuje OUHADHE).
Moske ce mokazaTu na TpounaHux 6asa uma yrynsHo 10 (4 y kojuMma je jemna omepauuja yHapHA, a ApYTre
nBe GuHapHe n 6 KO KOjUX Cy CBe TPM omepanuje OUHADHE).

Ilokazano je ma He mocrtoje baze ca 4 m BuIIe omepaiyja.

ITPUUMEP 2.5.2. ExBuBajeHIUjy M3pas3uTu IOMONY Heramuje M MMILIMKAIM]E.

Pewewe 1. Kaxko je
peag=(@ = AN = p)
JOBOJLHO je na KOHjYHKIU]Y /A M3Pa3uMO IPEKO 1 U =>.
Kako 3a umniukanujy mmamMo p = ¢ = 1pVq u u3 Jle Mopranosux npasuia 1 3aKkOHA JBOjHE Heralyje

mobujamo 1pVq=-(pAq), Tj.

p = q=1(pA9).
Tume cMO UMILIMKAIM]y IpencTaBuau noMolly Heranuje u xoHjyHKIMje (a Hama Tpeba obparno!). Ako
oBze merupamo obe cTpane mobmjamMo

A(p = q)=pAgq.
Kako mama me Tpeba p A 1q Hero p A ¢, To hemo cBa mojaB/pUBarha MPOMEHJBUBE ¢ 3aMEHUTU CA EEHOM
HEraumjoM 14:

1P = "9 =pAq

Cama jom ocraje ma ce BpaTUMO Ha TPaKEHO IPENCTABJhAE €KBUBAJIEHIN]E:

peag=1(p = q = (¢ = p). =
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Pewewe 2. Opnme hemo camo gpyrauuje na m3BemeMoO MpPEACTaBI/bAmE A IMPEKO 1 U =-.
Ako mHAmpaBuMO TAOIUIY 38 KOHjYHKIU]Y A UMaMO:

p alprg|-(prg)|p g
00| 0 1 |0 1
01| 0 1 o o
10| 0 1 |11
11 1 0 |1 0

Omna, 3a pasauky ol nMIIMKanuje, uMma jenny 1 u tpu 0. Asm 3aTo ako je mermpamo, 1(p A ¢), nobujamo
jemay 0 u tpu 1 (mro je u curyanuja ca UMIIIKKaIUjoM). Asn uMmikanuja je Heradna camo kan 1 = 0,
na Ty curyamujy tpeba ma mmamo rom 0. To moskemo moctmhm ako OM p OCTABUIM HEMPOMEHEHO, a
yMecTo ¢ y3eau 1¢ (WTO je IpeIcTaB/beHo y3 HecHy cTpaHy nperxonse tabuauie). Tume cmo mokazaam
ma je 1A(pAgq) =p = ¢, onarie nobujamo pAqg=-1(p = 1q).

Kpaj 3amaTka nge aHaJIoTHO. [ |

Hamomena. Ha ocuoBy jemmaxoctu p A g¢ = 1(p = 71¢) KOjy CMO OBJe IIOKAa3aJu U UYALEHULE Ia je
By = {1,A} 6a3a BynosBux ¢yurnuja caemu na je u By = {7,=} remeparop-ckym.

Mo:ke ce mokazaTtu na je oBo u 6a3a (Tj. ma mu {1} Hu {=} He UMHe reHEPATOP-CKYI).
IIPUMEP 2.5.3. Tlorkazaru na je By = {|} 6asa Bynosux ¢ynrmuja.

Pewewe. Karo je p | p=n-puxrako us p | ¢ = (pV q) nobujamo ma je pVg=-117(pVgqg) =1(p | q) =
(plaq !l (plq), ycuenu cmo na npencrasumo oGe ¢yurimje u3 6aze By = {71,V} npencraBumo mpeko
Jykamujesnuese ¢pynrumje |. Tume cmo morasamu ma je By = {|} Ga3a. [ |

Hanomena. U omepanujy A MO¥KeMO Ja IPEACTABUMO MPEKO |:

plg=-(pVq) =pAag majepAg=-plag=(lp) l(qglaq.

IIPUMEP 2.5.4. Opgpemuru IH® u CIIH®, xao u KH® u CKH®?, 3a jormuky ¢yskmujy

f:(pl(q = (rlp))) & sAg.

Pewemwe.  Axo onpemumo CIIH® ona je ucrospemeno nu IH® (canuno je CKH® u KH®).

IMpu onpebusamy CIAH® y (3anm0j komouu y) tabaunu ¢pyHrnuje rpaxkumo 1. 3a csaky Ty 1 ompen-
jyjemo xomjymkT 1o cienehem mpasumry: axo je f(a,b,c,d) = 1 omga mmamo koHjyHET p@ A gl Ar© A s? (1]
aKO 3a HEKYy |1 Ha Kpajy KOI ImpoMmeHJ/buBe p mMmaMo () OHZA y KOHjYHKT MAE 1D, a ako mMamo | oHOa y
KOHJYHKT WIe p UTH.).

ITpu onpebusamy CKH® y (3a1m0] kosonu y) tabanmu pysrmuje rpaxkmumo 0. 3a caky Ty 0 onpeby-
jemo mucjymkT no caemnehem mpasuay: axo je f(a,b,c,d) = 0 omga umamo mucjyusr pl—¢ Vv ¢! 7l vl v st —d
(Tj. aro 3a mery 0 Ha Kpajy KoI npomensmuse p uMamo ) OHOA y OUCJYHKT UAE P, a4 KO MMaMO | oHga y
AVCJYHKT UZIE 1D UTH.).

Ha ocuoBy Ttabnune JlykamujeBuueBe GyHKIUjE

uMaMo ga Baske ciaenehe ocobune

z]0=0]2 =1z, z|1l=1]xz=0.

Hux hemo kopuctutu npu nonymasamy Tabiauie 3a f = (pl (q = (r lp))) & sAg:

3Y oM momahenm ce Tpaskuna camo JIH® u CIIH®, a nomrro Beh mvamo oapebeny Tabmumy 3a oBy dymEIujy oapemhemo
weny 1 KH® u CKH®.
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@ L D f
plg|r|s|rlplg=0lp) |ple|q|sAhq|L< D KOHjYHKT
0j{0j0f0] 1 1 0 1 0 1 ApAgAITANS
o(ojof1| 1 1 0 1 1 0
0jo0j1({0| O 1 0 1 0 1 ApATgATATS
0(0|1]1] O 1 0 1 1 0
0j1j0(0| 1 1 0 0 0 1 ApAgATATs
Oj1jof1] 1 1 0 0 0 1 ApAgATITAS
oOf1|1{0] O 0 1 0 0 0
Of1|1{1] O 0 1 0 0 0
1{0]10{0} O 1 0 1 0 1 PATGAITATS
110(0f1] O 1 0 1 1 0
1107110 O 1 0 1 0 1 PAIGATAAS
1/0(1|1] O 1 0 1 1 0
1]/1]0/0| O 0 0 0 0 1 PAGAIT NS
1(1]0{1] O 0 0 0 0 1 PAGAITAS
111(1]0| O 0 0 0 0 1 PAGATATS
1|1j1]1| 0 0 0 0 0 1 PAGNAT NS

Tpaena CIIH® (a camum tum u JTH®) je f = (p A1gA1r Aas)VEpAgATr A1s)VEpAgA1r Aas)V
(pAGAITAS)VPAIGAIT AV (DAGAT AAYV(PAGAIT AAS)V(PAGAITAS)V(DPAGAT As)V
(pAgATAS).

Hanomena. Oy CH® moskeMo ,,ckpaTuTn’, Tj. HEKE O YJIaHOBA MOKEMO CIOJUTH 1 NOONTY MUHUMAJHY
IOH®. Iocnenma 4 unana (nMajy 3ajemHUYKO p/Ag, a 3a 1 U S ce jaBibajy cBe 4 Bapujanre: 17 A1s, 1T As,
rAasurAs). Cana hemo 1o 1 crporo popmanno ucreparu (KOPUCTUMO BULIE IIyTa JUCTPUOYTUBHOCT
Ay omHOCY Ha V):

PAGAAT AV PAGATAS)V(DAGATAS)V(DAgATAS) = (DAGAT)A(AsV )V ((PAGAT)A(~sVs))
= ((pAaAar)AL)V ((PAgAT)AD)
(pAgAAT)V(PAGAT)

(pAgANAT)V(DAGAT)
= GAD ATV
(PAg) AT

=pAgq

ITame, IpBU, APYTHU, ETU U IMECTU YIAH MOKEMO CIOjUTH:
(pAAGAATr A )V (A PAGATAAS)NV (PATGAITAAS)V (PATGAT ATS) =g ATs.
Konauno, Tpehu, ueTBpTH, CEMMU U OCMU UJIAH MOKEMO CIIOjUTH:
(pAGAIT AAS)V (P AGAITAS)V (DAGATAS)V(DPAGAITAS)=gAr.
Canma cBa oBa TpHU CIajarma MOKEMO MCKOPUCTUTHU Aa nobujemo muauMasany JITH:
f=@nraV(gnas)V(gAar).

OBaj u3pa3 mosxkemo jom Bume nojemuoctasutu (aau To Bume Huje au JIH®, au KH®) xopumhemem
IUCTPUOYTUBHOCTU U KOMYTATUBHOCTU:

F=WAV(ghas)V(gAr)=p@AgV(rAgV(ghas)=((pVar)AqV (tgAas).

Osre je uecto mutame: Kako Hekn unan x (y OBOM Ciydajy CEIMM M OCMM) MOKeMO 2 (Wi BUIIE) Iy Ta
KopucTuTH npu crnajamy? OAroBop HaM Aajy 3aKOHU MAEMIOTEHTHOCTUA U KOMYTATUBHOCTHU, Tj. & = =V &
uzVy=yV2r 3aKOH UIEMIOTEHTHOCTU HAM CIY:KU Ha Taj d4iaH & 3aMeHuMO ca x V z (ma Hemo mpso
& KOPUCTUTHU y IPBOM CIajamy, a APYrO & y APYLOM), HOK 3aKOH KOMYTATUBHOCTU KOPUCTHMO CAMO A&
UCIPEMENITAMO eJIEMEHTE y NUC)YHKIUjU.

Hasme, nperxonuo nobujeny tabmaumy 3a f Moxkemo nckopuctutu u 3a gobujame CKH.
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f
plg|lr|s|L& D JIVICjVHKT
0[0|0]|O 1
0O(0f0]|1 0 pVagVrVas
0[0|1]0 1
0j0[1]1 0 pVgVarVas
0[1]|0]|0 1
0[1|0]1 1
Of1(1}|0 0 pVAaqgVAarvVvs
o|1(1(1 0 pVAaqgVAarVas
10|00 1
10|01 0 ApVgVrVas
1|{0|1]0 1
1]1]0|1|1 0 ApVagVAarVaas
1{1|0]0 1
11|01 1
1(1]|1|0 1
11|11 1

Tpaxena CKH® (a camum tum u KH®) je

f=MmEVeVvrVvas)AN(pVgVarvas)A(pV-aqgVarVs)A(pVagVarVas)A(ApVgVrVas)A(apVgVarVas).
|

Hamomena. Omner moskeMo criajary yianose na ou mobunu muauMaauy KH®: npsu, npyru, netu u mectu
HAM Oajy:

(pVagVrVas)A(pVagVarvVas)A(pVeVrVas)A(ApVgVarVvas)=qVas,

a Tpehu m yeTBpTHU:
(p\/‘lq\/ﬂr\/s)/\(p\/ﬁq\/ﬁr\/ﬂs)Zp\/ﬁq\/ﬁr.

Crora je muanmaana KH®:
f=@Vas)yA(pVgVr).

On crymenara He odekyjeMoO ma o0aBe IOCTyNaK MUHMUMU3anuje. lIpy MUHAMU3ANUjU KOPUCTE Ce U
Kapuoose (Karnaugh) kapre (unm mame). IlocToje m oHIAjH CONBEPU 3a €O Taj MOCTYIAK:

http://www.32x8.com/index.html

2.6 Ilpemukarcku pauyH

Opx uckasa (mpeaukara) MOTY ce (OPMUPATH HOBE PEUEHUIE YIOTPEOOM K8aHMuPukamopa.
ITocroje 2 xBanTHUKATODA:

Y je yHueepsaanu keawmugduramop, KOju ce duTa ,cBaku” (Miam ,3a cBaku® WM ,,6MI0 KOjU MM
,, JIPOU3BOJBHU );

3 je ezzucmenyujannu keanmuduramop, KOju ce dnara ,,mocToju’ (Miaum ,HeKu" WMiu ,,3a HEKU" Wiu ,,6ap
jeman“).

[Mpumerumo ma je cumboa YV y cTBApM HAOMAKO CIOBO A U TO je AMPEKTHO MOBE3AHO Ca MOYETHUM
caoBoM Hemauke peun ”Alle”, omaocuo enrsecke " All” (cBu).

CumGon I y cTBapu HAOMAKO CJIOBO E ¥ TO je IMPEKTHO MOBE3AaHO Ca MOYETHUM CJIOBOM HEMAUKOT
uzpasa "Es gibt”, onnocuo enrsnecke peun ”Exist” (moctoju).

Cana hemo gaT HEKOIMKO IpUMepa PEUYeHna Koje caapke KBAHTU(PUKATOPE, KA0 U HUX0BE (POpPMYIIE.

ITPUUMEP 2.6.1. Hanucartu ogrosapajyhy GopMyay u oApeInTy UCTUHUTOCHY BPEIHOCT 3a CBAKY O
caenehux peueHura:
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e _Ilocroju obGjerar jemmak camom cebu.

e  Csaku nmpupoznan 6poj je u peasan.

e Heru nesnu 6pojeBu cy Behu on 8.

e _KBaapar mpousBoJsHOT peasHOr Opoja je HeraTuBaH.“

o Jemmaunma 2 = 1 uMa pememe y CKyIly TPUPOIHUX Opojesa.“
e  Paznuka 6uno xkoja mBa mpuponHa 6poja je mpupoman 6poj.-
e  He mocroju majsehu npupoman 6poj.«

e _3a cBaku palvoHaJiaH OPOj T MOCTOju palmoHajaH Opoj y Takas na je r +y = 0.

Peweme.

,IlocToju ob6jerar jennakx camom cebu® mpesomumo kao (Jz) x =x. Osa dpopmyna je Tausa.

, CBaku npuponan 6poj je u peanan® npesomumo kao (Vz) (x € N = z € R). Ckpahenu 3anuc ose
dopmyue je (Vx € N) z € R. U osa ¢popmyua je tauna jep je N C R.

,Hexku nemu 6pojesu cy sehw onm 8¢ mpesommmo rao (Jz) (x €Z A x>38). Crpahenu 3anuc ose
dopmyae je (Jx € Z) x > 8. Kako mocroju, Hup. neo 6poj x =9 > 8, oBa GopMmyia je Tadna.
,KBanpar mpoussomuor peasmor Gpoja je meratusan® mpesomamo kao (V) (z € R = 22 <0).
Crpahenu 3zamuc ose dopmyre je (Vz € R) 2?2 < 0. Osa ¢opmyna mHuje TauHa jep 3a, HOp. T = 1 He
Bazxku 2 =1 < 0.

sJemmaunna 2 = 1 uma pememe y cKymy mpupomaux Gpojesa“ mpesomumo kao (Jz) (x €N A 22 =1).
Crpahenu zamuc ose ¢opmyse je (3x € N)z?2=1. Osa ¢opmyna je Tauma, jep TOCTOjU PEIICHE
x =1 € N (6Ge3 063upa mTo APyro pememe OBe jedHauuHe, r = —1, Huje OpUPOLAH OPOj, jep ce TpaKu
na jenHaumHa MMa 0ap jeAHO pelleme y CKYIy NPUPOAHUX Opojesa).

,Pasnura 6mmo roja mBa mpuponHa Opoja je mpupoman Opoj IpeBOAMMO KO

(Vz)(My) (reN AN yeN = z—yeN). Crpahenn zanuc ose popmyie je (Vz)(VyeN)zxz—yeN, a
n o Moskemo ckpatutu: (Vo,y € N) z —y € N.  Osa ¢popmyna Huje Tauna jep 3a, Hup. ¢ =1 n y = 2 He
Baxxku r —y =—1 € N.

,He mocroju najsehu npuponan 6poj* mpeBoauMoO Kao ((Ela:) (:r eN AN My)lyeN = y< x)))

Ckpahienn 3amuc ose (popmyise je 1 ((Hﬂc eN)(VyeN) y <:v). Kako 3a Ma KOJMKO BEJIUKO T y3€JH,

noctoju Behu mpupoman 6poj, vnp. y = ¢ + 1 € N, To #He mocroju najsehu mpuponan 6poj, ma je osa
peveHuIa TavyHa.

,3a CBaKM paluoHajJaH Opoj T HOCTOju panuoHajJaH Opoj y TakaB ma je x +y = 0Y mpeBoauMo
Ha crenehn maumn  (Vz)(z € Q = (3y) (€ Q A z+y=0)). Ckpahenn samuc ose popmyie je

VxeQ)(FyeQ) x+y=0. Osa popMmyia je TauHa jep 3a CBAKU PAINUOHAJIAH OPO]j & MOCTOJU CYNPOTAH
6poj y = —x € Q 3a xoju Basku  +y = = + (—z) = 0. [ ]

Heramnuja peuennna ca xBanTHQUKATOPUMA Ce BPIIM HAa cjiaeaenu HAYWH:
a(Vz) P(x) < (3z) ~P(x) u a(3x) P(x) < (V) 1 P(x).
ITIPUMEP 2.6.2. n,IIpobumo“ mHerammjom kpo3 popmyiy 3a peuenuny ,He mocroju majsehwn npupogan
Opoj“ U3 mpeTxXoqHOT TpuUMepa.

Pewewe.  Kopucrtuhemo ropme dpopmyie u Ile Mopranose 3akone, kao u na je p = q¢ = 1pVq. Cuenehe
(hopMyJIe Cy eKBUBAJIEHTHE:
1(3z) (zeN A (Vy)(yeN = y<a))

(Vz) 1(zeN A (Vy)(yeN = y<a))
(va) (2@ eN)V (V) EN = y<a)))

(V) (7(x€N)\/ (Fy)(yeN = ygx))
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(V) (1(xeN)v () (7(y €N) v ygx))
(Vz) (1(zeN)V 3y) (yeN A y>uz))
(Vz) (1 €N = (Jy) (yeN A y>x)).

OBae cvo dopmasno nokazaau ga je ¢popmyaa 1(Jx € N)(Vy € N) y <z jemmara (Vo € N)(Fy € N) y > z,
Tj. na ce u y ckpaheHoM OOJNMKY IPUIMKOM HETHMPAHa KBAHTU(PUKATOPU MEHAjy. |

On cama hemo ¢opmyre ca KBaHTUPUKATOPUMA YLIAABHOM mucatu y ckpalienom obuuky (cem Kan
MMaMO YOIIITEHY NPEeAUKATCKY GOpMyiy u Tpeba UCIUTATH HEeHy UCUTUHUTOCHY BPEIHOCT).

ITIPUMEP 2.6.3. OppennTty ICTUHUTOCHY BPETHOCT NMPEANKATCKUX (HOpPMyIa:
a) x(xe€Z N 3x=8); 6) x(zxecQ A 3x=8); B) VzeN)(FyeN)(z<y); r) FyeN)(Vz e N)(z <y);
n) (Vo,y,z €R)(z=y = zz=yz); b) (Vr,y,2 €R)(zz=yz = z=y).

Pewewe. a) Popmyna Jz(x € Z A 3z = 8) Huje TayHa, jep He IOCTOjU BPpEeAHOCT & € Z 3a KOjy je 3z = 8
8

(pememe oBe jemHaumne je r = 5 ¢ 7).

6) Popmyna Jz(zr € Q A 3z =8) je Tauna, jep MOCTOjU BPEAHOCT T = % € Q 3a kojy je 3x = 8.

B) Popmyna (Vz € N)(Jy € N)(z < y) je tauna, jep 3a cBaku npupoman 6poj & Moskemo omabpartu Behim
(nnm jemmak) npupoman 6poj, Huop. y =« + 1.

r) Popmyna (Jy € N)(Vax € N)(x < y) Huje Tauna, jep He mocroju Hajsehim mpupoman 6poj. Aro 6u
IPETIOCTABUIN je (popMyJa TayHa, OHZa OM mocTojao Opoj Yo, TakaB ma 3a CBAKU IPUPOJAH OPOj & Baku
x < yo (mwro HUje TayHO, HOD. 38 T =2 Yp).

n) Popuyna (Vr,y,z € R)(x =y = xz = yz) je Tauna, jep aKO JeOHAKOCT T = Y IIOMHOKUMO UCTUM
peaauum 6pojeM z mobmjamMo jemTHAKOCT Tz = yz.

b) Popmyna (Vr,y,z € R)(zz = yz = = = y) Huje TauHa, jep He BAXKU 3a CBE peajHe OpoOjese.
Kourpanpumep je x = 3, y = 5 u z = 0; Tana umamo ma je xz = yz = 0, 1j. v(zz = yz) = 1, 1ok je
x # vy, na Basku v(x = y) = 0, na ce popmyaa csomau Ha 1 = 0, WTO HUje TAYHO. |

Hamomena. W3 menosa mon a) m 6) BuamMo ga je OMTHO Ha KOM CKyIly ce gemasa (Gopmymaa (ucrta
dopMyiia, a pa3IuUUT CKyN y OBa 2 meJa 3alaTKa Naje Pa3InduTe UCTUHUTOCHE BPEIHOCTH).

W3 mesmoBa monm B) u ) BUAMMO nAa je BeoMa Outan pemocien kBantuduraropa! Ileramuuje hemo
pasmarparu penociiel KBAaHTU(PUKATOPA HAKOH OBE HAIOMEHE M yBODema joIl HEKUX IOjMOBA.

W3 mena mox D) BuayvMmo ma He CMEMO CKPATUTU M3Pa3 ca 2z jep TO z Moxke outu jemsaxo 0.

IMpumerumo na axo Basku tBpbheme (Va) P(z), ma onma Basxku u tBpbheme (Jx) P(z) (ako Baku 3a cBe
BPENHOCTU T OHIA Basku U 3a Oap jenny spensoctT z!).

CrmyaH pe30oH MOKEMO IPUMEHUTH Kaxa pasMarpamo MehycobHe oHOCE IPEIUKATCKUX (OPMYJIIa Koje
uMajy 2 KBaHTU(PUKATOPA.

Penocnen masobema wucropomuux kBaHTHduUKaTOpa HUje Ourtan. Tako, Ha unpumep, Gopmyia
(Vx)(Vy) ¢(x,y) mpencrasma ucro mro u dopmyna (Vy)(Vx) ¢(x,y), jep m y jemquom m y Apyrom
ciyyajy Mopamo na mnposepumo ¢opmyny ¢(x,y) mo csum mapoBuma (z,y). Crora je ¢opmyna

(Vx)(Vy) o(z,y) < (Vy)(Vz) p(z,y) Bamana.
IMornywro anasorso, mMamo u na je popmyrna (Jz)(Jy) ¢(z,y) < (Fy)(3z) ¢(x,y) Bamana.

Y Tpumepy 2.6.3 cMo nobunm na je popMmysa oM B) TauHa, a NOAT) Huje (Ty Cy IBa KBAHTU(GUKATODA
camo mpomenmsa Mecto!). Canma hiemo oBaj ciayuaj m cBe ocrase 0O0jeMUHUTH y HAPERHO PasMaTpPambe.

INMEPNHUIINJA 2.6.1. Popmyaa F je mauna npu uwmepnpemauuju I arko IpU TOj MHTEPIPETAN)U
rMa yBek BpenHocT 1 (He3aBUCHO on mapamerapa oarosapajylier nmpenukara).

Mebyrum, nocToje u popmysie KOje Cy TadHe IPW CBUM MHTePIpeTanujamMa. 1ako, HIP. aKO y jeqHO]
TAYTOJOTUjU CBAKO MCKA3HO CJIOBO 3aMEHUMO HEKOM (OPMYJIOM KBAHTU(OUKATOPCKOT PadvyHa WM HOBOILOOU-
jera ¢opmyia he Guty yBek TavHa.
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JEPVTHUIINIA 2.6.2.
popmyaa.

Popmysta Koja je TayHa MPU CBUM MHTEPIPETANNjaMa HA3UBA CE 8AbANG

[MocmarpajMo  popmysie obauka F = KKy o(x,y), rne cy K; u K, rBaHTH(pUEATOPU
(yHUBep3aJHU U/MiIKM E€r3UCTEHINjaJHN) COPErHyTux ca ¢ wian y. OBux GopMmysna mMa yKymHO 8 u Ha
HapeIHOj CJIMIU TpeacTaBbajy usopose rpada’. 3a 2 dgopmysne F| m F, Koje cy OBOr THIA MMaMO 1a
BarKU: dopmyna Fy; = F, je Basmana akko y cienehiem rpady mocroju myT u3 uBopa F) y uBop Fh.

(32)(3y) _ (3y)(3=)

(V=) (3y) (Vy)(3)

(3y) (V) (3=)(vy)

(Va)(Vy)  (Vy)(vVa)

Canma hemo matm demy Cy jeIHAKU HEKU jeIHOCTABHUJU M3PA3U KOJU CAApKe jellaH KBAHTU(OUKATOD
U jemTHAKOCT Ca OCHOBHMM CKYIIOBHMM, ONHOCHO OpOjeBHMM, omepanujama. Y TabJIuIy IoapasyMeBa-
Mo ma je A # (). Tawo mampumep, apyru uspas (Vo € P(A)) z=yNz = 0, y cayuajy A = () mocraje
VzeP(A) z=ynz=1!

OsBze je pesanuja mesUBOCTU a | b yBemeHa Kao

ned
alb <=

GkeZ)b=a-k.

4Tlojmose Teopuje Tpadosa momyT uBopa u Tpane yBomumo y riasu 4. Teopuja rpadosa.

FzxePA)z=ynz| 1 VzeP(A) z=yNz 0
{1, r=z=10
(FyePA)z=ynz|zC=z VyePA)z=ynz (x=0) A (z=0)
0, wunaue
(JzeP(A) z=yUz 1 (VzeP(A) z=yUz
{1., r=z=A
(FyePA) z=yUz|zCx (VyeP(A)z=yUz (x=A) A (z=A)
0, wunaue
(Fz e N)No, Z,Q,R) z =y + = 1 (Vx € NNy, Z,Q,R) z =y + = 0
GyeN)z=y+=z x>z (Vy e N,No,Z,Q,R) z =y + 2 0
(FyeNg)z=y+=z >z
Fyez,QR)yz=y+z 1
FrzeN)z=y—2z >z ’(VmGN,NO,Z,@,R)w:ny 0
(FzeNg)z=y—=z Y=z
Bz eZ,QR)z=y—=z2 1
(FJy e N,No,Z,Q,R) z =y — 2 1 (Vy e N,No,Z,Q,R) z =y — 2 0
(FzeN)z=y—=2 y > (V2 € N,No, Z,Q,R) x =y — 2 0
FzeNg)xz=y—=2 y>x
Fz€Z,QR)z=y— 2z 1
(3z e N,No,Z,Q,R) z =y - 2 1 (Vz € N,No,Z,Q,R) z =y - 2 0
(FyeN,No,Z)z =y -z z |z VMyeN)z=y-z 0
(FyeQR)z=y-z =0V 2#£0 (Vy € No,Z,QR) z=y-2z |(z=0) A (2=0)
FxeN)z=y: 2z z |y (Vx € N,No, Z,Q,R) z =y : 2 0
Bz eNp,Z)z=y: 2 zly A z#0
FrxeQR)z=y: z z#0
FyeN)z=y: z 1 ’(VyEN,NO,Z,Q,]R)w:y:z‘ 0 ‘
(Fy e No, Z,QR) z =y : z z#0
(FzeN)z=y: z x|y ’(VZEN,NO,Z,Q,R)m:y:Z‘ 0 ‘
(BzeNp,Z)xz=y: z x|y Aq(z#0 A y=0)
(FzeQR)z=y: 2z x=0 < y=0



66 2. MATEMATUYKA JIOTUKA

Ca Tako yBeIEHOM DPEJalrjoM JeJbUBOCTU UMAMO Aa U Hysa meiau Hyiay, Tj. 0] 0.
To he mam OuTy OUTHO KacHUje KOJ pejanuja, 3a Pe(IeKCUBHOCT.

Kanma kopucrure mperxomne jenHakocTu (eKBUBaJIeHIU)e) Ha KOJNOKBUjymy wmiau ucruty TPEBA
ATV KPARE OBPA3JIOKEILE!

Huop. mokaskmMo mpBe TpU jeTHAKOCTH ca OPOjeBHUM OmepaIidjama.

e (IreN)z=y+z & 1
KaKO 3a CBaka 2 npuponHa 6poja y u z, DOCTOju U HUXOB 30up (u oH je Takohe mpupoman 6poj),
To he yBek mocTojaTu mpuponan O0poj r =y + 2.

o (VzeN)z=y+2z & 0
u3pas y + z uMa jemHy GUKCUpaHy BPEIHOCT, 3a yHampen onpebene mpupomse OpojeBe y u 2, NOK
Ha JIEBOj CTPAHU J€IHAKOCTU I Y3UMa BPEIHOCT CBAKOI MPUPOIHOr Opoja, ma CTOTa JaTa jeIHAKOCT
He MOKe OUTU TAauyHa 3a CBAKO I.

e (eN)z=y+z & x>z
KaKo je y = x — z, TO 3a yHampen onpebhene mpupomaae 6pojeBe T U 2 YBEK MOKEMO OIPEIUTH Y TAKO
Ia BaKM JEAHAKOCT & = Y + 2, aju TO Yy jomr Mopa bury u nmpuponan opoj, tj. y =x — 2z € N. To je
UCIYEHEHO aKO M CaMo aKo je T > z.

2.7 IlpuMmeHe MCKa3HOT pauyyHa Ha IIPEKUJaUKe MpPesKe
" CKYyIOBe€

IIpuMmene McKa3HOT pauyHa Ha IMPEKUIaUKe Mpeske

Y snormukum kosnmMma ciaenehu enementu (y mUMa je yIMCAHO KOjO] JIOTMYKO) ONEpAIUjA OATOBAPAjY)
IpeacTaB/bajy Heranujy, KOHjyYHKIUjy ¥ oucjyHruujy (7, A, V):

a — a
a a na b— A anbacad 0 avbvcvd
d — d

Pan ca muma 6uhe unyctpoBan y HapegHUM TPUMEPUMA.
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ITPUUMEP 2.7.1. Ogpenutu ucka3ny Gopmyiay F' koja oxroBapa JaToM KOJIY.

N

q

Y

%

>

Wcnuratu na au je F' TayToaoruja.
Ha mu F npencrasmpa CKH®, CIH®, KH® unu IH®?
[Mpencrasutu F' y jennoj KH® u jemnoj AH®.

Peweme.  AKO Ha CBAKOM JIOTMYKOM KOJIy TPATUMO INTa MY je Ha yJa3y, a MTa Ha u3jna3y nobuhemo:
b * B 1P
q T\ . } aPAq
\ F

:

r {>‘; T 'I(p/\'l’r')
ar
F=(CpAgValpAr)

CKH® u CIH® uuje, jep 6u CBaAKU OUCjyHKT/KOH]JYHKT TpebaJyio Ja mMa cBe 3 MpOMeHmuBe (MU p U ¢ U
7).

KH® nwuje, jep cy unanoBu cmojeru ca V, a He ca A.

ITH® uwuje, jep 7(p A 17) HUje KOH]YHKT.

L a D

plglr|p|apAq|r|pAar|aa| LV D | mucjyHrT KOH]YHKT KOHjYHKT
0]0]0f 1 0 1 0 1 1 AapAgAaT D
0j0]1| 1 0 0 0 1 1 AapAgAT ap T
O(1(10Y 1 1 1 0 1 1 AapAgAaT ap
o111y 1 1 0 0 1 1 AapAgAT apoor
110]0| O 0 1 1 0 ap\Vvr

1(0(1] O 0 0 0 1 1 pAIgAT r
1(1(0] O 0 1 1 0 ap\Vr

1{1(1] O 0 0 0 1 1 PAGAT r

= HEje TayTojorujal

CKH® (a 10 jem KH®): F=(pVqgVr)A(GpVagVr).

CIH®: F=0pA1gAir)V OpAagAr)V pAgAr) NV (pAgAT)NV (D AgAT)V (DAgAT).
IOH® (a to je un KH®): F=-apVr. ]
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ITPUMEP 2.7.2.  Koaoxsujym 2014.

Onpenutu uckasny ¢Gpopmyiny F Koja oaroBapa OaTOM KOJY.

a .
b .
N
c—
F
N

15 T

Wcnuratu na gu je F' TayTosoruja miam KOHTPAIUAKI]A.
Ha mu F npencrasma CKH®, CIH®, KH® uau JTH®?
IIpencraButu F' y jennoj KH® u jemnoj JH®.

Pewemwe.  Vcrazna gpopmyna F kKoja oarosapa IaToM KOIY je F = ana ((bA¢)V(aA1bAd)) A(eVad).

p q r s F
[a]blcld][bAclanbAd]pVq](pVq)[cVad][a(cVad) [anrAs]
0]0(101]0 0 0 0 1 1 0 0
0]0]0]1 0 0 0 1 0 1 0
0j0|1]0 0 0 0 1 1 0 0
0]0]1]1 0 0 0 1 1 0 0
0]1(01]0 1 0 1 0 1 0 0
0]1(0]1 1 0 1 0 0 1 0
0[1{1]0 0 0 0 1 1 0 0
Oj1(1]1 0 0 0 1 1 0 0
1101010 0 0 0 1 1 0 0
11001 0 1 1 0 0 1 0
1101110 0 0 0 1 1 0 0
11011 0 1 1 0 1 0 0
1117010 1 0 1 0 1 0 0
111101 1 0 1 0 0 1 0
11110 0 0 0 1 1 0 0
1111 0 0 0 1 1 0 0

Kako cy y romonu F' cBe 0 1o je koHTpamurmuja. Kako ce y romoum F' jaBmajy 0 Huje Tayrosoruja.
Kako cy unanoBu y 3arpagama cuojeru ca A To mara Gopmyna ue moske outy arn CIAH® mu JTHO.

Kako unanoBu cuojenu ca A mmajy ox 1 no 3 npomensmuse, ne mory 6uru au CIH® uun CKH® (y muma
ce y CBaKOM TOM 4YJaHy jaBibajy cBe 4 mpomensmuse: a,b,c,d).

Iara dopmyna uuje nu KH®, jep cBu unaHoBM cmojeHM ca A He NPEACTaBILAjy AUC]YHKTe (Heramuja
nucjyukra, Hup. 1(cV 1d), auje mucjysrr!).

CHOH® me nocroju jep cy cse 0, anu JIIH® mocroju: F =-1aAa
ropma popmyna npencrasiba u KH®, jep nurepanu (e u a) npeacrasibajy u aucjyHrre!
Moria je 3a KH® na ce yame u CKH®, anu onna Tpeba ucnucarty CBe 4JIaHOBE:

F=(aVvbVvevd)A(aVbVeVad)A(avbVaeVd)A(aVvbVaceVad)A(aVabVeVd)A(aVabVeVad)A
(aVabVaceVd)A(aVabVaeVad)A(haVbVeVd)A(naVbVeVad)A(maVbVaeVd)A
(haVbVacVad)A(naVabVeVd)A(naVabVeVad)A(naVabVaceVd)A(naVabVaceVad)

JH® cmo morau ma mobujeMo U Tako INTO OM IPOIIIN HEramujoM Kpo3 gopmyay F':

F=aA(bVe)A(aVbVad)AcAd. [
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ITPUUMEP 2.7.3. Ogpenutu ucka3ny Gopmynay F' koja oxroBapa JaToM KOJIY.

a
b A\
c
A\ Vv F
B A}
L
WUcnuratu na au je F' TayToaoruja.
I[Ipencrasutu F'y jennoj KH® u jemnoj AH®.
Pewewe.  AKO Ha CBAKOM JIOTMUKOM KOJIY IPaTHUMO INTa MYy je Ha yJjaa3dy, a mTa Ha u3jaly godouhemo:
a
b A arbanc
c
A jabec F
N nasb

F=(aANbAac)V(abAc)V (naADb), oBo je u jenna JTH.
OsBa ¢opmyrna mHuje Tayronoruja, jep jezaa=b=c=0u F =0.
CKH® (m KH®): F=(aVbVe)A(naVvVbVe)A(naVabVac). ]

IIpuMmene mcka3HOT pauyHa HA CKYyIOBE

IIpeo hemo maTum KpaTro OOHaABJ/bAKE OCHOBHUX IOjMOBa Teopuje CKymosa.

Cryn u enemenm crkyna cy OCHOBHM MaTeMAaTWuKu mojMosu u He nedummmy ce’. Crora hemo ce

3aIpKATA HA MHTYUTUBHO] NMPEACTABM CKYINa, Kao Objemmmene Konmmuuue esnemeHara. Ilucaliemo p € A
akKo je p ejgeMeHT ckyma A.

Kox ckynosa Huje GuTan penoCiIen eleMEeHaTa, KA0 HU KOJIUKO C€ IIyTa HEKU €JIEMEHT jaBiba y CKYyILy
— rako HOp. umamo xa Basku {a,b} = {b,a} = {a,a,b,a,b}. Crym Koju HeMa HUjeNAH €IEMEHT HA3UBAMO
npaszan cryn u o3Hadasamo ca (). ITomeran ce kopuctu u o3Haka { }.

JTEPMHUIINIA 2.7.1. Axko cBaku enement ckyna A npumana u ckyny B, Tj. x € A = x € B, Tana
3a ckyn A xajkemo ma je nodckyn om B wiu Kazkemo na je ckynm A cadpocan y ckynmy B m TO o3HauaBamo
ca AC B. ¥Y ToM ciyuajy KaxkeMo 4 na je cKyn B wadckyn om A wiam kaskeMo na cKyn B cadpocu cKymn
A u 1o osmauaBamo ca B D A. 3a mBa CKyma KaskeMo ma Cy jednaka, A = B, ako m caMo aKO Campike
ucre eneMente, Tj. ako je ucrospemeno A C B u B C A. Ykonmuko A Huje moackyn ox B, To o3HauaBaMo
ca AZ B. 3a ckyn A kasxkemo ma je npasu nodckyn ckyna B, ako je A monckyn ckyna B u A # B; u
kopuctuliemo osznaky A C B (u cauuno 3a npasu nadckyn B D A).

Cana hemo HaBecTu OCHOBHE olepaluje Ha CKYIOBUMA.

5 Cawuno, He meduHMITy ce U MOjMOBU Gpoja, Tauke, MpaBe...
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JEPVHUIINIA 2.7.2. YKOIMKO 3HAMO MITa je ,,yHuBep3aJdHu' ckym (), OHZa MOKEMO Ia YBEIEMO
KoMnAeMeNnm CKyIa A, KA0 CKyI YMjU Cy €JIEMEHTH CBU eseMeHTH u3 () koju Hucy y ckyny A. Kommiement
ckyma A ozmauaBamo ca A. 3a nBa maTa ckyma A u B npecex je CKYII Unju Cy €JT€MEHTH CBU €JIEMEHTH KOjU
cy my ckyny A uy ckyny B u o3nauaBamo ra ca AN B. 3a ckynoBe A u B rakeMo na cy OucjyHkmmHu ako
je ANB =10. Ynuja je CKyll uMju Cy €JeMEHTU CBU €JeMeHTU Koju ¢y uau y A niu y B (1j. 6ap y jemaom
on ckynosa A u B) u osmauasamo je ca AU B. Pasauxa ckynoBa A u B je CKyl 4uju Cy €JIE€MEHTU CBU
esleMeHTH Koju ¢y vy A, a Hucy u 'y B (Tj. onu xoju cy camo y A) u ozsauaBamo je ca A\ B. Onepauujy
cumempuune pazaure ckynosa A m B mepurumemo ka0 A A B = (A\ B)U (B\ 4), Tj. To je ckyn umju cy
€JIEMEHTU CBU eJIEMEHTU KOju cy uiau camo y A wim camo y B.

Axo yBememo uckase a =,,x € A“ u b =,x € B*, onma cBakoj oa OBUX omepamnuja oarosapa cieneha
uckaszHa (GopMyaa Koja je mIpencTaB/beHA UCIOJ CINKE Ha KOjoj cy BeHOBmM mujarpaMm KOju oaromapajy
TOj OmEepaIuju.

CUMETPpUYHA

KOMIITIEMEHT Ipecek yHUja pa3IuKa, pas3imka
A ANB AUB A\ B AANB
Q ( ) ‘ A‘Zj A‘,B
aa alb aVb aANb aVb

IIPVMEP 2.7.4. Hexa je ckyn A nar mabpajamem cBojux exemenara A = {1,3,5,7,9}. Taj ucru ckyn
MOKEMO ONUCHO 3aJaTU Kao ,,CKyIl HemapHuXx jennoundpenux 6pojesa mnu kao A = {2k—1| k € Nk < 5}.
3a crkyn M = {1,5} Basku M C A jep cy cBu enementu ckyna M u exementu ckyna A (u jom je M # A).
Hera je B ={1,2,3,4}.

Tama je ANB ={1,3}, AUB ={1,2,3,4,5,7,9}, A\ B={5,7,9}, a AA B ={2,4,5,7,9}. m

Cana hemo HaBecTu jorn Heke CKyIIOBHE IIOjMOBe Koju he mam TpebaTu KacHuje, kol yBoDhema mojMa
penanuje.

JEPVMHWIINIA 2.7.3.  [apmumusenu ckyn ckyna A, y osnauu P(A), je CKyI CBUX MOACKYIOBa CKyNa
A, 1j. Baxkn na je P(A) ={B| B C A}.

ITPUMEP 2.7.5. Opgpenurn naprutusau ckyn ckyna A = {a,b}.

Pewewe.  Ilaptuturusau cryn je P(A) = {@, {a}, {b},A}. [ |

Hamomena. Kana ompebyjemo B C A, 3a cBaku esement u3 A mmamo 2 MmoryhuocTtu: wmiam na je y
noackyny B umm na muje. Crora je 6poj eseMeHaTa MapTUTUBHOT CKyla KOHAUHOT ckymna A, |A| = n, mar
ca [P(A)] =2". To cmo Beh mokazanu y Teopemu 1.2.2 y rnasu 1. KomGunatopuxka.

JNJEPVHUIINIA 2.7.4.  /exapmos npoussod ckynoBa A u B, y o3naimu A X B, je CKym KOju camp:Ku
cBe Moryhie mapoBe esemMeHnaTa, KOI KOjUX je IpBa KOOpIAMHATa U3 Ckyma A a mapyra u3 B, Tj. Baxku na
je Ax B =A{(a,b) | a € A,b € B}. Aro onpebyjemo IlekapToB NpOM3BOXA OBa MCTA CKyNa, KOPUCTAMO
osuaky A2, 1j. Baxu A2 = A x A. OBu mojMOBU ce MOry mpeHeTH u Ha JleKapTOB IPUO3BOI N CKYIIOBA:
Ay x A x ... x A,, OMHOCHO Kaaa MMaMoO Oa Cy CBUX N CKymoBa jemHaku A, tj. Ay = Ay =...= A, = A,
nMaMo o3Hary A".
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IIPUMEP 2.7.6. Ogpenuru Hexkapros npousson ckynosa A = {1,2} u B = {upsena, nnasa, Gena}.

Pewewe. Ax B= {(1, upsena), (1, mrasa), (1, 6ena), (2, upsena), (2, mnasa), (2, 6eﬂa)}. |

Hanomena. Heka cy A u B KoHauHM cKynoBu Taksu zxa je |A| =n u |B| = m. Kana onpebyjemo A x B,
3a IPBY KOOPAMHATY OMpPaMO IPOM3BOJHAH €JIEMEHT U3 A, MTO MOKEMO YUMHUTH HA N HAUWHA, a 33 APYTY
KOOPAMHATY OUpaMO MPOU3BOJBAH €JIEMEHT M3 B, mTo MOkKeMO yuuHuUTH Ha m Hauuna. Crora je Opoj
eseMeHaTa BUXOBOr [lekaproBor npoussona mat ca |A x Bl =m - n.

3a Kpaj OBOr TOryiaBba qalleMo HEKOJIMKO 3aJaTaka ca MUCMEHUX UCIUTA U KOJOKBUjyMA.

IIPUUMEP 2.7.7.  Koaoxsujym 2008.

IlaTa je ckymoBHaA (opMyJa ACC = (AuUB)NC =(AUC)n(AUB). a) Ilpencrasutu A C C,
(AuUB)NC u (AUC)N (AU B) npero Benosux aujarpama

6) IIpencraButu 0By (OpMYyIly IPEKO UCKA3HUX (OPMYJIA.

B) Ucnuraty na au je uckassa ¢popmyisa tayronoruja (Tj. ma U je MOJa3HA CKYIOBHA (HOPMyJa YBEK
TavHa).

Pewewe. a) Ha je A C C mokemo npencrasutu Ha cieneha 2 mauwna (y IpYyTOM CMO CTABUIM U CKYTI
B nma 6u HAM TOMOTJIO y JaJbeM Pe30HOBamy, a ca () cMO 03HAUMAM OHe NesIoBe OBUX CKYIOBa y KOjUMa
HeMa ejeMeHaTal).

3a neBy cTpany jenHakocTu (OHA je IpPeACTaB/HEHA CUBOM 0OjOM HA MOCIENE0] CIUNM Y PELy) MMAMO
cneneha npencraBmama BernoBum nujarpavumar

oAU - Y

AUB (AuB)NC JIeBa CTPaHa
3a mecHy cTpany jenHakoCcTu (OHA je IPeICTaB/bEHA CUBOM 6OJOM Ha MOCJenn0] cauiu) umamo ciaeneha
npeacTaBibamka BeHoBuM mujarpaMmMa

L Il B}

AuC AUB (AuC)N (AU DB) [eCHA CTpaHa

Hanomena. Ca oBux camka Bumumo na ¢popmyna (AUB)NC = (AUC)N (AU B) Baxku caMoO ako He
nocroju meo ckyna A koju ce e najgasu y C, 1j. kax je A C C.

6) Osmaunmo caa=z € A, b=x€Buc=x€C (ormajera=x¢ A b=ax¢Buc=x¢C). Tana
ckynosaa popmyna ACC = (AUB)NC =(AUC)N (AU B) npenasu y ucKasny (GpopMyIry

@=c) = (((a\/b)/\c) P ((a\/c)/\(a\/b))).
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B) (IIpeko Tabauie UCTUHUTOCTHU)

L P q D
la]blcla = claVb][(aVb)AclaVc](aVe)A(aVb)[p & q[L = D
0100 1 0 0 0 0 1 1
0|01 1 0 0 1 0 1 1
0(1]0 1 1 0 0 0 1 1
0l1]1 1 1 1 1 1 1 1
11010 0 1 0 1 1 0 1
1/0(1 1 1 1 1 1 1 1
11110 0 1 0 1 1 0 1
1111 1 1 1 1 1 1 1

Kako cMo mobusu cBe 1 y mociensmOj KOJOHM KOja OAroBapa AaTOM MCKa3ly, TO je OH TayTOoJOruja, Ia
nobrjaMo ma W MOJIa3HA CKYIOBHA (OPMYJIa BAKU.

Hamomena. Kako cy xonome L u D ucre mobujamo ma BasKM CTPOKMja MCKa3HA (a HA OCHOBY e U
CKyIIOBHA) (hopMyIia

(@ = c) & (((a\/b)/\c) s ((a\/c)/\(aVb))),

7). ACC & (AUB)NC=(AUC)N(AUB).

Kako je v(¢g) =1 u v(p) = 0 camo 3a (a,b,c) = (1,0,0) u (a,b,c) = (1,1,0). Hbouma oxrosapajy ckynoBu
ABC un ABC . 3naun, CKyIOBHU KOje CMO IIPEACTaBHAIA BEeHOBAM qujarpaMuMa Cy jeTHAKHA CAMO YKOIIKO
He Moke but @ € ABC U ABC , Tj. YKOIUKO TUX AEJOBA YOIIITE HEMA, ITO je CIydaj ako U CaMO aKO

je ACC.

IT Hayus (OUCKYCUjOM IO CJIOBY):

B) Y uckasuHoj popmynu (¢ = ¢) = (((a\/ b)Ac) < ((aVe)AlaV b))) CJIOBO @ Ce jaBJ/ba HAjBUIIE IIyTa
(4, nox ce b jaBma 2 myTa, a ¢ 3 myTa), ma NemMo y JUCKYyCHU]y KPEHYTHU OJ Hera.

1° axko je v(a) = 0 popmyna nocraje (0 = ¢) = (((O\/b)/\c) & ((0\/0)/\(0\/6))), Tj. 1 = (b/\c & c/\b),

IITO je eKBUBAJEHTHO ca bAc¢ < c¢Ab, koja je Tauna (jep je A cuMmerpuyHa QyHKIU]jA);

2° axko je v(a) =1 popmyna nocraje (1 = ¢) = (((1\/())/\0) & ((1\/0)/\(1\/1)))), KOja ce CBOIU Ha
dopmyay ¢ = (((lvb)/\c) & ((1\/6)/\(1\/1)))), 1j.¢c = (1Ac & 1A1),1j.¢c = (¢ & 1),

OITO jé €KBUBAJEHTHO Ca C = C, IITO j€ TAYHO.

Kako cMo y cBuM ciydajeBMMa IqOOMIM Oa je HMCKa3Ha (OpMyJsa TadHa, IOKa3alIM CMO [a je OHa
TAyTOJOTUja, Tj. Aa IOJIa3HA CKYIOBHA (OPMYJa YBEK BaKMU. ]

IIPUUMEP 2.7.8.  [lucmenu ucnum, janyap 2009.

Iara je ckymoBHa (GopMyIIa (AUB)\(CNnD)C (A\B)u(B\C)nD.
a) IlpencraButu neBy u gecHy crpany Gpopmylie Ipeko BeHoBux mujarpama.
6) IIpencraButu 0By (OPMYJy IPEKO MCKA3HUX (OPMYJIA.

B) Vcnuratun na sm je mckasHa ¢opmysa taytosoruja (Tj. Oa Jn je moiasHa CKyNOBHA (OPMYyJIa yBEK
TayHa).

Pewewe.  a)

AUB cnD (AuB)\ (CnNnD) JeBa CTpaHa
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A\ B B\ C (A\B) U (B\O) —|l=n eCHA CTPaHa

6) Oszmaunmo caa =2 € A (ouna je na=xz ¢ A),b=xz€ B, c=x€ Cud=z € D. Taga ckynosua
dopmyna (AUB)\ (CND)C (A\B)U(B\C)ND npenasu y uckasny Gpopmyiy

((avb)Aa(end)) = ((anab)V (bAac)Ad).

B) Osmaummo ca L= ((aVb)A(cAd)) u D= ((aAb)V(bAc)Ad). Taga mmamo Tabammy:

p q
’a‘b‘C‘d‘a\/b‘C/\d“l(C/\d)‘L“Ib‘d/\‘lb‘"lC‘b/\TC‘p\/(]‘D‘L:>D
0/0(0]j0] O 0 1 0]1 0 1 0 0 |0 1
0j0j0j1] O 0 1 0]1 0 1 0 0 |0 1
0]/0|1]0] O 0 1 0]1 0 0 0 0 |0 1
0j0f1]1] O 1 0 0]1 0 0 0 0 |0 1
0|1/0(0| 1 0 1 110 0 1 1 1 10 0
0j1)0f1| 1 0 1 110 0 1 1 1 |1 1
Of1{1(0| 1 0 1 110 0 0 0 0 |0 0
Oj1f1f1| 1 1 0 00 0 0 0 0 |0 1
110]0(0| 1 0 1 111 1 1 0 1 10 0
110|011 0 1 111 1 1 0 1 |1 1
110]1(0| 1 0 1 111 1 0 0 1 |0 0
110]1(1| 1 1 0 0]1 1 0 0 1 |1 1
111]0(0| 1 0 1 110 0 1 1 1 |0 0
1j1j0(1| 1 0 1 110 0 1 1 1 |1 1
111]1(0| 1 0 1 110 0 0 0 0 |0 0
(111 1 1 0 00 0 0 0 0 |0 1

Kako nucmo nobunu cBe 1 y mocienmoj KOIOHN KOja OATOBapa JaTOM MCKA3y, Taj MCKA3 HUje TayTOJOoruja,
ma nobujaMo na MOJIa3Ha CKYIOBHA (DOPMYJIa HE BarKU.

IT mayms (CynpoOTHOM HPETIOCTABKOM):

B) IIpernocrasumo na wuckaszua popmyna L = D uuje tauna. To je moryhe camo ykomuko je v(L) =1
n v(D)=0.

Uz v(L) = 1 nmamo ma mopa ma saxu v(aVb) =1 1 v(7(cAd)) =1. 3a npy oxn ose aBe popmyie
nmamo 2 moryhuocru v(a) = 1 nmm v(b) = 1. 3a apyry uckopuctumo Ile Mopranose ¢popmysie, na nMamo
na je v(ncVad) =1, mro omer nva 2 moryhinoctu v(c) = 0 mm v(d) = 0 (oBo cy Qarrmurm 4 cayuaja
KaJa je JecHa CTPaHa TadHa:
1° v(a) = 1,v(c) = 0; 2° v(a) = 1,v(d) = 0; 3° v(b) = 1,v(c) = 0; 4° v(b) = 1,v(d) = 0).

Kako moskeMo wHajmakmme ma HampaBuMO na gecHa crpana Oyme HemctunuTa? Ila tako mro hewmo
crasutu na je v(d) =0 (jep je newmoA0 = 0).

Tume cMo nobusu aa je, Hup. 3a v(a) = 1 u v(d) = 0, y3 mpou3BoLHE BPEIHOCTH 32 b U ¢ HaTa UCKA3HA
dopMyIa HETAUHA IIa CAMUM TUM OHA HUj€ TayTOJOTUja, MITO MOBJIAYM 14 HU MOJAa3Ha CKYIOBHA (OpPMyIa
HUje TadHa.

Hamomena. OBaj mMeTon ca CyOpOTHOM NPETIOCTABKOM, Kazaa je maTta (GpopMylia TayTOJOTHja je METOI
cBobema Ha ancypa! Tj. ako nomnazehiu ox cynporse npernocraBke JOOK)eMO HENITO MITO HYje TaYHO (KOH-
TPaIUKIU]Y), OHZA Ta MOJIa3HA CyNPOTHA MPETHOCTAaBKA HUje No0pa, Tj. maTa GopMysa je TayTOJOTuja.
Ako monasehu on cynpoTHe mpermoctaBke n00ujeMo HeKu ciydaj 3a koju Baku v(F) = 0, onga popmyna
F' Huje tayTosoruja. |
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2.8 Pesume

Y o0BOj riaBu CMO Ce€ HPBO YIO3HAJM Ca IOjMOM MCKa3a. J3aTUM CMO YBeJIU OCHOBHE JIOTUYKE
onepanuje 1 oMoy HUX CMO MOTJIK [a HAIPABUMO CJIOKEHU]Ee MCKA3€e. 3a CBAKy OX OCHOBHUX JOTUUYKUX
omepanuja (Heramuja, KOHjYHKIA]ja, MUCjyHKIMja, IMIUIMKAI] &, eKBUBAJEHIN]a, €KCIIY3UBHA IUC]YHKIN]A )
CMO HaBeJu Tabiauiy, Kao M KAKO MOKEMO yOp3aHO Ia MOmyHmaBaMO Tabiaume. 3aTUM CMO €€ yHO3HAJN
ca MOjMOM TayTOJOTUje W BUX CMO UCIUTUBAJIM HA BUIIE HAUMHA — CBODEHmEM Ha MO3HATE TAyTOJOTH]eE,
IpPEeKo Tabiuna UCTUHUTOCTU, METOAOM IUCKyCHUje IO CJIOBY U MeTonoM cBohema Ha amncypn (cynporhe
npernocraske). HaBeau ¢cMO ¥ MHOIITBO NMO3HATUX TAYTOJIOTH]A.

Cunenehu meo uyumHe Majgo HampenHuje Teme, a TO Cy DynoBe (yHKuMje, Ka0 YOIIMNTEHa OCHOBHUX
gornuknx ¢yuermuja. Ilomohy caBpimene mucjyHKTUBHe HOpMajHe (opMe, KA0 U CaBpIIEHe KOH]yHKTUBHE
HOpMaJHe (opMe CMO MOKa3aJau na ce bmio koja ByrnoBa ¢yHknmmja Moske mpencTtaBuTh camo HoMohy
Heramyje ¥ MUCjyHKOUje (MimM Heranuje W KOHjYHKIMje). YOommTeme Tora je u mojaM 0Oaze BymoBux
¢yurnuja. Hakon Tora cmo ce 6aBuian mpeamKanKuM padyHOM. 1y CMO yBeau KBAHTU(PUKATOPE 32 CBAKU
V u nmocroju 3. Ha kpajy Tor morzasspa cMO gaju aBe Tabuauie pa3HuX (OPMyIa ca KBAHTU(PUKATOPUMA
KOje Cy Be3aHe ca NOJACKYIOBMMa U CKyIOBUMa OpojeBa.

IMocnemmu neo OBe riaBe UYMHE NPUMEHE WCKA3HOT PadyHa Ha NPEKUIAUKe Mpeske (UOAK CTe BU
Enerkrporexanuapu!), ka0 1 Ha IOKA3MBAWmE CKYNOBHUX jeAHAKOCTH. Ty CMO Ay U OETAHaH yBOI Y
CKymOBe, O uera he HAM HEKM mOjMOBH, mOmyT JlekapTOBOr MpPOM3BOAA, TPebaTH KACHUjE Kaaa YBOANIMO
mojaM peJjaluje.

2.9 IIunrtama 3a mpoBepy 3Hama

35. llIra je nuckaz?

36. Koje ocuHoBHe mcKa3He omepanuje 3HAIIL?

37. Koja o1 OCHOBHUX MCKa3HUX OIE€paluja HUje CUMEeTpUYHa !
38. [IpencraBu MMIIMKAIA]Y TPEKO OUCjYHKIUj€ W HeTraluje.
39. [IIra je Tayrosoruja, a mra KOHTPAIUKIUja T

40. [1a 5u je Heramuja KOHTPAIUKIM]E YBEK TAYTOJIOTUja?!
41. Y uemy ce cacToju MeTOIa AUCKYCUje IO CJIOBY?

42. Y ueMy ce CacToju MeTOIda CYIpPOTHE IIPETIOCTABKEe?

43. HaBenu 5 Tayrosoruja.

44. HaBenu 5 KOHTDPAIUKIN]A.

45. Kako ramacu ne Mopranoso npasBuio?

46. Ila au nmocroje jemnounane 6a3e BynoBux ¢yHrmuja?
47. Ha gu {7,V, A} uune jenny 6a3y Bysosux ¢pysrnumja?
48. Koje kBanTU(UKaATOpPE 3HAII!

49. Karko ce medunume cumerpudHa pasimka 2 ckyna? Koja mormuka omepanuja oaroBapa CKYIOBHO]
omepanuju CUMeTPUYHE pa3yuke?

50. Koja smornuka omepamnuja oaroBapa CKYIOBHO] peJlallju HMOACKYII?!
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3. Penamuje

3.1 OcHoBHe 0COOMHE OMHAPHUX peJaluja

IMoxceTrMo ce HEKMX OIepanuja ca CKyNOBUMAa Koje Cy HaM moTpeGHe 3a yBoDeme mojMa pesanuje.
Ilekapros mpoussBox ABa ckyna neduaumemo Ha caenehu mauma: X XY = {(z,y) |z € X,y € Y}. 3a
JlexkapToB TPOM3BOM CKyTa ca camuM cobom mmamo X2 = X x X = {(z,y) | z,y € X}.

IIPUMEP 3.1.1. Hexa je A = {1,2,3}. Onpemuru A>.

Peweme.
A2 =Ax A={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)}. |

JEPVHUIINIA 3.1.1.  Dunapra peaayuje 0 Ha HEIPA3HOM CKyIy S je 6mio koju monckyn lekaproBor
npousBoma S2, Tj.
0 C 5%

Penamuja ¢ = () masuBa ce npaszna peiammja, AOK je peramuja o = S? ynueepzaana (mma nomnyna)
peaayuja.
Axko je (a,b) € p To hiemo xpahe nucaru a b, a axo (a,b) € p To hemo nucatu a g b.

IIPUMEP 3.1.2. Cxyn o = {(1,3),(2,2),(2,3),(3,2)} je jemna pemamuja (jep je o0 C A?) ma cxymy A
YBEICHOM y TIPETXOIHOM IPUMEDY. [ ]

JEPVHUIINJIA 3.1.2. Penamuja ¢ va crymy A je:

o pefaexcuena, P, ako (Ve e A) xzouwx;

o cumempuura, C, aKo Ve,ye A) xoy = youx;

e anmucumempuuna, AC, axko (Ve,y € A) zoy N yoxr = x=y;
e mpanzumusna, T, aro (Ve,y,z€ A) 2oy N yoz = x0z.

Hanomenumo a Ce aHTUCUMETPUYHOCT MOMKE 3a0aTU U KaO:

(Vo,y€ A) x#y ANroy = y 4 =

JESPVHUIINJA 3.1.3.

Penanuja 0 HA CKYILY A je pesayuja EKBUBANEHYUTE aKo je pedaercuBHA,
cumerpuyuna u tpamsutusHa (P, C, T).

Penamuja o ma crymy A je peaayuja nopemra (mmm ypehewe cryma A) ako je pedIeKcuBHA,
anTucuMmerpuuna u tpausutusHa (P, AC, T).

Hanomena. Kana He Basku Heka on OBUX OCOOMHA IOBOJLHO je Hahwm jemaH KOHTpaIpUMeD, & aKO BaKW,
OHJIA MOPAaMO [a IOKayKeMO [1a BasKM 3a CBe ejeMeHTe m3 S HaszHaueHe y HEHO] Je(UHUNUjU.

Ose nojmose hiemo miaycTpOBaTU HA HEKOJIMKO IIPUMEPA.

IIPUMEP 3.1.3. Mcnouratu koje ox osux ocobuna mMma penamuja ¢ = {(1,3),(2,2),(2,3),(3,2)} u3
Mpumepa 3.1.2.
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Pewewe. P Osa penamuja muje pediercusHa, jep 1 g 1.
C Osa penamnuja Huje cumerpuuna, jep 1 03 = 31, anmu mu umamo 3 4 1.

AC Osa penamnuja HUje HU aHTUCUMETPUYHA, jep 203 A 3902 = 2 =3, mTo HUje Ta4HO, jep cy 2 u 3
pasnunuuTty 6pojeBu.

T Osa penamnuja HUje HU TpaH3uTuBHA, jep 1 03 A 302 = 192, a vu umamo ga 1 g 2, kao u
302 N 203 = 303, amuumamo 3 4 3.

Iakne, nara penanuja HeMa HUjeOHY On ocobmHa penarnuja n3 ledwurunuje 3.1.2. ]

Hamomena. Bumumo na y oBuMm ocobuHaMa HEKU OI X, Y,z Mory ouru mehycobuo jemmaku!!!

IIPUMEP 3.1.4. IlepmunumunMo penanujy Ha CKYIy NPUPONHUX OpOjeBa, TAKO Ma Cy ABa NPUPOIHA
Opoja y penanuju ako u caMo ako cy jenHaku. [lokazaTtu ma je oBO u pesanuja eKBUBAJICHIVjE U PEIIAITjA
mopeTxKa.

Pewemne. OsBa penamnuja je pediekcusHa, jep je cBaku 6poj jennak camom cebu. Cumerpudyna je, jep u3s
T =y ciuenu ma je u y = x. AHTUCUMETpPUYHA je, Jep U3 & =y U y = & CJIequ Oa je U & = y. T paH3uTusHA
je,jepuz x =y uy =z cirenu na je x =y = 2, OOHOCHO & = 2.

Kako je oBa penamuja pe¢iiekCMBHA, CUMETPUYHA U TPAH3UTUBHA TO je pejalija eKBUBAaJIEHIUje, a KaKO
je pe(rexkcuBHA, AaHTUCUMETPUYHA U TPAH3UTUBHA TO je U pejaluja IOpeTKa. |

Hamomena. Penanuja jeqmakocTu je MCTOBPEMEHO W peJalidja €KBUBAJEHIMjE W pejaluja mopeTkal
WNako 3Byum ma je aHTUCUMETPUUHOCT HENITO CYIPOTHO OJ CHUMETPUYHOCTH, OBa pejaluja je IPUMED
Ia peJjalyja MOKe UMaTU MCTOBpeMeHO 00a oBa cBojcTaal

IIPMEP 3.1.5. Heka cy 3a 6uiio Koju KOHAUAH HENpa3aH CKyll A u Henmpa3aH MOACKYI S MTapTUTUBHOT
ckyna P(A), penanuje g1 u g2, nepunucane Ha CKymy S Tako ma 3a 6uno koje X,Y € S Basku

ned
XaY <« [ XI<Y|, XY & [X[>2]Y]

rae |A| osnauasa 6poj ememenara ckyma A. OBe pesanuje cy pe(UieKCUBHE U TPAH3UTUBHE DeJalije Ha
CKymy S, aju HUCY HU CUMETPUYHE, HU AHTUCUMETPUUHE. |

IIPAUMEP 3.1.6. Ha ckyny R mara je pemanuja

ned
roy <— x<y.

Penanmja < ma ckymy peasnux 6pojeBa je caMo TpaH3uTuBHa (OcTase ocobune Hema — morasgute!). W

IIPUMEP 3.1.7. Ha maptutusaOoM ckymy P(A) mempasnor ckyma A nara je pemammja

ned
XoY +— XnY=0

OsBa penamnuja je caMO CUMETPUYHA. [ |
3.2 IIpencraBisbame peJianuja

Bunapuy penanujy ¢ Ha KOHAUHOM CKyIy A ca n ejeMeHaTa MOMKEMO MPEACTABUTU Ha cienehie Haunne:

e CKyIIOBHO — Kao ckyl ypehenux naposa enemenara u3 ckyna A (y meduuunuju 6GuHapHe penanuje
Ha KOHAuHOM CKymy A mmvamo ma je oma moackym lexaprosor mpoussogaa A% = A x A);

e TalJMMYHO - TAKO IITO Ce HAUPTA Tabyiuna yuje BPCTE U KOJOHE IPENCTaBbajy eleMeHTe A, a 3aTuM
ce y ImpeceKy BPCTe T W KOJIOHE Y CTaB/ba | YKOJIUKO je x oy, a 0 YKOIUKO HUje T oy, Tj. x gy (decto
ce ymecto cumbouna 1 u 0 kopucre T u L, anu TakBa Tabiauna je HENperJienHuja, a Uy epu padyHapa
kopuctulieMo padyHapcke o3Hake!);
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e rpadoscku — momohy opujerTmcasor rpada’, Tako ITO ce CBAKK eNEeMEHT CKymna A ImpencraBu
YBOPOM, & 3aTUM C€ YBOPOBU I U Y MOBEKY I'DAHOM O T Ka Y KO je T 0.

Osne hemo mopen mpencraBsbama pejaluja Ha OB HAYWHE, HATU Y KAKO MOYKEMO YTBDAATU OCHOBHE
ocobuue peranyja u3 rpada um Tadaure.

IIPUMEP 3.2.1. Ha cryny {1,2,3,4,5,6} moskemMo ma mepuHMIMEMO OUHADHY DeNannjy @ TAKO IITO
hemo pehu na je T 0y ako u caMo ako je T Mame Of Yy U T OeJu Y, Tj.

ned
xoy <= xz<y A x|y

I[IpeacraBut; OBY pesanujy Ha CBe HADpOjaHe HAUUHE.

Pewewe.  Penanmjy o umbe caemehu mapoBu eseMeHaTa:

e={(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,4),(2,6), (3,6)}.

1 2 3 4 5 6 6 5
110 1 1 1 1 1
2/0 0 01 01
3/0 0 0 0 0 1 1 4
410 0 0 0 O O
5/0 0 0 00O O
6/0 0 0 0 0 O 9 3
Tabesa 3.1. Ciauxa 3.1. Cauxa 3.2.

Y Tabemm 3.1 je mar rtabamunm npukas penarmuje ¢. Ha Cammu 3.1 je mpencraBi/beHa OBa
penamuja omrosapajyhum opujentucanum rpadom. O3HaKy UBOpa MOMKEMO CTABUTU U YHYTAp 4BOpA,
mro je mpuka3ano Ha Coumm 3.2. |

Cama hemo maru tBpbhema koja HaM moMa:ky mOa YCTAHOBUMO KOjeé OJ OCHOBHUX OCOOUHA
(peduiekCUBHOCT, CUMETPUYHOCT, AHTUCUMETPUYHOCT U TPAH3UTUBHOCT) UMA peJlalija HA OCHOBY H€HE
Tabaune uau rpada.

TEOPEMA 3.2.1. Heka je penamnuja ¢ Ha komautgoMm ckyny A mara tabaudno.

e Penanuja je peieKCUBHA aKO M CaMO AKO Ce Ha CBUM MO3MIMjaMa Ha TJIABHOj JUjarOHAJNA' HAJIA3M

1.

e Pesanuja je cuMmerpuyHa ako U CaMO aKO 3a CBAKU IIAD €JIEMEHATa KOjU Cy CUMETPUYHU y OITHOCY
HA TJIABHY AMjarOHANy Ba:kM na cy jemnaru (unm oba 0 mmm oba 1).

e Pejanuja je aHTUCHMMETpMUYHA aKO U CaMO aKO 3a CBaKU Iap eJeMeHaTa KOju Cy CHUMETPUYHU Y
OIHOCY Ha TJIABHY IUjarOHAJy Baku na Hucy oba 1 (Moske Ourtu mim ma cy oba 0 wiu na je jeman
0, a mpyru 1). L]

Bumnmo na u3 tabanme He MOKEMO & YCTAHOBMMO 1A JIM j€ pejalrja TPAH3UTWBHA. 10 MOKEMO Ha
OCHOBY Trpada peanuje.

Canma hemo HaydYUTH KAKO MOXKEMO Ia YCTAHOBMMO KOj€ O OCHOBHUX OCOOMHA pejaiuja mMa Ha OCHOBY
wmeHor rpada. Hakorn Tora hemo matu m BusyenaHy mpencraBy THX OCOOMHA HA OCHOBY rpada pesanuje.

6
7

dPopmanna nepumHMIMja OpUjeHTUCAHOT rpada je mara y HapenHOj IIaBU.
I'naBHa qujaroHaJa je AMjaroHasa KOja UAe OJf FOPHET JIEBOT yIila IO AOHEr AeCHOT yIia KBaApaTHe Tadiaune (CIumdHo
Kao Koz MaTpunal).
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TEOPEMA 3.2.2. Herka je penamuja @ Ha KoHauHOM ckyny A mara mnpeko oxrosapajyher
OPMjeHTUCAHOT T'pada.

e Penanuja je pegiercuBHA aKO U caMO aKO Ce KOJ CBaKOI YBOPA T Haja3y mersba (HeTiha je rpaHa
KOja [oJIa3y M3 U 3aBPIIAaBa C€ Yy TOM UBODY ).

e Peyanuja je cumeTpmyHa ako ¥ CaMO aKO 32 CBaKa ABa PA3jIWYUTa UYBOPA T U Y BAKU Na WIU HUCY
CIOjeHU HUjeTHOM I'DAHOM WMJIU CY CIOjE€HU Ca MBe I'paHe CYNPOTHUX OPUjEHTAI]ja.

e Pesanuja je anTucuMeTpuvHa aKO M CAMO aKO 33 CBAKA [BA PA3JIMUYNTa YBOPA T U Y BAKU O HUCY
CIIOjeHM ca IBe IpaHe CYIPOTHUX OpujeHTanuja (Tj. Aa WIM HUCY CIOjeHU HUjeIHOM DAHOM WU CY
CIIOjEHU Ca TAYHO jeIHOM T'PAHOM).

e Penanuja je TpaH3UTUBHA aKO M CaMO aKO 3a CBaKe NBE paHe KOje Ce HAIO0Be3yjy, MOCTOjU rpaHa
(T3B. ,,mpeuynna’) KOja BOAM OJ MOJA3HOT YBOPA IIPBE IPaHe [0 3aBPIIHOI YBOpa APyre paHe, Tj.
ako mocroje rpaue (z,y) u (y,z), oHga nmocroju u rpasa (z,z). ]

3a CBOjCTBO TPAH3UTUBHOCTU MO:KeMO kKopuctutu u cienehy ocobuny. Pemanuja je TpaHsuTuBHA ako
1 caMO aKO 33 CBAKU YT Y OPUjEeHTUCAHOM rpady HOocToju ,mpedmnna’ ny:kuHe 1, Tj. mIOCTOju rpaHa Koja
craja MOYeTHy U KPajiby TAUYKy TOT IyTA.

IIpencraBumo cse cayuajese u3 Tephewa 3.2.2 u rpaduusn (ma Caunu 3.3 je npukaszana pediiek-
cuBnoct, Ha Cuunnm 3.4 je cumerpuunocrt, #a Chaumu 3.5 je antucummerpuunoct, ua Ciaunu 3.6 je
TPAH3UTUBHOCT):

Y Y Yy Yy
o ~ L~
Q -
x (o] -~ N~
P C
Ciauxa 3.3. Cauxa 3.4.
Yy Yy Yy Yy z

AC T
Cauxa 3.5. Cauxa 3.6.

IIpu nposepu ycaoBa TpaH3UTUBHOCTU 3a rpaHe (z,y) u (y,z), ako je jeaHa ox BUX HeTIba, yCIOB je
3aI0BOJbEH. Y CYIPOTHOM IOCTOj€ IBa CIydaja: aKo Cy YBOPOBU I, i U Zz PA3JIMYUTUA U aKO je T = 2 # Y.
Kama cy x, y u z pasauuuru, tana tpeba ma mocroju rpada (x,z) (npukaszama Ha Caunu 3.6 meBo
KUCIPEKUIAHOM JUMHUAJOM cuBe 60je).
Kama je © = z # y, omma Tpeba ma mocroju merda (r,z). Aim y OBOM CiIydajy MOKEMO y3€TH U
OOPHYTHU peNocien rpaHa;

(y,2) A (z,y) = (¥,9),

na caenu ma tpeba ga moctoju jom jemma mersa (y,y). Crora y 0BOM ciydajy TPAH3UTUBHOCT IIOBJIAYMU
na MopaMmo uMmaTu Ase neribe (npuxasase Ha Cuannu 3.6 IeCHO UCHPEKUIAHUM CUBUM JIMHUjAMA).

Hamomena. V13 Tabuure ce He MOske AUPEKTHO OAPEINTU 4 JIU j€ peJlanrja TPAH3UTUBHA. 1y je rpagosc-
KU OPUCTYI y NPETHOCTH, I'ae NheMOo penoM IpaTWUTU IO ABEe I'DaHe KOje Ce HAIOBE3Y]y U MCIUTUBATHU Ia
au nmoctoju u Tpeha rpaHa kKoja ce jaBjba y TPAH3UTUBHOCTHU. Y KOJMKO DPeJallvja HUje TPAH3UTUBHA,
IOBOJLHO je HalM jemaH KOHTpAIpHUMeEp, ajll aKo jecTe, IOTpebHO je mposepuTy cBux n® Moryhux msGopa
x,y,z € A, rme je |A| =n.
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IIPUMEP 3.2.2. Ilara je penaunja o = {(1,3),(2,2),(2,3),(3,2)} (u3 npumepa 3.1.2 u 3.1.3) Ha crymy
A ={1,2,3}. llpeacraBuru je HA onKCaHE HAYMHE, a 3aTUM UCHUTATU (HA OCHOBY Tabiuue u rpada) Koje
0l OCHOBHUX OCOOMHA mMMa.

Pewewe.  IlpencraBuhemo oBy pesanujy Ha cienehe HaumHe: TAKO MITO HAOPOJUMO CBE €JIEMEHTE KOjU
Cy y peJllaluju U KOjU HUCY, IPEKO TabJunile M IPEKO OPUjeHTUCAHOr rpada.

e MorkeMo HAOpOjaTH CBE €JIeMEHTEe KOjUu Cy y peialuju:
103,202,203 u3p2.
Tarobe MoskeMo HAOPOjaTH U CBE €JIEMEHTE KOjU HUCY V Pelalujn:

141,1462,261,341u3g 3.

o Tabnuuno:

3
1
1 U
0

Tabesa 3.2. Tabesa 3.3.

e IIpeko omrosapajyher opujertrcanor rpadga:

Cauxa 3.7.

Cana hemo ucnuraT OCHOBHE OCOOMHE OBe peJialuje.

P Osa penanuja uuje pedaecusna, jep 1 g 1.

OBo moskemo Bugetu u u3 Tabene 3.2 (Ha raaBHO] AUjaroHa]u OM MOPAJIU Aa MMAMO CBe 1) U u3 opujen-
tucanor rpada ca Caure 3.7 (KOx cBakor eseMeHTa 6M MOPAJIM Aa UMaMO MET/bY, a He caMoO KO1 2).

C Osa penamnuja Huje cumerpuuna, jep 1 03 = 31, anmu mu umamo 3 g 1.

OBo Moskemo Bumeru u u3 TabGesne 3.2 (eqeMEHTU CUMETPUYHU y ONHOCY HA TVIABHY MUjarOHAJY MODA]y
outu mehycobuo jemnaku) u u3 rpada ca Cuure 3.7 (u3meby cBaka nBa pasnuuura 4BOopa GU MOpAIH
na umamo uiau 0 unu 2 rpase).

AC Osa penamnuja HUje HU aHTHCUMETPUYHA, jep 203 1 302 = 2 = 3, WITO HUje TAYHO, 3aTO IITO Cy
2 u 3 paznuuutu OpOjeBU.
OBo MosxkeMo BugeTy u u3 Tabese 3.2 (ereMeHTH CUMETPUYHU y ONHOCY Ha IJIABHY AWjarOHAJY HE MOTY
06a 6urn 1) u u3 rpada ca Cnure 3.7 (usmebhy cBaka nBa pasmaumumra uBopa mMopa outy wiu 0 mam 1
rpasa).
T Huje un TpausutusHa, jep 1 p3 1302 = 102, a Mu umanvmo 1 g 2.
Iahemo jom jeman koHTpanpumep (KOju Huje Tako ouurienad): 302 u 203 = 303, a 3a peranujy o
Bavku 3 4 3.
OBo moxemo Bugetu u u3 rpada ca Caure 3.7 (360r rpana (1,3) u (3,2) umamo oyt 1 —3 — 2, na Mmopamo
nMaty u rpany (1,2) kojy memamo!), nok uz Tabese 3.2 TO HE MOKEMO yOUUTHU.

Y oBuM ocobuHaMa HEKU O &,Y,z Mory outu Mehycobuo jenmaru! |

ITIPUMEP 3.2.3. Heka je pemanuja ¢ ma crymy {1,2,...,n} peduekcusBHa, CUMETpUYHA U AKO j€
1<i<j<k<nuiok, ranajetipjujok. Onpenuru cBe TakBe penanuje 3a n = 3.

Pewewe.  Ose pemanuje nmpso hiemo 3amaTu mpeko ckyna ypebheHux maposa.
o1 =9{11,22,33} 0o ={11,12,21,22,33} o3 = {11,22,23,32,33}
04 ={11,12,21,22,23,32,33} o5 = {11,12,13,21, 22,23, 31, 32,33}

Panu Behie npernemsoctu cmo nucanu ij ymecro ypebenor mapa (i, j).
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Q1 1 Q1 zl 51
02 o 2 o 02<>30 2 3 2 3

3

Cuauka 3.8.
OBe penanuje cy penoMm npencTaB/beHe IPEKo oarosapajyhnx opujertucanux rpagosa Ha Counu 3.8.
|
Hamomena. Moske ce mokasartu na je 6poj oBakBux penanuja Ha ckyny {1,2,...,n} jennax Katamanosom

opojy C, = %H(zé') KOJU Ce jaBjba y MOCTa NPUMEHa y PauyHApCTBY (6pOj KOPEKTHUX HU30BA 3arpana,

kao un 6poj ypebennx Gunapuux crabana je ucro Cp). Bume o Karananosum Gpojesuma moxke ce Hahn

y [17].

3.3 PeJnainuje ekBUBaJICHIIN]j€E

IlonceTumo ce ma je penamuja exKBUBaJIEHIWje, pejlaludja Koja je pedIeKCUBHA, CHUMETPUYHA U
TpaH3UTUBHA. Y HapEeIHOM mpumepy cycpehieMo ce ca jeTHOM TAKBOM PEJIAIM]OM.

ITPVIMEP 3.3.1. Hexka cy naru ckyn A = {1,2,3,4,5,6,7} u merosu y3ajaMHO AUCjYHKTHU IIOACKYIIOBU
By ={1,2,3}, By = {4,5} u B3 = {6,7}. Ha ckyny A moxkemo na mepunumemo penamujy o Ha caemehn
HAYMH:

Ty <& T Uy Ipunanajy UCTOM HoICKymy B;.

[Tokazartu ma je penammja ¢ pejanuja eKBUBaJIeHIUje Ha CKymy A.
Pewemwe.  Opa pesamyja je ounriaenHo pedIeKCUBHA U CUMETPUYHA. 1 PAH3UTUBHOCT CJIEIU U3 YUHCHUIE
Ia, ako je TPy U Yy Pz, Tala T U zZ IPUIaLajy UCTOM IOACKYILy KOMe IpuIana 1 y. Rako y mpumanga TavHo

jemHOM TOACKyMy B;, jep Cy OHM y3ajaMHO MUC]YHKTHU, TO U & U Z IPUMALAjy OBOM MCTOM MOACKYyTy B,
na 3aKbpydyjeMo na je T o 2. ]

I[Iperxomau npumep yjenuo miaycrpyje u cienehy medbuHuUnmjy.

JEPMHUIINIA 3.3.1. Heka je ¢ pesnanuja ekBuBaJieHIuje Ha ckymy A u meka je x € A. Cryn
Co={yeAlzoy}

Ha3MBa ce waaca exeueancnyuje enementa x. Ilomekan ce xopucre m osmake [v], [], m x\, 3a K;acy
€KBUBAJICHIIjE €JIEMEHTa .

Hamomena. Kiaca ekBuBasenuuje (360or 0cobuHE CUMETPUYHOCTU DEJIALM]E CKBUBAJEHIU]E) MOKE Ce
nepunucaru u kao Cp, = {y € Alyox}.

ned
IIPUMEP 3.3.2. Ha crymy {11,22,34,36,56} je marta pemaumja ¢: T oy < pasnuka 306upa

nugapa 6poja r m 30upa nugpapa Opoja y je memusa ca 3.
a) HaBpojaTu cBe eneMeHTe KOju jeCy M KOjU HUCY y Pelanuju o.
6) IIpencraBuru marty penaunujy TabaryvHO U HPEKO rpada.

B) Ilokaszatu ma je TO pesanuja eKBUBAJCHIU]E U OJPEIUTH CBE KIIACE €KBUBAJICHIU]E.

Pewemwe. IlojemnocraBuMmo pesmanujy o. Bpoj je memuB ca 3 ako um caMo ako je meros 36mp nupapa
IebUB ca 3, Ia Ce pejanuja CBOAU HAa:

T 0Y aKO U CaMO aKO je pa3jukKa T — Yy OesbuBa ca 3

(Tj. ma GpojeBu T U Y HAjy UCTU OCTATAK DU HEJHEHY ca 3).
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a) Y penamuju cy: 11911, 11 056, 22 022, 22 934, 34 0 22, 34 9 34, 36 0 36, 56 ¢ 11, 56 o 56.

Y penaunuju sucy: 114 22, 11 4 34, 11 4 36,22 4 11, 22 4 36, 22 4 56, 34 4 11, 34 4 36, 34 4 56, 36 4 11,
36 g 22,36 g 34, 36 g 56, 56 g 22, 56 g 34, 56 g 36.

0) llary pemnanmjy moskeMmo npencrasutu tabiauuno (Tabesa 3.1) u npero opujentucanor rpada (Cun-
ka 3.1):

o |11 22 34 36 56
1111 0 0 0 1
2210 1 1 0 O 56
340 1 1 0 O
36/0 0 0 1 0 0
5611 0 0 0 1
Tabesa 3.1. Ciuka 3.1.

B) OBa je penammja P (y tabauim cy esleMeHTH HA TJIABHO] AMjArOHAJNU jeAHAKA 1; y rpady BUAUMO 1a
KO/l CBAKOT UBOPA UMAMO METILY ).

Osa je penanuja C (y Tabauuu cy €JeMeHTH, KOjU CY CUMETPUYHU Y OJHOCY HA IJIABHY AUjarOHAJLY,
mebycobuo jemnaku; y rpady sumumo na usmeby nsa pasaumuumra yBopa mMamo wiam O My gBe rpane).

Osa penanuja zuje AC (me Basku 11 956 u 56 p 11 = 11 = 56).

Osa je penamuja T (BumuMmo ca rpada, jep 3a cBe IMyTeBe IOCTOje U ,upevune’ nyskuHe 1).

Osa pesnamuja je P, C u T, ma je penanuja erxBuBasenuuje (kaxko Huje AC oma Huje penamuja

noperkal).
Knace exBuBasennuje cy:
[11] = [56] = {11, 56}, [22] = [34] = {22, 34}, [36] = {36}. |

Hamomena. Mo:ke ce mokasaTu 1a je 0Bako 3anara pesnanuja ¢ (Tj. £ 0y AKO U CAMO aKO je T — Y HeJbUBO
ca 3) u Ha CKymIy Heaux OpojeBa jenua pesauuja eksuBasenimje. OBa penamnuja ce Ha3UBA KOHZPYEHUUIQ
no mooyay 3 m o3HaudaBa ce ca x =y (mod 3). Kopucru ce u o3naka x =3 y. Kourpyenuuje no moxyiry
uMajy 3HadajHy yiaory y Teopuju 6pojeBa.

TEOPEMA 3.3.1. Hexra je o pemamuja exBuBasennuje na ckymy A. Knace ekBuasennuje mmajy
caeneha cBojcTBa.

a) Csaka kuaca je menpasna - kaaca C, canp:xku 6ap eJeMeHT .
6) YkOIMKO Cy [OBa eJeMEeHTa & U Y y peJaluju ¢, Tala Cy HBUXoBe kKnace jemHake, Tj. Cp = Cy.

B) YKOIUKO T U Y HUCY y PeJaluju 0, Tala Cy BUXOBe Kiace aucjyrkrae, Tj. Cp N Cy = 0.

r) YHuja CBUX KJaca €KBUBAJICHIUjE je jeqHakra mesoMm ckymy A, Tj. Bawum A = U C,.
T€EA

Jloxas.  a) 3a cBaku x € A, 360r peduercuBHOCTH je = 0, na je x € Cy.

6) Heka je z oy (ycnen cumerpuunoctu je u y px). Canma uz w € C, cuenu ma je w oz U T 0y, 0a U3
TPaH3UTUBHOCTY UMaMO w 0y, Tj. w € Cy. Tume cmo nokazamu na je C, C Cy. Taxobhe Basxu u 06puyTO,
Tj. u3 w € Cy cnenu na je woy M y ox, Na uMaMo M w o, Tj. w € Cy. Tume cmo nokazamu na je Cy C Cj.
Ns C, CCyuCyCCycnemu na je Cp = Cy.

B) Heka je z g y. IIpermocrasumo ma mocroju a € Cp NCy. Tama je x pa u a ¢y, Ia, HA OCHOBY
TPAH3UTUBHOCTHU, N00OMUjaMo Oa je X 9y, UITO je y CYIPOTHOCTU Ca MOJIa3HOM IpeTrrnocTaBkoM. VI3 mobujene
KOHTpaIUKLIuje 3akbydyjemo na knace Cp u Cy Mopajy 6utn mucjyskrHe, Tj. na Baku Cy N Cy, = ().

r) U3 nepunannuje knace exkBuBasieHnnje nobujamo na 3a cako x € A Baxu ma je Cp C A, onakine cienn
n na je |J C; C A. Ca mpyre crpane, 3a cBako y € A Baxu na je y € Cy C |J Cy, ma 3arkmpydyjemo na je

r€EA T€EA

ACUUC,. Iz YUC, CAuwAC | Cp nobujamo A= | C,. Ul

rEA xEA rEA €A
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Ha ocuoBy Tepbema 3.3.1 mox 6) u B) ciemu na, ako ABe kKjiace [z], U [y], HACY NUCjyHKTHE, Tj. aKo
uMajy Hempas3aH IPECeK, OHJAa MOpajy naa Oymy jemaHake.

IIPUMEP 3.3.3. Hera je penamuja o mara Ha cienehu HauyuH:

acd 2 2
Vz,yeR) zpy <= zy—zx=yz—y.

ITorazatu na je p penamnuja exkBuBajeHnuje Ha ckymy R.

Onpenutu kiace ekBuBasieHnuje ememenara 0, 1, —3, 2 u %

Pewewe.  YcioB kojum je nepuHHCaHA pesalnyja MOKEMO TPaHC(HOPMUCATU:
Toy & y—a=yr-y & =00 & f(z)=f(y)
z¢4+1  y*+1
rae je f(z) = x;j_ T Mosxe ce mokazaTu (pemaBameM kBaapathe jemmaumse yr? — (y2 + 1)z +y = 0 mo
x) ma je
voy & (@=9)V(e=1).

Ucnurajmo ocHoBHE ocoOuHe penanuje ¢ Ha ckymy R:

P fl@)=f(2) = zox; V

C 2oy = fl@)=fl) = fly)=[flr) = yox; V

AC :L'Qymygxéx:yHeBamH,jepje2g%H%92,a27é%; |4

T zoymyez = f@)=Ffy) ufly)=/,(2) = fl@)=f(2) = zoz. V

Kako je penannja ¢ peduexcusHa, cumerpuyna u tpausutusHa (P,C,T), oHa je penanuja ekBuBajeHnn]je.
Kako muje AC, To HUje penanuja MOPETKA.

Kiuace exkBuBaseHnuje cy:

0] = {0}, [1]) = {1}, [-3] ={-3,—3}, 2 = [5] = {2, 3}. u

IIPUMEP 3.3.4. UVcuwratu na am je penamnuja ¢ JeQUHHUCAHA KAO

e 2 2\/.2 2
zoy <= (z*—y)(zy"—1)=0

jemHa pesanuja eKBUBAJICHIMjE HA CKYIY PEAJTHUX OpojeBa. Y KOJUKO jecTe, ONPEIUTU KIace €KBUBAJIECH-
muje [0], [1] u [2].

Pewewe.  IIpBo hemo yTBpauTu Kama Cy IBa €JIEMEHTa y PeJIalUju.
roye (2 —y)@?YP-1) =02 =y umrtyi =1 rs=ywmazr=—y Mnmx:%mnmz: 771
Iaxkie,
xT=1y
T=-y
Ty & 1
Yy
r==1

7 .
P z=zx,najexpox. v
C Ako je z oy, ouma umaMo 4 cayudaja:

1°xz =y, 2° x=—y, Fr==- u 4°z==".
Pasmorpumo cBaku on BUX MOHAOCOD.
1=y = y=z = you; °cr=—y => y=—xr = you;
3°x:%:>y:%:>ygx; 4°x:_71:>y:_71:>ygx.
Kako cmo y cBa 4 cayuaja mobunm x oy = Yy 0T, IOKA3aJIX CMO Oa je pejanuja 9 CUMeTpUYHA. v
T Axo je x oy, onna numamo 4 ciydaja u, ako je y 0z, oHga nmamo 4 ciayvaja, mro naje yKymHo 4-4 = 16
cayuaja (mro 6u M3UCKUBAJIO NOCTa BpeMeHa u npocrtopa), te hemo npubehin penyrnuju ciaydajesa.

Axo je z oy, omma nmamo 2 ciydaja 1° 2 =y% u 2° 2% = y%
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Axo je y 0 z, onna mmamo 2 caydaja a) y? =z u b) y? = 5.

To maje ykymuo 2 -2 =4 cayuaja:

1°0) 22 = g2, y? = 22, 1°%) 22 = gy, ¢ = 2%7 2°0) 22 = y%’ w2 = 22 m
2°b) 22 = y—12, y? = z% u y cBa 4 ciaydaja ce nobuja rzoy N ypz = Tz, Ia je pejanuja ¢ TPAH3UTUBHA.
v

Kako je P,C,T, penanuja g je penanuja eKBUBAJECHNOUjE HA CKYILy PeaJHUX OpojeBa.

OnpenuMo TpajkeHe Kiace eKBUBAJIECHIM]e: 0]={yeR |00y} ={0},

[1}:{:‘/6R|1Qy}:{1a_1}’ [2}:{y€R|29y}:{2a_27%>_71}' u

JEPVHUIINJA 3.3.2. Hapmuyuja cxyna S (rme je S # @) ma k menpasHux monckymnosa, k > 1, je
ckyn nmonackynosa {Si,Ss, ..., Sk} TakBuX ma BayKu:

e S;NS;=03acBako i # j n
e S=5USU...US.

3a mapTuimjy CKyma ce MOHEKa,l KOPUCTU U HA3UB Pasdujame ckyna.

W3 Tepebewa 3.3.1 BuauMo na Ccy pa3ianyuTe KIace €KBUBAJICHIM]E HEKE peJalldje eKBUBAJECHIMjE 0
Ha ckymy A y3ajaMHO INCjYHKTHe, a Ia yHUja CBUX KJIaca €KBUBaJIeHIUje maje meo ckym A. 3arto cse
KJace eKBUBAJICHIUje oBe penamuje o6pasyjy jemny maprunujy ckyma A. Mebyrtum, Bakw m obparHo:
CBAKO] MapTUIMjU CKyIa OAroBapa pejaliija eKBUBAJIEHIMje Ha TOM CKYILy, Yhje Cy KJace €KBUBAJIECHII]E
ynpaBo eneMenTu maprurnuje. To cmo Bumenu y Ilpmmepy 3.3.1, a cama hemo matu m oxrosapajyhe
TBpDeme.

TEOPEMA 3.3.2. Heka je C naprunuja ckyna A u ¢ penanuja Ha ckynmy A medmnucana kao
oY & T U Yy npunamajy ucToM ejgementy naprurmje C.

Tana je p pemanuja eKkBUBAJICHIM]E UMje Cy KJIACE €KBUBAJICHIMje yIpaBo exeMenTu naprunuje C.

Zloxaz. Penamumja o je pediercuBHa M cuMeTpUYHA O CBOjoj medmuunuju. Heka je cama x oy u y o 2.
ITowrro je C mapruunuja ckyna A, nocroju tauno jeman nonckyn C € C rako ma y € C' (y cympoTHOM, ako
6u mocTojasa ABa pa3IUUMATA MOACKYNA KOJU CaIp:ke Yy, OHIA OM OHM MMAJU HENpa3aH MPEeCek, MTO je
Hemoryhe). Cana usz x py cnequ na ¢ € C m u3 y 9 z cnemu na u z € C, TaKO a 3aKbYUyjEMO Ja BasKn
x 0z, jep nmpunanajy ucrom einementy C naprunuje C. [Ipema tome, ¢ je TpaH3UTMBHA pejanuja, ma je u
penanuja eKBUBAJICHIA]E.

C mpyre crtpane, kao mrTo cMmo Beh Bumesu, 3a cBako r € A mocroju Tauno jeman moackyn C € C
takaB na r € C. Kuacy exksusanenuuje C, enemMenTa I MO NePUHUNNJA UMHE CBU OHU €JEMEHTU Yy € A
roju takobe mpunanajy C, omakie Buaumo na je C, = C, Tj. Kilace eKBUBAJIEHIIje CY yIPABO €JIEMEHTHU
naprunuje C. Ul

DBpoj maptunnja ckyma ox n eigeMeHara Hasusa ce Denoe 6poj B(n), a, mpema mperxomaom TBphemy,
nMamo na B(n) npemcraBiba u Gpoj pa3iudUTHX PEJaluja €KBUBAJICHIM)E HA CKYILy Ca 7. eJleMeHaTa.

IIPMEP 3.3.5. Ogpemumo cBe moryhe pesanuje eKBUBaJIEHIIje HA CKYIy S, ako je:
a) S={1}; ©6) S={12}; B) §={1,23}.

Peweme.  a) OBme mmamo camo jenny penanujy exsupasentmuje o = {(1,1)}.

6) OBzme mmMaMo IBe pejanvje eKBUBAJIEHIN]E

01 = {(la1)7(172)7(231)7(272)} n 02 = {(171)7(232)}
Penanuja g1 omrosapa camom ckymy {1,2} (1 cam ckym je cBoja COnCTBeHa mapTUluUja), AOK 02 OATOBAPA
pasbujamy ckyna S Ha moxckymnose {1} u {2}.
B) Cryn {1,2,3} moxxeMo pas3burn Ha noackynose Ha cienehie Haumne (cBaku o4 BUX oxpebyje mo jexny
peJslanujy eKBUBAJICHIU]E):
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{17273} 01 { (253)7(3’1)’(372)’(3’3)}
{L2tu{3t  e2={
{1.3buf{2} s =A{
{23001} oa=A{

{Lhu{2U{3} o5 ={

Ilakse, yKynHO MMa 5 peJlanuja eKBUBaJeHIMje Ha crymy {1,2,3}. ]

Cana hemo maru jemso tBpbeme Ge3 gnokasza (moka3 moskere mahim y [17]), koje Moskemo ma
MCKOPUCTUMO 33 M3pauvyHaBame bejgoBux Opojena.

TEOPEMA 3.3.3. DBesoBu OpojeBu 3a10B0J/baBajy PEKYPEHTHY Be3y

Bn+1) =Y <Z)B(k), roe je B(0)=1. O

k=0

IIPUMEP 3.3.6. Vspauynajmo Benose Gpojese B(n), 3a 1 <n < 11:

Pewemwe. I[Momohy mperxomue perypentHe ¢opmysne mnobujamo Tabemy 3.2. To je mmz A000110 y
Enyuxaoneduju yeaobpojruz nusosa [15].

n [1(2|3|4|5| 6 7 8 9 10 11
B(n)|[1[2|5|15|52|203|877 |4140 | 21147 | 115975 | 678 570

Tabesna 3.2.

3.4 Pegnamuje mopeTka

JNEPNHUIINIA 3.4.1. Penanuja xoja je P,AC,T masusa ce peaayuja nopemra uau ypehewe (a 3a
ckyn X raskeMo nma je ypelen ckyn).

3a pesanujy DOpeTKa KaKeMO Ia je peaauuja momankoz nopemra YKOIUKO 33 CBaKa 2 €JIEMEHTA T U Y BaKU
na je x oy nam y o x (Taga KajkeMo ma Cy cBaka 2 eseMeHTa ynopenusa). Ckyn cHAGIEBEH ca PesalyjoM
TOTAJHOT TMOPETKa HA3WMBaMO U saHay. Penamuja mopeTka Koja HUje pejaludja TOTAJHOT MOPETKA HA3UBA
ce peaauuja napyujasroe nopemra.

3a pesanujy moperka heMo yBeCcTU jOIl HEKOJWKO IOjMOBa W matu TBphema Be3aHa 3a HUX.

JEPVTHUIINIA 3.4.2. Heka je p penanuja noperka Ha CKymy X.

Enement a € X je najmanu enemenm ckyma X axko Baku
VreX) apu.
Enement a € X je najeehu enemenm cryna X axo Bakm
(Vxe X) zoa.
Enement a € X je munumanan enemenm ckyma X ako BaKud
1(FJzeX) (z#a A zga).
Enement a € X je marxcumanan esemernm ckyna X ako BaKu

13z eX) (z#a A aox).
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3Hauu, eJeMeHT ¢ je HajMamM yKOJIWKO jé MamWu O CBUX OCTAJUX, Tj. BAXKU a 9 T 3a cBe T € X.
Enement a je MUHUMAJIHU €JIEMEHT YKOJUKO HE MMOCTOJU €JIEMEHT KOjU je MamhU O Ebera.

Cuanuno, enemeHnT a je mHajBehum yronawmko je Behw ox cBuxX ocranux, Tj. Baxku T 9 a 3a cBe z € X.
Enement a je MmakcuMaJaHu €JI€MEHT YKOJUKO HE MOCTOjU €JIEeMEHT Koju je Behu on mera.

Konx pesmanuja Ha KOHAYHOM CKyIy KOje Cy IpeIcTaBjbeHe rpadoM, U3 YBOPA KOJU OArOBAPA HAJMAHEM
eJIeMEeHTY BOIU I'PAaHA Ka CBUM OCTAJINM YOBOPOBMMA, NOK 38 MUHUMAJIHU €JIEMEHT 13 lbeMy oarosapajyher
YBOpa CaMO M3ja3e rpaHe (M HUjeqHA HE yJIa3u Y Hera).

Cunuuno, y 4BOp KOju oaroBapa HajselieM eseMeHTY BOJe IpaHe M3 CBUX OCTAJUX YOBOPOBA, HOK 33
MAKCUMAJIHU €JIEMEHT y HeMy oarosapajyhiu 4Bop camo yiase rpaHe (U HUjeIHA HE U3JIA3U Y HEra).

TEOPEMA 3.4.1. Axo mocroju Hajmamu enemenT ckyma X (y OmHOCY Ha pemaumjy 0), OH je
jemuucTBeH. Tama je TO U jeUHU MUHUMAJIAH €JIEMEHT.

Ako mocroju majsehu enement ckyna X (y omHOCY Ha penanmujy @), OH je jemmucTBeH. Tama je To u
jeomHU MaKCUMAJIaH €JIEMEHT. O]

O6puyTO He MOpa na Baskn (y ciayuajy GeCKOHAUHMX CKYNOBA), NOK KOJI KOHAYHMX CKYNOBA BAaKU A
AKO CKYIl UMa jelaH MUHUMAaJaH (MAKCUMAaJIaH) eJeMEHT Taaa je OH u HajMamu (HajBehwu) emement.

JEPVIHUIINIJA 3.4.3. Heka je ¢ peranuja moperka Ha ckymy X u Heka je A C X.

Esemenr a € X je dowa meha (mim doma 2panuya WA MUHOPaHMa) CKyna A ako BaKU
VexeA) aox.

Hajseha moma meba masuBa ce un@umym ckyna A u o3zmauasa ce ca inf A.
Enement a € X je ecopwa mela (mnu zopma epanuya Waum majopanma) ckyna A ako Basku

VzxeA) zoa.

Hajmama ropma mebha masuBa ce cynpemym ckyna A m o3HauaBa ce ca sup A.

Ypeben ckyn y koMe cBaka IBa €JIE€MEHTa UMajy CYIpPeMyM U MHOUMYM Ha3UBa ce pewemra (U Mpemnca).

TEOPEMA 3.4.2. Cpaku JaHaIl je U peleTKa. O

O6puyTo TBpheme He BaKu.

3a rpa¢uuko IpencTaBbame ypeDheHnX KOHAUYHUX CKYIOBa, OCMM yobOudajeHor IpadOBCKOI IPUKA3A,
ropucre ce u Xaceosu ujazpamu.

JNEPUHUIINIA 3.4.4. Heka je (X,0) ypeben ckyn. Emnement x € X je wenocpednu npemzodnuk
enemenTa y € X ako je r # Y, T 0y, ¥ HE MOCTOjU z € S, PA3IUYNAT O & U Y, TAKAB A je T Q2 U Z 0 Y.
Jlpyrum peumMa, & je HEIOCPEIHU NMPETXOAHUK O Y AKO HUjeJaH IPYTU eJeMEHT CKyna A He Moke Ia ce
,cmectu® uameby x u y.

ITpeko memocpenuor nperxonuuka y ypebenom ckymy (X, 0) moskeMo 3a cBaku eneMeHT ckyna X Ia
OpeIMMO HErOB HUuB0 Y OJHOCY Ha Pesalujy Q.

Enement 2 € X je ma auBoy 0 ako HeMa HEIOCPEIHUX MPETXOMHUKA (eaeMeHTH Ha HUBOY 0 ce HA3uBajy
amomu). Y CympPOTHOM, €JIeMEHT Z je Ha HuBoy k, k > 0, ako uma 6ap jeJHOT HEMOCPEIHOT NMPETXOTHUKA
Ha HUBOY k — 1, HOK CBUM OCTaJM HErOBU HEMOCPEIHU MPETXOMHUIM uMajy HuUBO He Behu on k — 1.

Cana ce Xaceos dujazpam cryna (X, p) nobuja ua ciaenehu Hauus.

Cpakoum enementy m3 X npuapy:kyje ce jeman usop mujarpama. CBu oBu uBOpoBU ce mopebajy mpema
BUXOBUM HMBOUMA, moueBmu ox HuBoa (0 Ha mHy &m0 HajBeher HMBOa Ha BPXY, W CBAKWA YBOD CE CIaja
JUHUjaMa Ca CBUM CBOjUM HENOCPEIHUM IIPETXOTHUIMIMA.
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Ose nuHMje MOTYy OUTV HEOPHUjEHTUCAHE WU Ce OHE OPUjEHTUILY, O YBOPA MaWmer HUBOA Ka YBODPY
Beher HuBoa, na OU ce HArIACUIIO KOJU je eJIeMEHT ca KOjuM y pejanuju. Jemhe ce KOPUCTU OPUjEHTUCAH
XaceoB mujarpam.

IIPUMEP 3.4.1. Ompenutu (meopujentucan) Xaceos mujarpaM 3a mnapiuujanaao ypeben ckyn

(P({lv 273})7 < )
Peweme.

Y oom XaceoBoM aujarpamy je mpasaH CKyI ()
ua HuBOY 0, Ha HuBOY 1 cy {1}, {2} u {3}, ma mHUBOY
2 cy {1,2}, {1,3} u {2,3}, mok je ma HUBOY 3 1eO

cryn {1,2,3}.
|
ITPUMEP 3.4.2. Oppenutu (opujentucan) XaceoB aujarpaM 3a naprujaiaso ypeben ckyn
({1,2,...,9},] ). Tloncermmo ce aa je | penammja nemuBocTH, Koja ce nepunume: a | b < (Ig € Z) b=a-q.

Pewemwe.

8
Kako 6poj 1 menu cBe ocrtajie, OH je Ha HUBOY
4 6 9 0, ma muBoy 1 cy mpoctum O6pojeu 2, 3, 5 u 7, Ha
HuBOy 2 cy 4, 6 1 9, nok je Ha HuBOY 3 camo 8.
2 5 7
|
1

IMIPVMEP 3.4.3.  Opujentucann Xaceos mjarpam toranno ypebenor ckyma ({1,2,3,4},<).

Pewemwe.

Ny

Ha caumu neBo je mat XaceoB mmjarpam TOTaJ-
HO ypebenor ckyna (u3 merosor usriena je jacHuje
3aI0TO ce Ha3uBa JaHal!).

Y wmemy je 6poj 1 ma muBoy 0, 2 je Ha HuUBOY 1,
3 Ha HUBOY 2, IOK je 4 Ha HUBOY 3. |

W3 maumHa kKoHCTpyKIUje XaceoBOr aAujarpaMa MOKEMO Ia BUANMO Ja CY €JIEeMEHTU Ha UCTOM HUBOY
HeynopenuBu. V3 oora 3akmydyjemo ma kox ToranHo ypebenor ckyna (wam saHma), KoJ KOra Cy CBaka
IBa eJIeMeHTa YIOpEeaWBa, HAa CBAKOM HUBOY MOCTOju TadHO jeman eimement. Crora je XaceoB mujarpam
JaHIIA ({1,2,3,4}, <), IpUKa3aH Ha MPETXOJHO] CJIWUIY JIEBO, MHOI'O j€THOCTABHUJU W IMPETJIETHU)U HETO
onrosapajyhu rpadoBcku mpmra3 UCTOT OBOT CKyIa ({1,2,374}, <) KOjU je maT Ha CJIUIUA IECHO.

IIPUMEP 3.4.4. Iucmenu ucnum, dedpyap 2009.

Heka je p 6unapna penanuja mepumucana Ha S C RT tako ma 3a cse z,y € S Bakn

ned
b G NP
3y

Toy

a) Ioxkazatu ma je (S, p) napuujanuo ypeben ckym.

6) Ilpencrasuru penanujy rpadgom u Tabaudno, ako je S = {%, 1,v/3,n, 5}.
B) Hahu cympemym u undumym noackyna T = {1,1/3,5}.

r) Ha mm je (S, ) pemetka, rae je S = {1 1,v/3,7,5}7
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Peweme. Ha ocmoBy ummenune zga je S C RT cmemu ma cy cBu z,y > 0, oa HejeIHAKOCT KOjOM je
3azaTa pesjanuja MOKEeMO ma HOMHOxkuMO ca 3y > 0 (u mehie ce memaru 3uak!). Omarie nobujamo ma je

ned
roy < x-+5y=06y, T1j.

ned
TOoY <= xT=Y.

a) 3a penamujy > 3HaMO [a je pesanuja IOpPeTKa (& TO MOKEMO U MOKA3aTH — AHAJIOTHO K0 U 33 PeJanujy
< m3 Banmatka 3.4.6.), ma je u penanuja ¢ peaanuja nopetka, Tj. (S, ) je napuujanno ypeben cky.

WNako je mperxomHO MOBOJLHO Oa KaKeEMO, cana heMo cTporo (GopMaJsiHO M IIOKA3aTH Na je 0 peJaluja
mopeTKAa.

P Kaxro je o >z 3a cBako x € RT, To je oBa penamuja pediekcuBHa.

AC Ako jex >y umy>2x OHIA je £ =Y > T, IIa KAKO je T = T, TO U Y IPETXOIHUM HejeIHAKOCTUMa MOPa
Ia BayKU 3HAK jeTHAKOCTH, Tj. HOOMjaMoO Oa je & = Y, OJMHOCHO pejlaluja @ je aHTUCUMETPUYHA.

T Axo jex >y uy>2z oHma je x >y > 2, Tj. T >z, OOHOCHO pejalyja ¢ je TPAH3UTUBHA.
Kaxko je osa pemamuja P,AC,T ona je penanuja mopeTka.
0)

0
T
2
1

V3

s
)

e e ]
== = = O
HH»—‘OO%

w

— = O O Oy
= O O O O|ut

B) lopme mebe ckynma T cy cBu 6pojesu a, TakBu ma je x o a (1j. ¢ > a) 3a cee x € T. Cynpemywm je
Hajmama (y ommocy Ha 9) ropma meba, Tj. supT = 1.

Iome mebe ckyna T cy cBu GpojeBu a, Taksu 1a je a oz (Tj. a > x) 3a cse ¢ € T. Nupumym je najseha
(y ommocy Ha p) noma meba, Tj. inf T = 5.

r) Kako je penamuja > penamuja ToTanHOr moperka (JaHAIl) HA CBAKOM CKYIy S, TO je OHA W DelleTKa.
|

IIPUMEP 3.4.5. Koaoxsujym 2011.
Iata je penamnuja

0: XY g T =y WIM aKo je y < x u 306up mudapa 6poja y menm 36up nupapa Opoja x
ma crymy X = {11,20,22,32,50}.
a) HaGpojaTu cBe eneMeHnTe KOju Cy y DEJAljy 0 U KOJjU HUCY Y DeJannju Q.
6) IIpencraBury marty penauujy TabaruHO 1 HPEKO rpada.
B) la nu je nara pesnanuja pediekcuBHA, CUMETPUYHA, AHTUCUMETPUYHA, TPAH3UTUBHA!
r) Vcnuratu na au je TO pesanuja eKBUBAJEHIMjE U/UIU PEIANN]a TOPETKA.

1) YKOJMKO je TO peslalnyja eKBUBAJEHIje ONPEIUTH CBE KIaCe eKBUBAJIEHNN]e, & YKOINKO je TO pesann)ja
TMOPETKAa MPEACTABUTU je€ MPEKO XAaceoBOT maujarpama, WCOUTATUA O JU je TO pejanudja TOTAJIHOT WU
MapIrjalHOr TOPETKA U OAPEIUTV MUHUMAJHE, MaKCUMAJHEe, HajMame 1 HajBehe enemenTe ckyna X.

Pewewe.  ©)
11120]22]32]|50
I[1]0]0]0]0 11
2001170010 50
221117100 20
32100010
500]0]0]1]1

32 22
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B) OBa je penanuja P (y Tabaumu cy eneMeHTH Ha TJIABHO] AWjarOHAIMW jeAHaku 1; y rpady BUAUMO xa
OKO CBAKOI YBOPA MMAaMO HETILY ).

Osa penamumja mnje C (amp. 20 o 11, a 11 g 20).

Osa je peaanuja AC (y rabaunu mehy maposuma esemMeHaTa KOjU Cy CUMETPUYHU y OIQHOCY HA TJIABHY
nujaronany HemMa 1 u 1; y rpady Buaumo na usmeby 2 paszmumuura usopa mmamo wiu 0 miaum 1 rpany).

Osa je penamuja T (Bumumo ca rpada jep Kan rom mMamMo 2 rpaHe KOje ce HaI0Be3yjy UMaMo u
,IIPEUnIly“: TPAKTUYHO Ty CUTAIU]Y caMoO umamo kox 22 020, 20 o 11 = 22 o 11).

r) Osa penannja uje C, ma Huje pesalyja eKBUBAJICHIU]E.

Osa penamnuja je P, AC u T, na je pemanuja moperka.

1) OBo je penammja naprujassor mopeTka (HUje TOTAJIHOT MOPETKA jep HUCY CBaKa 2 eJeMeHTa yIopeanBa,
anp. 11 4 50 u 50 g 11; a uu Xaceos amjarpam joj Huje gaHan). XaceoB mAujarpaM OBe pejanuje je:

11
32 20
50 22

Enementn 50 u 22 cy MuHUMAaJIHY, 1a HE IOCTOjU HAJMAMHU €JIEMEHT.
Enementy 32 u 11 cy MakcuMaJsH{, Ia He IIOCTOjU HajBehu enxeMeHT. ]

IIPUUMEP 3.4.6.  [Tucmenu ucnum, janyap 2009.
Ucnuratu na nm je penamnuja ¢ nqe@uHMCaHA Kao

oy & ay<y’
penamuja mopeTka Ha ckymy: a) N mpupomaunx 6pojesa; 6) Z meaux Gpojesa.

Pewewe. a) Penammja o je nepunucana na ckymy N, ma cy csu 6pojesu nosutusau. CTora ycioB Kana

ned

Cy IBa eJeMeHTa y peJammju, T oy <= zy <y, MoxeMo ma momeaumo ca y > 0 (36or y > 0 mehe ce
MemaTHh 3Hak!), ma mobujamo ma je
ned
roy <= TSV,

a 3a pesanujy < MO3HATO je na je pejaluja MOpeTKa, aju NeMO TO OBIEe W MOKA3aTH.

Kako je x <z = z oz, 1j. oBa je pemanuja P.

Osna je pemamuja AC: <y, y<x = <y <, a KAKO BN & = & TO y NPETXOAHO] HEjeIHAKOCTU
CByIa MOpa Ja BaKU 3HaK jeTHAKOCTHU, Ila je T =Y.

Osa je penamuja T: z <y, y<z=>zz<y<z =< 2.

Osa penanuja je P, AC u T, na je u penanuja moperka.
6) Basku 19 —1jepjel-(—1)=—-1<1=(-1)2u —1p1ljepje —1-1=-1<1=1%2 Axo 6u Baskuia

AHTUCUMETPUUHOCT, Tamga Ou mManau ga je 1 = —1, mro Huje Tayno. Twme cMO MOKA3aau Oa peanuja g
Ha ckymy Z muje AC, ma oHa HHUje pejanuja MOPETKA. |

Hanomena. Osa pesaunuja Huje C (mnp. 1 <2 = 2<1 |4)7 ma HUje pejaluja eKBUBAJICHIN]jE.

IIPUMEP 3.4.7. Tlokasatu na je penammja | (,,nenun”) pemamuja mopetka ma ckymy S C N, a na mwmje
penanuja mopetka Ha Z. Ila nu je 0BO pesanuja TOTAJHOD WK IAPINjaJTHOT MOpeTKa?

Ia au je crpykrypa (N,|) pemerka?

Pewewe. Kaxko z | z (jep nocroju k € Z rakso na je ¢ = k-x — 1o je k =1), oBa je penauuja P.
Osa je penamuja ACyzeN: z |y, y|le =>y=k-x,x=L-y = x =L -k -z (0OBa jeAHAKOCT BaKU 34
ceako t €EN) = 0 -k=1=k=1,£=1 (jep cy k,£ € N) mu xonauno, uz £ =1 =z =y.
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Y cryny Z jennauuna £-k = 1 numa u pememe k = £ = —1, Ha OCHOBY KOje KOHCTPYUIIEMO KOHTDAIIPUMED
3a AC: 2| -2, -2|2=2=-2 |1' OBuM CMO TOKa3aJIM Ja PeNaluja OeJbUBOCTU HUjE PEJIAINja MOPETKA
Ha CKymy Z.

Osa je penamuja T: x|y, y |z = y=k-z,z=m-y=z=m-k-x (akmeN=>m-keN) = z |z
Ocobure P, AC u T Baxxe y N, ma u y cBakoM merosoM nonackymy, S C N, re cMmo mokasanau na je |
penamnuja noperka y S C N.

Ila 5u je 0BO peJsanyja TOTAJHOT WU MAPIUjAJHOD TOPETKa je TPUK nuTame! 3aBucu ol Tora mTa je
crym S!

Hup. ako S mma camo 1 esemeHT miu 2 ejgeMeHTa O KOJUX jeIaH Nejau APYTU OHIA je TO peJialy)ja
TOTAJHOT MopeTKa. S Moxe 6utum u Geckomauan: 3a S = {2F: k € Ny} To je Takobe pemanuja ToTamzor
OpeTKa.

Y HapemHOM 3aJaTKy ajeMO mpuMepe CKyna S KO KOjUX je OBO peJialyja MapIrjaHOr IOPETKA.

Y cxyny N nocroju uadumym 3a 6mio koja 2 6poja (to je H3II — majsehwm 3ajemauuru nenumnarn), a
cynpemyM 3a 6usno koja 2 6poja je H3C (majmamu 3ajemauuru canpskanan). Crora je crpykrypa (N, |)
pemeTka. |

Hanomena. Yecra rpemka je na je .k jemuno cioBo koje 3uaTe”! Ako x | y onna crasumo na je y = k- x,
a3a y |z y ncnurusamy AC Tpeba y3eTu HEKO HOBO CJIOBO, HOP. { 1 oHga umamo na je x = £-y. Caudno
yMmecto 2 mytTa k, y3eau cMmo k m m npu ucnuruBamy T.

ITPVIMEP 3.4.8. Heka je penauuja ,nenu”, |, (13 npeTxonHor 3azarka) 3alarTa Ha CKYILY

a) $=11,2,3,4,5,7,8,9,10, 16, 50,125,160}; 6) S=N; B) S =Ny =NU{0}; r) S=N\{1}.
Yroauko je S KOHAUaH HAUPTATU XaCeoB IUjarpaM OBE peJIalluje.

IMra cy majsehu, HajMamu, MAKCUMAJHN ¥ MUHUMAJIHA eJeMeHTH (yKOIUKO mocToje)?

Ila nu je oBa penanujcka CTPYKTypa pemerka?

Peweme.  a) Xaceos mujarpam 3a penamujy nesmuBocTu Ha ckymy S = {1,2,3,4,5,7,8,9,10, 16, 50,125,160}
(To je jenuHUM KOHAYaH CKyI) je mpukasad Ha cienehio] coumm:

160

OpmaBne BuauMo na je 1 HajMamU €JIEMEHT, a CAaMUM TUM TO j€ U jeIVHU MUHUMAJHU €JIEMEHT.

OBa cTpyKTypa mMa BUIIE MAKCUMAJIHUX ejemenara: 7, 9, 25, 160. Kako mMa Buie MakCUMaJIHUX
eJeMeHATa OHA HeMa HajBeNu esleMeHT.

Nuadpumynm 3a 6uno koja 2 6poja, a u b mocroju (amu to muje H3Il — mmp. inf{50,125} = 5, a
H30(50,125) = 25!!) jep ce mo XaceoBoMm amujarpamy MoskeMo cunymrary nonaszehiu oxm a mo Hajseher
3ajemHUUOr mesmona Opojesa a m b Koju ce Hasmasnm y ckymy S (o curypuo mocroju jep je 1 € S).

Cynpemywm me moctoju ysek! Hup. sup{7,9} me moctoju! Crora oBa cTpyKTypa HUje PEIETKA.

6),8),r) lllra cy najsehin, HajMamu, MAKCUMAJIH U MUHAMAJHU €JeMeHTU (YKOJMKO MOCTOje), Ka0 U 14
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JU je Ta pejalnrjcka cTpykTypa pemerka nahemo y ciaenehoj rabmuimu:

S HajMamU eJl. | HajBeliW esl. | MUHUMAJIHYA eJI. | MAKCUMAJHU €JI. | PeIIeTKa,
0) N 1 HEMa 1 HEMa jecre
B) Ny 1 0 1 0 jecre
r) N\ {1} HEeMa HEeMa npoctu 6pojeBu HEMA Huje

N3 oBe Tabinne BUIMMO KOJIUKO MAaJa IPOMEHa CKyIa S yTude Ha IPOMEHY OCHOBHUX OCOOMHA peJaljCcKe
CTPYKTYPE.

ITokasxkumo Heke om OBUX OCOOWHA M3 MpeTXOomgHe TabauIe.

Kako 1 menu cBe mpupomne 6pojese (u 0), umamo ma 1| n, tj. 1 on, na je 1 HajMamu egeMeHT, mWTO
noBnaun aa je 1 u jenuuu MunuMasad eixeMmeHnT (oo Baxku u y N u y Np).

My NwuyN\{l} ae nocroju Hujenan MakKCUMAJIHU eJIeMEHT (IPETIOCTABAMO CYIPOTHO A& HOCTOJU —
ueka je to M, amu tana M | 2M, na camum tum M Huje MakcuMadsas!), IITO MOBJIAYM [a HE IMOCTOJU HU
HajBehu eleMeHT.

Y Ny je 0 majsehn esement jep 0 meme csu mpupomau 6pojesut: n | 0, Tj. n o0, tj. 0 Hajsehu emement,
mTo noBgaun na je 0 U jeIMHU MaKCUMAJIAH €JIEMEHT.

Ny Nuy Ny oBa crpykrypa je pemerka (Mako je TO pesanuja IapiujajHOr IOPETKa), jep IOCTOoje
¥ MHOUMYM M CYyIpeMyM 3a OuiIo kKoja 2 eneMenra (moceGHo HaBoxumo ako je Ty 0 u ako Huje):

inf{a,b} = H3(a,b), sup{a,b} = H3C(a,b); inf{a,0} = a, sup{a,0} = 0.

Hokaszxumo na y N\ {1} me mocToju HajMamu eeMeHT.

IIpermocTaBuMO Ia HOCTOju — Heka je To m, Tamza m | n 3a cBako n € N\ {1}, na u 3a n = 2 Baxku na
m | 2= m =2 (jep je To jemmuu 6poj y N\ {1} roju memm 2). Anm tama 6u mMopano na Baxku 2 | n
3a ceako n € N\ {1}, mro Huje Tauyno (Hop. 2t 3), ma cmo mobunn koHTpamuknujy. Crora He mocToju
Hajmamu exement y N\ {1}.

M3 ranoHCKE (akTOpU3anuje IpUPOTHUX OpojeBa cieau na cy mpoctu OpojeBu (To cy OpojeBu Koju
Behu ox 1, xoju cy memuBu camo ca 1 u ca camum cobom: 2, 3, 5,7, 11, 13, 17,...) MUHUMAJHU €JIE€MEHTHA
v N\ {1}.

Y N\ {1} mocroju cynpemym Guao koja 2 6poja (to je H3C), anu He mocrToju mHGUMyM 3a CBaka
2 ©poja: mup. inf{2,3} me mocroju (jep H3I(2,3) = 1 ¢ N\ {1}), na camum TuM OBa CTPYKTypa Huje
peueTKa. |

3.5 Pe3sume

Y 0BOj ryiaBM CMO IPBO YBEJM HOjaM pejlangdje. 3aTuM CMO Ne(QUHUCAIN OCHOBHE OCODUHE: pediiek-
CUBHOCT, CHMETPUYHOCT, AHTUCUMETPUUYHOCT YW TPAH3UTUBHOCT. 3aTWM CBO yBejau nOBe OUTHE KJace
penamuja: pejanuje eKBUBAJCHIMje U pejaluje MOPeTKa, KOjuMa Cce OeTa/bHO 0aBUMO Yy KACHUjUM
noriaspuMa. Pesanmuje ¢cMO mpencTaB/bajIy HA PAa3HE HAYWHE: CKYIOBHO, IPEKO TabJiuile u mpero rpada.
W3 cBakor on Tux IpencTaBihbara CMO M3BJIAYNIMN 3aKbYyUKe KOje 0COOMHE MMa pesanuja.

Y HapemHOM MOTJIAaBJ/bY CMO AETAJLHO UCIUTUBAJM pejalnuje ekBuBaJsennuje. HajBakHuju mojaMm Be3aH
3a pejanuje eKBUBAJICHIUje je IojaM Kjace eKBruBaJieHnuje (Ty CMO Haju Heke ocoOMHe Kiaca), KOju je
MUPEKTHO MOBE3aH ca napruimjama (Tj. pasbujamumMa) ckynosa. Ha kpajy oBOr morsaasiba ¢MO 00jaHuIn
KaKO MOsKe na ce uapadyHa bBenos 6poj B(n), Koju mpeacraBiba KOJIMKO UMa PEJaluja eKBUBAJEHIN]e Ha
CKYILy OX N eJIeMEHATA.

Y mocsenmeM moryIaBiby CMO AETabHO U3y UYaBAJIM pesanuje nopeTka (oHe ce jou Ha3uBajy u ypebhema).
YBesnu cMO NmOjMOBE HajMamer, HajBelier, MUHUMAJHOT, MAKCUMAJHOI €JeMeHTa, OOike U ropme Mmebe,
cympeMyMa W MHQUMyMa, KA0 M PEIIeTKe M XaCeoBOr Aujarpama.

8Uak u 0 memm 0! 3aTo cMo penanujy JebUBOCTH YBOIWIM Ca OHUM M3 MOCTOju k € Z — oBae 3a k MO@EMO y3eTu OuiIo
Koju OPOj.
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3.6 IIurama 3a mpoBepy 3Hama

51. Koje ocaHoBHe ocoOuHe pesanuja 3HAMI?
52. /la nu penanuja Koja je aHTUCUMETPUYHA HUje CUMETPUYHA!
53. [la nu penanuja Koja je cUMeTpUYHA, a HUje PedIeKCUBHA MO:ke OUTU TPAH3UTWBHA?

54. Ilar je cxyn A = {1,2,3}.
a) Konuko mMa pasnnunTux CUMETPUYHUX pejanuja Ha CKymy A7
6) Konuko nma paznuuntux peieKCUBHUX U CUMETPUYHUX pesanuja Ha Crymy A7

B) Konuko nMa pasznuuurux aHTUCUMETPUYHUX pesanuja Ha CKymy A?

55. Onwmuncko makmuvemwe 2011. 3a I pasped b xamezopuje

Iar je ckyn M = {25,53,71,74} u penanuja o:

roy < uuppa mecermna Opoja x je Mama ox uudppe jenwHUA Opoja y.

[IpencraButu penanujy o y ckymy M npeko tabiwnne u rpada m ucnurartu koja ox csojcrasa P, C, AC,
T uma pemanuja ¢ y ckymy M.

ned
56. [lata je penanuja 0: xoy <= 2|z-y Ha crymy {1,—1,2,6}.

a) HaBpojaTu cBe ejeMeHTe KOju Cy y peJaluju ¢ U KOJU HUCY y PeJaluju Q.

6) IIpencrasuTtu maTy pemanujy TabGiIMYHO U IPEKO rpada.

B) [a nu je nara pesanuja pediekCUBHA, CUMETPUYHA, AHTUCAMETPUYHA, TPAH3UTUBHA!
r) VUcnouraTtu na nu je TO pesanuja eKBUBAJCHNOUjE U/WJIU DEJANUja MOPETKA.

) YKOJIVKO je TO peslaliija eKBUBAJEHINje OAPEIUTH CBE KIace eKBUBAJICHNN]e, & YKOJINUKO je TO pesann)ja
MOPETKa MPEICTABUTHU j€ MPEKO XAaceoBOr aujarpaMa W KUCIUTATU M4 JU je TO pejaluja TOTAJJHOT WU
MapIUjaJTHOT MOPETKA.

57. Koje ocobune uma pesanuvja eKBUBaJIEHIje?

58. Koje ocobune uma pesnanuja moperra’?

59. Ha ckymy on m eineMeHara yera uMMa BUIIE: pejalja IOPETKa WM pejalja eKBUBAJeHNnuje?

60. HaBecTu nmpumep 3 penanuje mOpeTKa, O KOJjUX Cy 2 HapIUjaJTHOT IMOPETKA, a 1 TOTAJIHOI MOPETKA.
61. [la au je naman u naprujaauo ypeben ckyn uctu mojam?

62. /Ia v HajMamU €JeMEeHT MOpPa OUTU U MUHUMAJIHUA !

63. Ako penamnuja uMa TauyHO jemaH MAKCUMAJHU €JEMEHT, Ia JIM OH Mopa Outu u Hajsehin enement?
64. Kako n3 XaceoBor mumjarpaMa yodaBaMO OCHOBHE ocoOuHe pesanuja?

65. Karo m3 XaceoBor mayjarpamMa yodaBaMO MUHMMAJIAH €JI€MEHT?

66. Karko u3 Ttabmaune youaBamo HajBehu esement?

67. Kako u3 rpada youaBamMo HajMAmU €JIEeMEHT?
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4. Teopuja rpagoBa

Kombunaropuka (ca Teopujom rpadosa) je jemsa on Hajcrapujux obJIacTU MaTeMaTHKe, Koja je
¥ JaHAC BeoMa akTyelHa. Heku meHr npobieMu Cy 3a0KyIJbald MaTeMaTudape BEKOBUMA (IIOMYyT
IIpo6rema wetupu Goje), HOK Cy HEKe 0O0JACTH MOCTAJE BPJIO ATPAKTUBHE Ca BPTOTJIABUM DAa3BOjeM
pauyHapa ¥ BUXOBOM CBe BellOM IpMMEHOM NIpu pemaBamhy PeaHuX mpobiema.

4.1 YBon

I'padoBu cy maremarmurn o0jekTu Koje uecTto cpelieMo y CBakOIHEBHOM KMBOTY. MNHOIITBO rpanoBa
Ha HEKOj reorpadCkoj KapTu, 3ajeHO ca IyTeBUMa KOjU MX MOBE3Yjy, IPEICTaBba jenaH rpad. Y CKymy
Jby IV Ha TIpenaBamy HEeKU ce MehycobHo mo3Hajy, a Heku He. AKO CBe Jby e IPEeACTABAUMO TaYyKaMa, a CaMo
OHE KOjU Ce IO3HAjy CIOjuMO JmHujama nobuhemMo jemas rpa@, KOju HaM Jaje HperjieqHy DeOMeTPH]jCKY
npencraBy nmo3HaHcTtaBa Mehy myauma Ha ToM mpenaBamy. CTPyKTypHA OPMYyJia HEKOT XEMUjCKOT jeau-
Bemha WK IeMa eJEeKTPUYHOT KoJsia Takobhe mpencrasipa jenan rpad. Ca rpad®OBCKOM MHTEPIPETAILNjOM
penanuja cMmo ce cpenu y ['maBu 4, nox hemo y 0BOj rnaBu meduHMCATHA ¥ ONIITEM CIydYajy mojaM rpada
u To momohy mojma pesamuje!

'padoBu Hanaze npuMeHy W y pemaBamy T3B. npobsema 3a paszbubpury. Cana hemo HaBecTn Heke
o1 BbUX:

e Ha Cunimm 4.1 cy npukasanu nosoxkaju 3 kyhie u 3 Gynapa. ITosesatu myrem cBaky kyhy (K) ca
ceakum Oynapom (B), Tako na ce cBu oBu myTteBu MeDycoBGHO He Ceky.

K K R
B b b

Ciauxa 4.1.

e O0uhu crakaueM maxoBCKy Tabiy m X m, TAKO Ja CKakad npobhe cBa mo/ba U & HU HA jeTHOM He
OopaBu BUIlE O jeTaH IYT.

e Mo:ke nu ce jenuum more3oM (6e3 mu3ama OJOBKe ca mamupa u 6e3 mpesacka npeko Beh manpranmx
auHnja) Hanprtatu purypa ca Crure 4.27

Ciauxa 4.2.

Hasemhemo oBme m Heke o UyBeHUX KOMOMHATOPHUX HpobiIeMa KOjU Cy BEKOBUMA 3a0KYIJHAJU
MaTeMaThdape, a pemeHu cy kopumhemeM amapara Teopuje rpagosa.

Ipobaem 8 dama je jeman om mpobieMa HACTAO Y OKBUPY T3B. ,,PeKpeaTuBHe maremaruke. Mako je
6ro mo3HaT M MHOrO panuje, I[Ipobaem 8 mama je npsum myt oGjaBiber 1848. roguue. Ou riacum:

Ha komuko maumna je moryhe mocraButy 8 mama Ha maxoBcky Tabiy Tako na ce mebhycobro
He Hamanajy?

CBakoj MAaxXOBCKOj ¢urypm Momxe ce mpuapy#suTu jeman rpad’ ma ciaemehwm wmaumn. Ilosma maxoBcke
tabje nmpencTaBmbajy 4BopoBe rpada. V3 uBopa  mae rpaHa Ka 4YBOPY Y aKO ca IOJba T mara urypa
(oBme mama) moske ma npebe ma mome y. OBo je jemna Besza Teopuje rpadosa u maxa.

908Baj mojaM ¢popmasHo yBOmMMO Y caenehem mormasimy.
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Ha oBakBoM rpa¢y koju oaroBapa JaMu U MIaXOBCKOj Tabiu 8 X 8 Moke ce popMynucaT oarosapajyhu
rpa¢oBcku IpobiieM kKoju je exBuBajieHTan [IpoGiemy 8 mama M OH je peIleH CIOKEHUM MATEeMaTUUKUM
amapaToM y3 IPUMEHY padyHapa.

WMurepecantro je na je 1850. roauue (manexo npe epe pauynapa), Hayk (mem. F. Nauck) nponamao
cBa 92 pemema [IpoGuema 8 mama (3aHMMJBUBO je Ha 4yBeHM MaTeMarudap layc Huje Hamao cBa Ta
pemema, Hero camo 72). OBa pemema ce MOy NOOWUTH OX HAPDENHUX 12 OCHOBHUX pelIeHa POTHUPAMEM
(poranmjom) u orienameM (CUMETPHjOM) MAXOBCKe Tabie:

1°  Al, B5, 18, 116, E3, 7, I'2, X4
2°  Al, B6, 118, I3, E7, ®4, I'2, X5
3° A2, B4, 116, 118, E3, 1, I'7, X5
4° A2, B5, 17, II1, E3, ®8, I'6, X4
5° A2, B5, 117, Il4, E1, 8, I'6, X3
6° A2, B6, 111, 7, E4, 8, '3, X5
7° A2, B6, 118, 113, E1, ®4, I'7, X5
8° A2, B7, 113, II6, E8, ®5, I'l, X4
9° A2, B7, 115, II8, E1, ®4, I'6, X3
10° A3, B5, 112, I8, E1, ®7, I'4, X6
11° A3, B5, 118, Il4, E1, &7, I'2, X6
12° A3, B6, 112, II5, E8, ®1, I'7, X4

Ha Caunu 4.3 je mpuka3aHo IpBO OJ FOpe HABEAEGHUX PEIIeHA.

Y maxoBCkOj Jureparypu no3Har je u I[Ipobaem 5 dama. O roacu:

Koauko je majmame mama moTpeOHO MOCTABUTHU HA MIAXOBCKY Tabiay ma Om cBa mojhba Ouia
HamaIHyTa !

(ITompasymeBa ce ma mama Hamajla U IIOJbe Ha KojeM ce Hasjasu!)

[MoTpebHO je mocraBuTu Hajmame 5 mqama!l IlocraBiba ce muTame HA KOJIUKO HAUMHA je MOrylie mocTaBuTu
Tux 5 mama. YkKymnHo noctoju 4860 pemema, kKoja je MyKOTpmHUM npebpojasamem Hamao Cuim (mab. K.
Szily) 1902. romuue. Jenno pememe je mato Ha Coumm 4.4.

Jenan on HajmosHaTUjUX KOMOMHATOpPHUX Ipobiema je IIpobaem 4 boje:

Ila nu ce mpom3BoOJbHA reorpadcka Kapra Moske obojutu ca 4 6oje Tako na cBaka Ip:kaBa Oyne
obojena jemnom onx 60ja u ma cycemHe ap:kaBe He Oyxay obojere mcrtom Gojom?

Ilon cycemuuMm mp:kaBama ce MOAPa3yMeBajy ApP:KaBe KOje MMajy 3ajeqHUYKy TPAHUYHY JUHU]Y
(a He OHE KOje MMAjy jelHY WM BUIIE M30JOBAHUX 3ajeIHUYKAX TDAHUYHUX Tadaka). Takobe,
cMaTpa ce ma je MeJOKyIHa TEPUTOPUja jeqHe Ap:KaBe U3 jemHor meda (Tj. Huje TO3BOJHEHO
Ia ce jemHa OpsKaBa CaCTOjU U3 BUIIE OABOjEHUX NEJOBa, IITO je CIydaj KO HEKWX CTBAPHUX
ADIKABA).

Ileorpadckoj kapTu ce MOKe NPUAPYRKUTU jeaH Trpad, TAKO MTO CBAKA AP:KaBA MPEACTABHA jenaH
4BOp rpaga, a YBOPOBU Cy Be3aHU I'DAHOM akKO Cy muMa onrosapajyhe npsxase cycenue. Cana je npobiem
4 boje exBmBajeHTaH cienehem rpadoBckoM mpobJeMy: Aa JIM Ce YBOPOBU IPUAPYKEHOI rpada MOry



94 4. TEOPUJA TPAPOBA

obojutu ca 4 60je, TaKO ma YUBOPOBU KOJU OArOBApAajy ABEMa CyCEeTHUM Ap:KaBaMa He Oymy o00jeHu
ucroMm 6ojom?

OBo je myro 6uo jeman on HajuoszHartujux HepemeHux npobiema Teopuje rpadosa. Pparcuc ['yrpnm
(enr. Francis Guthrie) je oBaj mpobieM npsu youno Herzxe oko 1850. roause, na 6u npoGiaem G1O pemen Tek
1976. romune. IpoGaem 4 Goje cy pemmnu Kener Anen u Boadranr Xexen (enr. Kenneth Appel, Wolfgang
Haken) y3 3mauajuy mompmky padyHapa. 3a 1o je yrpomeno oko 1200 uacosa (50 mama!) padymapckor
Bpemena. Hwuje mosmaro ma mu 6u ce [IpoGaem 4 60je morao mokasatu 6e3 ymorpebe pauyHapa.

UnycrpoBahemo cana npuMeny rpapoBa 1 Ha jeZHOM IpobIeMy 13 padyyHAapCKe IPaKCe.

Y padyHapCTBY ce MOKe pa3MarpaTu npobieMm onpebuBama MUHUMAIIHOT OPoja perucrapa moTpedbHux
3a MEMOPUCAKE MOAATAKA KOje KOPUCTH jeaH KOMITjyTepCky nporpam. Heka cy x1, 2o, ..., T, TOTaINA KOjU
ce jaBibajy y TOM mporpamy. 3a maMheme CBaKOT OJl OBUX IOJMATAKa MAIIMHA MOKE & PEe3ePBUIIE IO
jeman perucrap y cBojoj Memopuju. Mebyrum, Moke ce mecuru na, Ha mpuMep, IOJAIM &; U &, (38 1 # j)
HUKaAa y TOKY pajga IporpaMma HUCY MCTOBPEMEHO IMOTPeOHU, Tj. Aa HUje HOTPEeOHO MAMTUTHU MOAATAK T;
MCTOBPEMEHO KaJa Ce IaMT! HOJATaK Tj, Ka0 U OOPHYyTO. ¥ TakBOj CHUTyamuju Moryhe je 3a momaTke T;
U T; PE3epPBUCATHU jeJaH UCTU PEerucTap.

3aTo ce 3a 3aJaTU HU3 MOHATAKA T1,ZL2,...,T, Aedpuaume npobiem onpebuBama HajMamer Gpoja
perucrtapa koje je moTpeOHO pe3epBHUCATH 3a HUXOB CMEIITAj, TAKO Oa Y CBAKOM TPEHYTKY HOpPOrpam
MOKe TPUCTYIUTUA CBUM IOJAIMMA KOJU CYy MY Y TOM TPEHYTKY MOTpeOHWU.

OsBoMm mpobiemy ce MO:ke IPUAPYKUATU jenaH rpad y KOMe CBAKOM MONATKY Z; OArOBapa jemaH UBODP.
IlBa yBOpa Cy Be3aHa I'DAHOM aKO W CaMO akKO je 0ap y jeZHOM TPEHYTKY pala Iporpama IOTpeGHO
MCTOBPEMEHO 3HATH 00a MOoJaTKa KOji OArOBapajy TUM YBOPOBHMA.

Cana ce mpobiaem onpebuBama MuHIMAIHOr OGpoja perucrapa cBoau Ha ciaenehu rpagoBcku npobiaem:
000juTH CBe YBOPOBE NMPUIAPY/KEHOr rpaga Tako na CBakKa [Ba CycenHa 4yBopa He Oymy obojeHa mcTOM
bojom, a ma ykyman 6poj 6oja 6yne murmMasnan. Osaj 6poj 6oja je jenHak MuHMMAJIHOM OPOjy permcrapa
KOje Tpeba pesepBucaTH. 3a CBe HOJATKE KOjU OArOBapajy YBOPOBMMA KCTe 0Oje pe3epBUIle ce jemaH
nctu peructap (jep ce OHM He KOPDUCTe y UCTOM TPEHYTKY ).

4.2 OCHOBHU IIOjMOBU

JEPVHUIINIA 4.2.1. Ipag T je ypeber map (V, ), rae je V Henpasan ckyn u ¢ OUHaApHa pesanuja
va V. Enementu ckyma V ce 30By wgoposeu, a eleMeHTH CKymna o zpane rpada G.

Ha oceOBYy medumumuje GumapHe pesnanuje Baxn ma je o C V2 = V x V, na csaka rpasa rpada
npeacraBiba jenaH ypeberu map uBopoBa rpada.

Cpakm rpa¢ ca KOHAYHMM CKYIIOM YBOPOBa MOKE Ce I'€OMETPUjCKM NPEACTABUTU Ha cieqehu HaywH.
Ueopose rpada vi,ve,...,v, € V npencraBmamo MeDycoOHO pPa3imyuTUM TadKaMa y PABHU WM IIPOC-
TOPY. YKOJHMKO HOCTOju TpaHa (v;,v;) € ¢ Tama Cy Taduke KOje OArOBapajy UBOPOBUMA U; M Uj CIOjeHe
HEIIPEKUJHOM JIMHIjOM OPHjeHTHCAHOM OJ YBOPa v; Ka 4uBopy v;. lIpm Tome rpana Koja coaja 4Bop ca
caMuM cOOOM Ha3uBa Ce Nemsmba.

ITPVIMEP 4.2.1. Hexka je mar rpad G = (V,p) penanujom ; 4
0=1{(1,1),(1,2),(2,1),(2,3),(3,4),(3,5), (4,4), (4,5), (5,3) } )
ma crymy V ={1,2,3,4,5}.
Taj rpa¢ je npeancraBmen na Coaunum 4.1. 9 3
Cimuka 4.1.

Osaj rpad uma |V| = 5 uBoposa u |¢| = 9 rpana (rpane cy csu onu ypebhenu naposu kojuma je 3anara
pesanuja). |
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Y Teopuju rpagposa cy on nocebuor marepeca rpadosu (V) 0) KOL KOjux je pejamuja ¢ CUMETPUYHA.
OsBu rpadosu ce HasmBajy neopujenmucaru zpagosu. Kom oBaxsux rpadosa 3a csaky rpamy (u,v) € g,
TaKBY Ja je u # v, mocroju u rpasa (v,u) € g obpuyre opujenranuje. Crora ce rpane (u,v) u (v, u) Mory
3aMeHUTH CKymoM {u,v}. Y ciayuajy mersie, Kama je u = v, By MOMKEMO IpenCTaBuTH kKao {u}. 3aro ce
BPJIO YECTO T0jaM HEOPUjEHTUCAHOT rpada Moske NehUHUCATH U HA aJTEPHATUBAH HAUWH.

JEPVHUIINIA 4.2.2. Heopujewmucanu zpa¢p G je ypeber map (V,E), raoe je V Hempasan ckym, a
EC {{u,v} | u,v € V}. Enementu cxkyma V' ce 30By ugopoeu, a esemenTu ckyna E 2pane HEOPUjEHTUCAHOT
rpada G.

Ha ocuoBy mperxomme nepununuje cBaka rpana {u,v} € E meopujenTucanor rpada jecte jeman CKym
(y cnyuajy u # v To je jeman meypebhenu map usopoBa rpada, jep Huje OUTHO KOjU UBOD je IPBU, a KOjU
npyru). Osa rpanma {u,v} ce y reOMETPUjCKO] MHTEPIPETANU] HEOPUJEHTUCAHOT Tpada MOKe IPUKA3ATH
Kao0 HEIPEKUIHA HEOPU]EHTUCAHA JIMHUja KOja Cllaja TAdvKe KOje OAroBapajy YBOPOBUMA U U V.

I'pana e = {u,v} ce wecto ckpalieno obenexkasa e = uv.

ITIPVIMEP 4.2.2. Heka je mar rpa¢ (V, ) peaauujom

0=1{(1,2),(1,4),(2,1),(2,3),(3,2),(4,1), (4,4) }

Ha crymy V ={1,2,3,4} (Cauxa 4.2).

S
w
N
w

1 2 1 2
Ciuxa 4.2. Ciauxa 4.3.

[Tomro je penamumja ¢ cumeTpuduHa pejaiyja, 0Baj rpad je HEOPUjeHTUCAH, IIa Ce MOXKe, y CKIALY Ca
IHedpununmjom 4.2.2, npurasatu xao (V, E), rme je

E={{1,2}.{1,4}, {2.3}, {4.4}}.

Heopujentucana rpana {1, 2} je samenuna opujenrucane rpase (1,2) u (2,1), a neopujenrucana nermwa {4}
je 3amenusa opujentucany neriy (4,4) (mpumernmo na je {4,4} = {4}!). T'eomerpujcka uaTepuperanuja
rpada (V, E) npurasana je na Cuuum 4.3. |

I'padose yBenene lepuuunujom 4.2.1 naname hemo mazmBatu opujenmucarum 2padosuma, a MO He-
opujenmucarum epaposuma hemo mompasymeBaru rpagose okapaxrepucane egunurujom 4.2.2. 3ajen-
HUYKU TePMUH 2pad heMo KOpHCTUTH caMo y TBphemuMa 1 nepuHUIMjaMa KOjU Baske M 33 OPUjeHTUCAHE
u 3a HeopujeHTucane rpadose. Haname hiemo cse rpadose obeneskasaru ca (V) E).

Y o0BOj kmu3zu hemo ce GaBuUTH caMO OPUjEHTHUCAHUM WM HeopujeHTHcaHuM rpadoBuma. llopen mux
IIOCTOj€e U PA3JIMUUTa YOIMTEHa OBUX IOjMOBAa, Ka0 MITO CY XUIEp IPadOBU, TEXKUHCKU I'PAPOBU, MYITHU-
rpagoBu, ura. Ha npumep, myamuepadost Cy OpUjeHTUCAHU MM HEOPHUjEeHTUCAHHU I'Pa(pOBU KO KOJUX Ce
u3smeby nBa uBopa Moske HajasuTu u Bume on jenue rpane. Ca myarurpadosuma ce cpehemo kacuuje y
oBoj u cnenehoj rnaBu. Ha mpumep, mynturpad Besan 3a uyBenu [Ipodnem Kenurcbepmrux MocToBa je
npukaszal Ha Cuunnm 5.5.4 (ITormasme 5.5. Ojmeposu rpagosn).

O ocramuM yommTemuma Mo:keTe Buine casnatu y [17], [9] u [14].

Cana hemo yBecTH HEKOJIMKO OCHOBHUX I'PDa(OBCKUX TEPMUHA BE3aHUX 3a UBOPOBE W I'PAHe, U TO IPBO
y ciydajy HeOPHjeHTUCAHUX rpadoBa, a 3aTUM 3a OpHUjeHTHUcaHe rpagose.



96 4. TEOPUJA TPAPOBA

NMEPUHUIINIA 4.2.3. IlBa uBopa u u v meopujentucanor rpada (V,E), cy cycedna ako mocroju
rpana e = {u,v} € E. 3a 4BOpOBe u U U KAKEMO Ja Cy Kpajhe mawke UpaHe e. 3a YBOD U U IPaHy €
(0mHOCHO YBOD ¥ M IpaHy €) KaxKeMO Ja Cy UHUUOeHmHU U Na Ce TpaHa € cmuye Y YBOpY U (OLHOCHO V).
IlBe rpane cy cycedne aKO C€ CTUUY y UCTOM UBODPY.

JEPVIHNIINIA 4.2.4. Hera je G HeopujerTucan rpa¢. Bpoj rpana kKoje ce cTu4dy y YBOPY v 30Be
ce cmenen weopa v U o3HadaBa ce ca d(v). UBop v Koju HeMa CycemHuX YBOpOBa, Tj. d(v) = 0, HazuBaMo
uzonosar weop. I'pad I' je pezysapan axo cy cTenmeHM CBUX HETOBUX YBOPOBA jeTHAKU.

Crenen yBopa MO¥Ke ce ne@UHMCATH U Kao OpOj YBOPOBA CYyCENHUX TOM YBODPY.

IIPUMEP 4.2.3. Onpemutu cremene cBux uBopoBa rpada I' ca Cawmre 5.2.3 us Ilpumepa 4.2.2.
Wcnuratu Koju cy 4YBOPOBU CycenHU U Koje cy rpane cycense. Ila mu je rpad I' perymapan?
Pewewe.  Crenenu usoposa y I' cy: d(1) =2, d(2) =2, d(3) =1 u d(4) = 2. Kako Hema]jy CBU 4BOPOBU
uctu creneH, rpad [' Huje perymapas.

Usop 1 je cyceman ca uBopoBuMa 2 u 4, uBop 2 ca 1 u 3, uBop 3 camo ca 2, mok je uBop 4 cycenman
ca 1 n ca camuMm cobom.

I'pana 12 je cycemna ca rpamama 14 u 23, rpana 14 ca rpamama 12 u 44, rpana 23 camo ca 12 u
netspa 44 camo ca rpanom 14. |

ITowro kKox opujenTucanux rpagdoBa rpaHe Ipencrasibajy ypebene nBojke usopoBa (Tj. Guran je
pemocien YBOpOBa), KO OBAKBUX rpadosa ce oarosapajyhu mojMoBn neduHumy Ha APYravynjn HAYUWH.

JEPUHUIINIA 4.2.5. 3a rpany e = (u,v) opujerrucanor rpada (V, E) raxkemo na 6odu u3 4Bopa
uw'y uBop v (Tj. Ha rpaHa € u34a3u U3 YBOPA U, & YA4a3y y YBOD V).

Yaasnu cmenen d—(v) weopa v je 6poj rpaHa Koje yiasze y 4BOp v.

Hsnaznu ecmenen d™(v) weopa v je 6poj TpaHa Koje M3Taze U3 IBOPA .

Yaasnu ckyn I(v) weopa v je CKyl CBUX 4BOPOBa M3 KOJUX BOIAM TpaHa y uBop v, Tj. I(v) = {z | (z,v) € E}
Hznasnu cxyn O(v) weopa v je CKyI CBUX UBOPOBa y KOje BOM rpana u3 usopa v, Tj. O(v) = {z | (v,z) € E}
ITersma ce cmaTpa rpaHoM Koja W yJia3uw ¥ U3Ja3U U3 oaroBapajyher usopa.
Hanmomena. Bumumo na je d~(v) = [I(v)| u dT(v) =|O(v)|.
ITPUMEP 4.2.4. NnycrpyjmMo mperxonHo neduHMCaHe OjMOBe Ha opujeHTmcanoMm rpagy G us
I[Tpumepa 4.2.1.
Pewemwe. I'pana (2,3) Boau u3 uBopa 2 y 4UBOp 3, Tj. U3/1a3U U3 YBOpa 2, a yja3u y 4BOp 3.
Cana hemo HaBecTH 3a CBAKM YBOD HEIOB YIIA3HU U U3JIA3HU CKYII, Tj. OAroBapajyiu yIa3Hu u n3aa3Hu
CTENeH:
I1)={1,2} = d"(1)=2, o(1)={12} = d"(1)=2,
I2)={1} = d(2)=1, 0(2)={1,3} = d"(2)=2,
I(3) ={2,5} = d~(3)=2, O(3)={4,5} = d*(3)=2
I(4) ={3,4} = d”(4) =2, O4)={4,5} = d"(4) =2,
1(5) ={3,4} = d~(5) =2, o6)={3t = d"(5=1 u

Ako nocmaTpamo opujenrucane rpadose na Caunu 4.4, sBunehemo na oy HUCY UAEHTUYHU, C 0B3UPOM
Ia Cy BUXOBU CKYIOBU YBODOBa pasamuutu, Tj. {a,b,c,d, e} # {1,2,3,4,5}.
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Cauxa 4.4.

Mebyrnm, meDy BrMa unak IOCTOjU CIAWYHOCT y HAYUHY KAKO CYy IbUXOBU YBOPOBU IOBE3AHU IPAHAMA.
OBakBa BpCTa CJIMYHOCTHU CE€ MOKEe JABUTU U KOI HeopujeHTHcaHux rpadosa. Ona ce Moxke (GOPMAIHO
neprHUCATH Ha ciaeldehu HaYuH.

JEPVHWUIINIA 4.2.6. IIBa rpada G; = (Vi, E1) u Go = (Va, E3) cy usomopdra ako mocToju bujernnja
f: V1 — V5 3a kojy Basku nma je

e (wv)e B & (f(u),f(v) € E; (konm opujerTUCaHUX TpadoBa);
e {u,v} e By & {f(u),f(v)} €E, (konm HeopujeHTHUCAHUX TPA(OBA).

®yurnnja f ce Hazusa uszomopgusam rpadosa, a yumeHnmy na cy rpadosu G u G n30MOpP(PHU O3HAUABA-
Mo ca G1 = Gy

IIPUMEP 4.2.5. Wzomopdusam f opujertucanux rpadosa ca Cuuke 4.4 3anar je Oujermujom
f= a b c d e
“\12345)° m

Hanomena. Ha ocHOBY mperxomHOr BrAuUMO Oa mOMONYy mojMa M30MOp$U3Ma MOMKEMO IPEIO3HATH CBE
oHe rpa¢oBe KOju UMajy UCTY ,,CTPYKTYPY", 6e3 063upa Kako Cy UM O3HAYEHU YBOPOBU. 3aTO N30MOpQHE
rpagoBe MOKEMO CMaTPATU MCTOBETHUM.

JESVIHUIINJIA 4.2.7. TI'pap I = (V',E’) je nodepad rpada I' = (V,E) ako Basxu V' CV u E' C E.
I'pad I' je nadepad rpada IV ako je IV moarpad rpada I

3a nmoarpa¢ I rpada I' kaske ce ma je nodepad undykosan ckynom V', V! C V. ako I mobujamo on
I' tako mro u3 ' u3bauumo cBe YBOPOBE KOju HUCY y CKymy V' 3ajemHo ca cBuUM rpaHaMa Koje Cy UM
nHnuaeHTHe (Tj. OCTajy caMo IpaHe Koje moBe3yjy usopose u3 V).

Axo je e € F, ouna ce ca I' — e osnauasa noarpa¢ (V,E \ {e}) rpaga I', Tj. rpad roju ce mobuja ox
rpada I' usbanusamenm rpase e. Ako je e ¢ F, ouna ce ca I' + e osnauasa "aarpad (V,E U {e}) rpaga
I, 1j. rpad xoju ce mobuja oxn rpada I' momaBamem rpane e. Ako je u € V, rana ce ca I' — u o3nauasa
noarpa¢ rpada I' manykoBan ckymom usoposa V' \ {u}.

IIPUMEP 4.2.6. T'pad G; = (V1, E1) je noarpa¢ rpada Gy = (Va, E2) (06a cy ma Cauum 4.5), jep je
Vi ={a,b,d,e, f} CVo={a,b,c,d,e, f} u Ey = {ab,de,df,ef} C Ey = {ab,ac,be,cf,de,df , ef}.

e d e d

G1 GZ
Cauxa 4.5.
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Bunnmo na je rpad G mobujen on rpada G2 m3bamuBameM UBOpA ¢ U CBUX HeMy MHIMACHTHUX I'DaHA,
Tj. rpad G, je moarpad rpada Ge muanykoBanu ckymom uBoposa {a,b,d,e, f}. Crora je G1 =Go—c. W

Cryn cBux rpa¢oBa (MIM OPUjEHTUCAHUX WY HEOPUjEHTUCAHUX) y ONHOCY HA OUHADHY DpeJanujy
,0uT; moarpad“ npencrasma jenan ypeben ckym (Tj. Ta penamuja je penammja noperka). Mebhyrtum oBaj
CKyIl HUje ToTaJHo ypeben ckym!

Jenan on Bpio BakHUX mOjMOBa y Teopuju rpa¢oBa, 3a Kora Cy Be3aHN MHOTY MHTEPECAHTHU IPOO-
jleMHu, je mojaMm ImyTa y rpady.

JEPUHUIINIA 4.2.8. IIym dyacune k, k> 1, y rpady (V, E) je uu3 rpana u3z E o6aura
e (vg,v1), (v1,v2), ... , (Vg—1,V%) (ko opujenTHCAHUX TPadoBa);
o {vo,v1}, {vi,v2}, ..., {vk—1,01} (ko HEOpUjeHTHCAHUX TpadoBa).

3a 0Baj IyT KaKEMO Oa Nowuhe y YBOPY Vg, & Aa CE 3a48PUa8G Y UYBOPY Vk. UBOPOBHU vy U Uy CE€ 30BY
KDaJhU 480PO8U NYMA.

BumuMmo ma ce y myTy rpane IpakTWYHO HALOBE3Yjy jeoHa Ha APYTY, TAKO Aa Yy CTBAPU MU UAEMO U3
YBOpA Vg Y UBOD U1, 3aTUM M3 H-Era Yy YBOP Vg UTHA. OO KOHAUYHOT uBopa vg. Crora ce myT y rpady Moxke
3a0aTU U KAO0 HU3 y3aCTOINHUX YBOPOBA CIOjEHUX I'DaHAMA:

Vo — V1 — V2 — ... V-1 — Vg.
3a IyT KasKeMO Oa npo.aa3u KpO3 YBOPOBE Vg, V1,V2,...,Vk—-1,Vk.

IIyT Moke Bume myTa mga Opoja3d MCTOM TDAHOM WJIM KPO3 WUCTU YBOP, KAO U KPO3 meTshe. Heke
cuenujaJiHe BPCTEe IIyTeBa OaTe Cy Y HapemHO] Ae(PUHUIAjU.

JE®PVTHUIINIA 4.2.9. FEaemenmapru (npocm) nym je mMyT KOJU KPO3 CBAKM CBOj UBOD U1, V2, . .., Uk_1
IpoJia3u TAYHO jeNaHIyT.

Epyocnu (3ameopen) nym je WyT KOjU ce 3aBpIIaBa y WCTOM YBODPY y KOJEM U MOUMEE, Tj. Vg = Uf.

Eonmypa (yuxayc) je eseMeHTAPHU KPYKHU IIyT.

Ilerma ce Moke cMaTpaTw KOHTYPOM Oy:KuHE 1.

IIPUMEP 4.2.7. Unycrpyjmo ose nojmMose Ha rpadosuma G u Gy ca Criuxe 4.6 (ca rpadpom G cMo
ce Beh cpemu y Mpumepy 4.2.1).

G1 G2
Cauxa 4.6.

Y meopujentucanoMm rpady G; mmamo myT mayskuHe k = 9:

{c,a}, {a,b}, {b,c}, {e,f} {f, /) {f.d}, {d.e}, {e, f}{f ¢}

OsBaj myT HUje ereMeHTApAH, jep BUIIE IyTa IPOJA3u KPO3 YBOPOBe ¢ u f, kao u kpo3 rpany {¢, f} = {f,c}
(kpo3 OBy I'paHy jemHOM IIPOJIA3U y jeAHOM CMepy, a Apyru nyT y apyrom). OH je 3aTBOpEH jep MOYnHE
u 3aBpimaBa ce y yBopy c. OBaj ImyT MOKEMO 3AIUCATA U KAO

c—a—b—c—f—-f—-d—-e—f—c
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IIpumep enemenrapsor myta je {a,c}, {c, f}, {f,e}. Jemna rourypa je {c,d}, {d,e}, {e, f},{f, c}.
Y opwujentucanom rpady G jeman nyt myxkube k =6 je:

(2,1), (1,2), (2,3), (3,4), (4,5), (53),

Opyravnje 3alncaH Kao

2 -1 -2 - 3 —4 -5 -3
T T T 7
Vo V2 U3 V6
Osaj oy T HUje eJleMeHTapaH jep BUIIIE oyTa IpoJa3u KpO3 YBOPOBE

vy = 2 m vy = 3. OBaj myT HUje HU KPYKaH, jep Cy My Kpajmu uBopoBu (v U Vg) pasaumduru 2 # 3.
IIpumep eneMeHTapHOr myTa KOju IpoJsas3u kpo3 cBe usopose je (1,2), (2,3), (3,4), (4,5). Kourypa
ny:xune 1 je (1,1), oysxune 2 je (3,5), (5,3) u ny:xuue 3 je (3,4), (4,5), (5,3). |

Ilo kpaja morsaBma heMmo ce DaBUTH CAMO HEOPUjEHTUCAHUM IDadoBUMA.

JEPUHUIINIA 4.2.10. Heka je G = (V, E) weopujentucan rpad. Usoposu u,v € V cy noeesanu ako
y rpagy I' mocToju myT umju cy kpajwmu usopoBu u u v. CmarpahieMo na je cBaku 4BOp MOBE3AH CAM Ca
cobom nyrem nyxuue 0. I'pad I' je nosesan axo cy cBaka mBa meropa 4yBopa IOBe3aHa, & Y CYIPOTHOM
KayKeMO Ja je Henosesam.

Komnonenma nogesarnocmu rpada I je Hekn meros MakcuMasau noesanu noarpad'®. Bpoj xomnonen-
mu nosezanocmu rpada G oszmauvasamo ca c(T).

Y rpagy I' uBop v je eesushu (apmurysayuonu) 460p YKOJIUKO CE€ HErOBUM yKIAmameM (Ca CBUM
rpaHaMa Koje Cy MHIUAEHTHe ca muM) noBeliaBa GpPOj KOMIIOHEHTM IOBE3aHOCTH OBOra rpada, Tj. ako
Baxn ¢(I') < ¢(I' —v).

I'pana e je mocm y rpa¢dy I' ako ce meHum yriaamameM moBehaBa 6poj KOMIOHEHTH TOBE3aHOCTU OBOT
rpada, Tj. ako Basku ¢(I') < ¢(T" —e).

Hpyrum peurnmMa, KOMIOHeHTa oBe3aHoctu rpada [', koja canp:xu Heku yBop v € V, mpencrasiba MOI-
rpa¢ MHAYKOBAH CBMM YBOPOBMMA moBe3aHUM ca v. CnenujaHo, ako je YBOp ¥ M30J0BAH OBa KOMIIOHEHTA,
[IOBE3aHOCTU Ce CBOAM CaMoO Ha 4uBOp v (jep je OH moBe3aHn cam ca coboM).

IIPUMEP 4.2.8. I'pap G1 uz Ilpumepa 4.2.6 Huje moBe3aH, jep Ha IpUMep HE IOCTOJU IyT KOjU
noBe3yje uBopose a u d. Taj rpad mma nBe KOMIOHEHTE NMOBE3aHOCTU — jeIHA je MHAYKOBAHA CKYIOM
uBoposa {a, b}, a mpyra ckymom usoposa {d,e, f}, nma je ¢(G1) = 2.

I'pad G2 u3 [Ipumepa 4.2.6 jecTe moBe3an, jep Cy CBaka ABa HErOBa YBOPA MMOBE3aHA HEKUM ILYyTEM.
3aro Taj rpad mMma jemHy KOMIOHEHTY MOBE3aHOCTH Koja je cam taj rpad, ma je ¢(Ga) = 1.

Y rpady G umamo nBa Be3uBHA yBopa: ¢ u f. 3a uBop ¢ cMmo y [Ipumepy 4.2.6 Bumenu na je Be3UBHU
jep ce merosuM uszbanuBameM nobuja rpad G KOju mMa BUIle KOMIIOHEHTH IoBe3aHOCTU. V3banuBamem
uBopa f nobujamo HemosesaH rpag KOju UMa JBe KOMIIOHEHTE IOBE3aHOCTU UHIAYKOBAHE CKyIoBUMa {a, b, ¢}

n {d,e}.
I'pana cf npencrasma jemuau mocT rpada Ga, jep ce HmEeHUM YRIamameM Ho0ujajy ABe KOMIOHEHTE
[IOBE3AHOCTU KOje Cy MHIAyKOBaHe CKymoBuMa {a,b,c} u {d,e, f}. [ |

Cana hemo HaBecTU HEKe Ol OCHOBHUX TUIIOBA HEOPUjEHTUCAHUX IpadoBa.

JEPVHWIINIA 4.2.11.  Ilpasan 2pad N, ca n 4BOpPOBa je rpad KOju HEMA HUjeNHY T'DaHy.
Komnaemar (nomnyn) epad K, ca n uBopoBa je rpa¢ KOX KOra je CBAKU YBOP CYCENaH Ca CBUM OCTAJIUM.

Eomnaeman bunapmuman epad K, , je rpad KoL Kora je CKyIl UBOPOBa pasbujeH HA OBa MOACKyna (T3B.
KaAGce), jemaH ca m, a OPYTU ca n YBOPOBa, TAKO Ja HUjelaH Iap YBOPOBA M3 UCTE Kjace HUje CIOjeH
T'PAHOM, MOK j€ CBAKU AP YBOPOBA U3 PA3IUUUTUX KJIACA CIIOjEH TDAHOM.

Bunapmuman 2pag je 6uno xoju moarpa¢ KOMIIETHOT GUIAPTATHOT rpada.

IIym P,, n > 2, je noBe3an rpa¢ ca n YBOPOBa KOME Cy CBU UBOPOBU CTEIEHA 2, CEM OBA KPAajia KOJU CY

OTloarpad H rpada T je makcumarar y 00nocy Ha weky ocobuny ako OH UMa Ty OCOOUHY, a by HeMa HUjeJaH o TOArpadoBa
rpa¢a I' koju je mHanrpad on H m pasaumuut on H. Y oBOM ciydajy Ta OCOOMHA je IOBe3aHOCT rpagoBa.
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creneHa 1.
Koumypa C,,, n > 3, je noBe3aH rpad ca n YBOPOBa KOjI MMa CBEe YBOPOBE CTENEHa 2.

Touwax Wy, n >4, je rpad koju ce cacroju on kourype Cp,_1 U jeOHOr UBOpa KOJjU je MOBE3aH Ca CBUM
YBOPOBUMAa KOHTYPE.

3e6e3da Sy je KOMILUIeTHH OUnapTuTHU rpad, TIe ce jeaHa Kjiaca CACTOJU CaMO OJ jeTHOT YBOpa, a Apyra
Ol CBUX OCTaJHX, Tj. S, = K1 ,_1.

Osuake N,, P,, C,, W,, u S,, cy npBa cjOBa €eHIJIeCKUX Ha3uBa oarosapajyhwx tumoBa rpadosa:
null, path, cycle, wheel, star.
Osu rpa¢osu cy npuraszanu wna Coumum 4.7.

1
2, % L0 1 2 3
30 09
4o o8
5° °7
8 456 7 8
Nio Kig K35
1 2 2
3 2 10
4
. g 3 7 3 7
3 1
2 4 8 4 6 4 6
1 5 7
6 5 5
Ps Cho Wr S7

Cauxa 4.7.

Hamomena. M3pasze nym u xonmypa KOPUCTUMO Y IBA PA3IUUUTA KOHTEKCTA.

Y HeroM rpady, cBaka KOHTypa (eJeMeHTapHUM KPY:KHU myT) myskuse k, 3amarta lepunuunujom 4.2.9,
YMHA BeroB noarpad koju je mzomopdan ca rpadom Ci, matum Hepmuaunujom 4.2.11. Cramuno, cBaxu
esleMeHTapHU My T (KOju HUje KOHTYpa) myskune k, 3anar Heduaunmjom 4.2.8, uunu noarpad maror rpada
roju je mzomopdan ca rpadpom Py, natum lepumuaunmjom 4.2.11.

YBenumo jomn jeman OGUTaH mOjaM — TO je KoMmniemenm rpada.

NTEPVTHUIINIA 4.2.12. Heopujentucamu rpadp I = (V' E') je KOMNAEMENM HEOPU]CHTUCAHOT
rpagpa I' = (V,E) ako Basku ma je V' = V u ma cy nBa uBopa cycemua y [ akO m caMO ako HUCY
cycemaa y I'. I'pag je camoxomnaemenmapar axo je n3oMop(aH ca CBOJUM KOMIIJIEMEHTOM.

IIpeTxomua mepuHUNIja Ce MOKE CXBATUTU U KAO YHAPHA OMEPAlNja HA CKYIy CBUX HEOPU]ECHTUCAHUX
rpadoBa, K0ja CBaKOM rpady ToIesbyje HeroB KOMIIJIEMEHT.

Hamomena. Kaxo rpagosu I' u I' umajy uctu ckyn usoposa V, |[V| = n, MO)keMO moCMaTpPATU HOTIYH
rpad K, = (V,€) na ucrom ToM CKyIy uBopoBa. Tana Basku

EUE =¢, ENE =0.
300r Tora KOMILJIEMEHT I'pada yCTBapu IpPeACTaBiba ,,JONYyHY" maTror rpagda 0 KOMIJIETHOT rpada.
IIPUMEP 4.2.9. Ha ocnosy Ilepuuunuje 4.2.11 cnemm ma csaku mpasan rpa¢d N, OpeacraBiba

KOMILZIEMEHT mornyHor rpada K,, tj. Baku N, = K,,. To ce moxe Bunern u nHa Crumu 4.7 3a rpadose
NlO n KlO- |
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IIPUMEP 4.2.10. Ilatu npuMep jeZHOT CAMOKOMIIJIEMEHTAPHOT rpada.

Peweme. Ha Cmumu 4.8 cy npencrasimenu rpagosu Cs u Cs. Jemam msomopdusam msmeby oBa aBa

ol V1 V2 VU3 Vg Us

rpada je mar ca f:V(C5) — V(C5), rme je f = (U1 vs Vs vy ) 36or Tora korTypa Cy jecte jenan

caMOKOMIIJIEMEHTapaH rpag.

v1 V1
V2 U5 V2 R (%)
o) O
v3 V4 v3Q QU4
Chs 5 5 Ks
Cuauka 4.8.
AKo Ha MCTOM CKyIly YBOpPOBa mocmaTpamo cse rpane rpada Cs (mpeacTasimene IpHOM GojoM), U cBe
rpame rpada C'5 (mpeacrasmene cusom 60jom) mobujamo mormys rpad Ks — sumun Couky 4.8. Ipyrum
peunMa, yaHuja ckyna rpana Cs u ckyna rpana C's je ckyn rpana koMmmiaeTrHor rpada K. |

4.3 TBpbhema o crenmeEnmMma uyBopoBa

Hera je I' = (V, E) meopujentucan rpad xoxm xora je V = {v1,vs,...,0,}, a O6poj rpana jemHax m, Tj.
|E| =m.
Cana heMmo HaBecTH HEKOJIMKO TeOpeMa KOje Baske 3a CTeleHe yBopoBa rpada G.

TEOPEMA 4.3.1. VY meopujenarucanom rpady I' = (V| E) 6e3 netmu, koju uMa n > 2 4BOPOBA, MOCTO]je
Gap mBa YBOpA MCTOT CTEIEHA.

Joxas.  IlpeTmocraBuMO CYNpPOTHO Aa HE MOCTOje IBA YBOPA UCTOT CTEICHA.

IMomro rpadg I' mma n yBOpOBa, HEMA METILU, U CBAKU HEMOB UBOD MOYKE OUTHU CyCeNaH Ca HEKUM O
npeocranux n — 1 uBopoBa, Tazxa 3a cBako v € V Baxku ma je d(v) € {0,1,2,...,n — 1}. Kako me mocroje
Ba YBOpa WCTOI CTElNeHA M KAKO YKYNHO MMa 1 YBOPOBa, TO e OHM 3a CTeleHe MMATU CBe Opojese u3
ckyma {0,1,2,...,n—1}. Anu rana umamo uBop uuju je cremen 0 (TO je UBOp KOjU HMje CyCemaH HU ca
jeIHUM OJf IPEOCTANNX ), Ka0 U YBOD uuju je cTemeH n — 1 (To je 4BOp KOju je cycelaH ca CBUM OCTAJIUM
YBOPOBMMA), ITO je HeMoryhe.

Kako ¢cM0 100uiu KOHTpaIuKIM]jy, MOIa3Ha IPETIOCTABKA Ia He IOCToje 6ap ABa YBOPA UCTOT CTENEHA
HUj€ TayHa, YMMe jeé TBpDheme MOKA3aHO. ]

TEOPEMA 4.3.2. Y meopujentucanom rpady I' = (V, E) Ge3 mermu 36up CTEleHA CBUX YBOPOBA
jemHaK je IBOCTPYKOM OpOjy rpaHa, Tj. BakKwn d(vy) +d(va) + ...+ d(v,) = 2m.

Loxas. Crenen yBopa mpeacraBha OpOj rpaHa Koje Cy MHIUIEHTHe ca matuM uBopoMm. Crora, akro
cabepeMo CTeleHe CBUX YBOPOBa, y OBOM 30upy hemo yserm y o63up cBe TpaHe u TO CBaky 2 myTa (1o
jeHOM 3a CBaKy H:eHY Kpajby Tauky — kako rpa¢ ' Hema metssu oBu kpajesu ¢y MebhycobHo pazmuautn!).
Tuwme je TBpheme mokasaHo. 0

TEOPEMA 4.3.3. Y meopujenarucanom rpady I' = (V, E) 6e3 netsu 6poj YBOPOBa HEMAPHOT CTENEHA
je mapas.

Zoxas.  Tlpema Tepbhemy 4.3.2 36up crenena cBux uBoposa rpada ' mopa 6urtu napan (jenmak je 2m),
mTo je moryhe caMo yKOJUKO je OpOj YBOpPOBA HENAPHOI CTEIEHA Yy OBOM I'pady mapaH. O]
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Uecto ce y Teopuju rpagdosa pasmarpa npobiaeMm yrBphuBama ga au IOCTOjU HEOPUjEHTUCAHU Ipad
0e3 meTsbM ca 3aJaTHUM CTEIEHHMa YBOPOBa. 300r Tora ce yBOIM IOjaM zpaduuxoe nusa bpojesa M majy
HEOIXOHU U AOBOJHHU YCJIOBU Ja HEKU HU3 Oyne rpa@uykuy.

JEPVHUIINIA 4.3.1. Hus nenux 6pojesa (di,ds,...,d,) je epaduuky axo IOCTOJU HEOPUjECHTUCAHN
rpadp G = (V, E) 6e3 mersu ca ckymom usoposa V = {v1,vs,...,v,} Tako ma je d(v;) = d;.

ITowro je rpap G = (V, E) 6e3 nermu, 3a cBe wianose rpaduukor ausa (di,ds,...,d,) Tpeba ma Basku
di<n—13ai=1,2,...,n.

TEOPEMA 4.3.4. Hus (dy,ds,...,d,) je rpaduuky HI3 AKO U CAMO aKO je CBaKa HEeroBa IIepMyTaluja
(diy,diyy .., d;,) TpAGUYUKN HUS.

Jokas.  Tepbheme nupekrTHO cieam n3 ynmeHune qa csakoj nepmyramju (di, , di,, - . ., d;, ) (He)rpadpuaror
uusa (dy,ds,...,d,) oarosapa ,ucroBerHa® mepMmyrannja (v, ,Viy,-..,v;, ) 4BopoBa (v1,vs,...,V,) rpada
I

(dhdg,...,dn) — (dil,diw...,din)
(v1,v2,...,0n) — (Ui, Vigy-..,0i,).
O

Ha ocuoBy mperxomuor tBphema cienu na je ycioBe Koje jemad Hu3 Tpeba ma 3am0BOJbaBa 1a 6u Ouo
rpa¢uukmn, TOBOJBHO (GOPMYyJIUCATU 3a ClIydYaj HepacTyher Huza.

TEOPEMA 4.3.5. Heka je 3amar mepacryhiu musz neaux Opojesa ¢ = (di,ds,...,dy,), rme je
n—1>2dy>dy>...>d, >0. Tana je HU3 g rpadUUKM aKO U CAMO AKO j€ HU3

g/ = (d2 - 17d3 - ]-a"'vdlerl - 17dd1+27‘~'7dn)
rpaduuKy. O

Onumumo peunma Iponesypy Kako ce on Hu3a ¢ nobuja amu3 g'. IIpsu winanm d; hemo enmuvunucaTyu us
HU3a, HApeMHUX d] WwiaHOBa Nemo ymamury 3a 1, a mpeocrtamux n — 1 — d; wianoBa Husa (ako ux mma)
OCTaBJ/HLAMO HEIPOMEH,EHUM.

Teopeme 4.3.4 1 4.3.5 MOKEMO UCKOPUCTUTH Ja POPMUPAMO aJIropuraM koju yrBphyje na mau je martu
vu3 rpa¢uuru. Ilomazehu ox oBor Hu3a aaropuraM y CBAKOj UTEPAIMjU OIPBO COPTUPA TPEHYTHU HU3 ¢
y HepacTyhu mopenak, a 3aTuM IpUMemy]je IPeTXOMHy Npolenypy u nobuja mHus g'. Aaropuram craje y
IBa ciydaja:

e xKana je nobujen uu3 ¢’ = (0,0,...,0) u Taxa je mosa3HM HU3 TpaPUUKY;

e Kana je noOUjeH HU3 ¢’ KOjU CANDPMKU HEKU HEraTUBAH OpPOj U TaAa [MOJA3HU HU3 HUjEe IPDAUUKU.

IIPVMEP 4.3.1. YtBpauru na au je uu3 (3,4,2,3,5,2) rpaduuru.

Pewemwe 1. IIpobaem hemMo pemuTy TpUMEHOM MPETXOTHOT aJrOpuTMa U onrcahieMo cBaky o1 H>erOBUX
uTepanuja.

1° IIpso hiemo copruparu matu mu3 (3,4,2,3,5,2) npema wepactyhem penocaeny y uus g = (5,4, 3,3,2,2).
Om oBor Hu3a mOOMjamMO HU3
¢ =(p4-1,3-13-1,2-1,2—1)=(3,2,2,1,1).

d1=5

2° On mosor Hu3a g = (3,2,2,1,1) nobujamo

g/:(/872_172_1a1_]-71):(1,170,1)

d1=3

3° Hus (1,1,0,1) coprupamo y g = (1,1,1,0) u omarxe je ¢’ = (0,1,0).
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4° Komauno, uu3 (0,1,0) coprupamo y g = (1,0,0) u omarne je ¢’ = (—1,0).

IMonasum wu3 (3,4,2,3,5,2) auje rpaduukn, jep au3 ¢’ = (—1,0) canpskn HeraTusan 6poj. |

Pewewe 2. Kako je 30up cBux cremena uBopoBa 5 +4+ 3+ 3+ 2+ 2 =19 wenapan, a y Teopemu 4.3.2
CMO TIOKa3aJyi Oa 30up cTemeHa YBOpoOBa y rpady Mopa OuTm napas, ogna natu Hu3 Huje rpaduuku. W

IIPVMEP 4.3.2. Yrepautu na au je vu3 (4,3,2,1,0) rpaduukn.

Pewewe 1. Huz g = (4,3,2,1,0) muje rpaduurn jep mm3 g’ = (2,1,0,—1) roju ce mobuja ommcanmm
AJITOPUTMOM CAIP:KU HETATUBAH OPOj. |
Pewemwe 2. Ilaty rpa¢ mMa 5 uBopoBa. Kako y rpady mocroju uBop cremeHa 4, Taj UBOp je CIOjeH

rPaHOM Ca CBUM OCTaauM yBopoBuMa. MeDhyrum, y rpady mocroju uBop crenena 0, koju He 6u Tpebaso na
Oy[ze CIojeH HU ca jeJHUM O OCTAJIMX YBOPOBA, IITO je KOHTpaauknuja. CTora maTtu HU3 HUje rpadudru.

[ |
IIPVIMEP 4.3.3. YtBpauru na au je au3 (6,3,3,3,3,3,3) rpaduukn.
Pewemwe. I[Ipumenom asropurMa on maTor Hu3a mobujamo ciaenehe HM30BE:
(67 37 37 37 3’ 3’ 3) - (2’ 27 27 27 27 2) e (27 2’ 2’ 17 1) - (1’ 17 17 1) - (17 17 O) - (07 0)7
ONaKJe Clend na je MOJa3HU HU3 IPa(UUKU. |

Hanomena. JenHoMm rpauyuroM HM3Yy MOTY OAroBaparu W rpa¢oBu Koju HUCY m3omMopduu. Tako, HIp.
musy (6,3,3,3,3,3,3) us IIpumepa 4.3.3 oarosapajy memszomopduu rpadosu ca Cauke 4.1. 3amTo oBa
nBa rpada HUCY U30MODP(HUT

Ciauxa 4.1.

Cana hiemo maBecTu u jenno TBpbheme Be3aHo 3a cremene usoposa y opujentucanom rpady I' = (V) E),
rae je V ={v1,va,...,v,} u |E| = m.

TEOPEMA 4.3.6. Y opujeatucanom rpady I' = (V, F) Bakn

d=(v1) +d (v2) +...+d (vy) =m=d"(v)) +d(va) + ... +d" (vy).

[Noxas.  Ilomro cBaka rpana (ykmy4yjyliu u neTiby) ysaa3u y HEKA UBOD BaskKu
d=(v1))+d (va) + ... +d (vy) =m.

[TomTo cBaka rpane u u3nasu u3 ysopa Tana je d (vy) +dt(va) + ... +d"(v,) = m. O
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4.4 IlpencraBsbame rpadoBa

IIpu pemaBamy MHOruUX rpadoBCKuX IpobieMa (HAPOUYNWTO OHUX KOJjU MOZENY]y HpoGieMe U3 Ipakce)
padyHapy nMajy M3y3eTHO 3HAUajHy YJIOTy. 3aTO Ce MOCTaB/hba IMUTAHE KAKO Tpad MOKEMO IpeICTaBUTHA
y pagyHapy. Y OBOM IOIJIaB/bY NEMO M3JIOKATU HEKOJIUKO MOT'y NUX IpeACTaBbama rpada U IUCKy TOBATHI
Bese m3meDhy mux.

MaTtpuna cycencrBa rpaga

JESPVTHNUITINI A 4.4.1. Herka je G = (V,E) rpap ca  CKYIOM  UYBODOBA
V = {v1,v2,...,v,}. Mampuya cycedcmea epada G je Banparma marpuna A = ||a;j|lnxn Pela n xox
KOje cy

e a;; =1 ako je (v;,v;) € E u a;; =0 aro (v;,v;) ¢ E
(3a opujentucane rpagose);
e a;; =1 aro je {v;,v;} € Ema;; =0 aro {v;,v;} ¢ £

(3a HeopujeHTHCAHE TPadoBE).

Marpuna cyceactsa A meopujentucanor rpada G je cuMeTpuyHa MaTpuna, Tj. 3a my Baku A = AT,

Ha ocmoBy Iledpununuje 4.4.1 u3 marpune cyceinctBa rpada MOI'Yy Ce M3BECTH 3aKbYUIU O HEKUM
ocobunama rpada.

3a cBaku uBOp v; rpada G KOA KOra MOCTOjU METJha, €JIEMEHT G;; Hmerope marpuie cyceuctsa A je

jemmax 1. 3aro Tpar tr A marpuie A, koju je 30up eeMeHaTa ca WmeHe TaaBHe mujaronate (tr A =" a;),
i=1

npeacrasiba Opoj metimu y rpady G. I'pad G mHema merTsmm ako u camo ako je tr A = 0.

W3 maTpume cyceacTBa OpUjeHTUCAHOT rpada MOKEMO OAPEAUTH yJaa3He U U3JIa3HE CTENeHEe YBOPOBA.
Bpoj nojaBmusama enemenTta 1 y i-Toj BpCTU OBe MaTpUIE jelHAK je u3aasHoM creneny dT(v;) uBopa v;.
Bpoj nojaBmpuBama 1y j-TOj KOJOHM MaTpHIlE je[HAK je ynasHoM cremeny d (v;) 4Bopa vj.

CinyHO M3 MATPUIE CYyCeICTBA HEOPUjEHTUCAHOT rpada MOMKEMO OIPEIUTHU CTENEeHe YBOPOBa. DBpoj
nojaBmuBama 1y 4-T0j BpeTu (MM i-TOj KOJIOHU, jep je Ta MaTpula CUMeTpPUYHA) jenHak je creneny d(v;)
YBOpA V;.

IIPUUMEP 4.4.1. Ogpemuru matpuiy cycenctsa A; opujentucamor rpada G u3 Ilpumepa 4.2.1 u
Marpuiy cycencrsa A, meopujentucanor rpada Go u3 [Ipumepa 4.2.2. 3atum, y oba ciaydaja mcnuratu
MPEeTXOIHO HaBeIeHe OCODUHE.

Pewemwe. Ha Cnumum 4.1 moHOBO Cy mpencTaBibeHa OBa ABa rpada.
5
4
4 3
1
2 3 1 2
Gl GQ
Cauxa 4.1.

3a opujertucan rpad (G; Marpuna cyceacrtsa, GpopMupaHa y OAHOCY Ha Iopenak uBopoBa 1,2,3,4.5,
uMma caenehu obnuk:
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1 2 3 4 5
11000

I[1 1 0 0 0
10100

2/1 0 1 0 0
= Ar=1000 11

310 0 0 1 1
00011
410 0 0 1 1 00100

500 0 1 0 0

Buaumo ma marpuna A; Huje cumerpudHa (OmATIE Ce MOMKE 3akbyunTu na rpad G HUje HeOpUjeHTu-
can). Hben tpar je jemnax tr A; = 2, mro oarosapa yumenuy na rpad G; uma nse meribe (KOL YBOPOBA
1u4).

36up esemenara apyre Bpcre (Tj. 6poj jequHUNA Y B0j) je jeIHAaK 2 U CTOra je U3JIAa3HU CTEIeH 4BOpa

2 jemnak d(2) = 2. 36up esemeHaTa Apyre KOJOHE je jelHaK 1 UM 3aTO je yJa3HU CTelNeH yBopa 2 jelHak
d—(2) =1.

Matpuna A, HeopujerTucanor rpada G, 3a mopenak yBoposa 1,2,3,4, jemnaka je:

_ o = O

Ay

=W N

— O~ O~
O = O N
OO OoOlw
O O
O~ O
SO RO
_ O O =

I'pad G2 je HeopujenTucan na je marpuna A, cuMmerpuuna. Hben tpar je jemmak tr A; = 1, jep rpad
G uMa jenny metidy Kox uBopa 4. 30up emeMeHaTa Ipyre BPCTe, KAO W 30Up esieMeHaTa APYre KOJOHE
je jemHak 2 1 TO OAroBapa UMHEHULIM N& je CTeleH uBopa 2 jenHak d(2) = 2. |

Matpuna cycenctBa A rpada GG 3aBucu o TOPETKA HErOBUX UBOpPOBa. Hawme, KO jeIHOT UCTOT
rpada 3a OBa pa3nImuuTa IOPETKA YBOpPOBa oaroBapajyhe marpuie cycencrsa MOry OWTU Pa3IUUUTE.
MebyTtrmM, Moke ce MOKa3aTH Oa Cy CBe MaTpUIlE CyceICTBa jenHor rpada MehycoOHO mepMmyTanmoHO
CIIUYHE.

JEPVTHUIINIA 4.4.2. Marpumna X je nepmymayuora Mampuya YKOJIUKO Yy CBAKO] BPCTU U CBAaKOj
KOJIOHM MMa TAYHO jelaH eJIeMeHT 1, a cBU octaju ejaeMmeHTH cy 0.

Matpuna A je nepmymayuoro cauuHae ca MATPUIOM B ako mocToju mepMmyTanuoHa MaTpuina X TakBa
nma je A= X"'BX.

ITIPUMEP 4.4.2. Y Ilpumepy 4.4.1 onpebena je marpuna cycenctsa A, = rpada G2 3a

1
0
0
1

—
[eNai Nl

0
1
0
1

nopenak usoposa 1,2,3,4.

0
Marpuna cycencrsa mctor oBor rpada 3a mopemak usoposa 2,4, 1,3 jemmara je AL = (1)
1

1
0
ol
0

OO
OO

0
0
1
1

1
_ 0 /I : 3
Matpune Ay = 1 u A, = Cy HOepMyTalMOHO CJIMYHE, ]ep IIOCTOJU MaTpuia

O == O

1
0
0
0

OO

1
0
0
1

SO~ O

0
1
0
1

0
1
C

0 0 0
_ 0 1 . =1 g/

X = 10 0 O,TaHBaILaJeAg_X ALX. [ ]
0010

HaBemumo jemmy Beoma BaskHy o0coOuHy Marpune cycenctBa rpada (opujeHTucaHor wuiau
HEOPUjEHTUCAHOr ), KOja Aaje meHy Be3y ca 6pojem myresa onpebene nyskume uszmeby nsa usopa.

TEOPEMA 4.4.1. Hera je A wmarpuna cycemctsa rpadpa I' = (V,E) ca ckymom dYBOpOBa

V = {v1,v2,...,v,}. 3a cBaka nBa uBOpa v; U v; BaykU Oa je 6poj myresa y rpa¢y I mysuue k, k>0,
KOjU MOBE3Yy]y OBa MBa YBOPA jeTHAK €JIEMEHTY agf) Ha mosummju (i,7) y MaTpunu Ak ]

Hamomenumo na AF ozmauasa k-tu cremen marpumne A, tj. A = I, rae je I jenuauuna Marpuna pema
n,a Al = A1 . Azal=1,2,.. k.
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Y mperxoxaom TBphemy ce mocmarpajy csu moryhu myresu usmeby msa usopa (6e3 o63upa ma su Cy
eseMenTapuu win ue). CMaTpaMo ga je CBaKU YBOP IIOBE3aH caM ca coboM myTeM nryskuHe 0.

ITPUUMEP 4.4.3. Y opujenrucanom rpa¢dy G ma Caunu 4.1 nmocroje Tpu nmyTa ayskuHe 4 ox uBopa 2
IO YBOpa H:
2—-1-2-3-5, 2—-3—-4—-4-5, 2-3-5-3-5.

yOKBI/IpeHI/I €JIEMEHT MaTpUIle

5 3 3 2 2
ad_f3 223
1 =|o o 2 3 3
002 3 3
00 1 2 2
Ha mosumuju (2,5) jemnak je 3, mro ogrosapa GpOjy MPETXOMHO yOUEHUX IyTeBA. ]

[Tpumeny Tepbhewa 4.4.1 unycrpoBahemo kacHuje kama OyneMO YBEJIW W IOjaM MaTPUIE PACTOjama
rpada (Bumetu IIpumep 4.4.9).

JIucrte cycencrBa uBopoBa rpada

JNEPUHUIINIA 4.4.3.  Jlucma cycedcmesa I, usopa u rpada I' = (V, E) npencrasiba CKyn
e l,={veV:(uv)€E} (3a opujenTucane rpagose);

o[, = {U cV:{uv}e E} (3a meopujenTucane rpadose).

YKOJIMKO KOJ YBOpa U IOCTOjU IEeTJha, OHJA e U YBOp u NPUNATATU CBOjO] JIMCTU CYyCEICTBA, Tj.
U E ly.

Jlucre cycencTBa Hajasze HPpUMEHY IPU IPEICTABBAKLY I'padoBa KOJU MMajy BeJUKU OpOj YBOpOBA U
Yy OIHOCY Ha H-era peJjlaTUBHO MaJyu Opoj rpana. Tama 6u omroBapajyha Marpuna cycencTBa 3ay3UMAaa,
MHOT'O BUIIE MEMOPHjCKOI IPOCTOPA, a yriaBHOM Ou Oumiia momymeHa esmementuma 0. Jlucra cycemcrsa
3ay3UMa 3HATHO Mame MEMOPHUjCKOT IIPOCTOPA, Al Cy 3aTO AJTOPUTMU KOJjU Pale Ca HOM CIOKEHUjU.

Bumumo nma je mucra cycencTBa HEKOr YBODA jeqHAKA M3JIA3HOM CKYIy TOD UBOPA y CIydYajy OPHWjeH-
THCAHOT rpada, JOK KOX HEOPUjEeHTUCAHOT rpada IpencTaBba CKYIl CBUX HEMY CYCEIHUX UBOPOBA.

3aTo je y ciayuajy opujerTHCaHOT rpada m3iaszau crened d'(u) uBopa u jemHak OpOjy eremMeHaTa
naucte cycenctsa ly, Tj. Bamu dT(u) = |l,].

Crauyno, Ko HeopujeHTUCAHOr I'pada crener d(u) yBopa u jenHak je 6pOjy eleMeHaTa JIUCTe CyCeCTBA
ly, Tj. Baskm d(u) = |ly].

IIPUMEP 4.4.4. OppenuTty nIucte CycencTBa CBUX YBOpoBa 3a rpadose Gp u Go us [Ipumepa 4.4.1.

Pewemne. Jlucre cycencrBa uBopoBa opujentucanor rpada (G; cy mare y Tabeau 5.4.1, a
HeopujernTucasnor rpada Gy y Tabemu 5.4.2.

Ly
{1,2}
{1,3}
{4,5}
{4,5}
{3}

Tabesa 5.4.1 Tabesa 5.4.2

Cﬂﬂkwl\D)—"Q
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N3 nuctu cycencTsa opujeHTHcaHOT Tpada (i BUAM ce Aa Cy W3Ja3HU cTemeHn usoposa: dt(1) = 2,
d¥(2)=2,d"(3)=2,d"(4)=2u d"(5) =1.

N3 nuctu cycencTBa HeopujenTHcaHor rpapa G HamasuMmo cremere uBoposa: d(1) =2, d(2) =2,d(3) =1
u d(4) = 2. [ ]

Marpura nHIUIEHIje YBOPOBA U IpaHa

Y caydajy OpUjeHTUCAHUX WM HEOPUjEHTUCAHUX rpadoBa MMAMO DA3INYUTE MATPUIE UHIVACHIN]E.

JEPUHUIINIA 4.4.4. Hera je I' = (V, E) opujentucan rpad 6e3 meTsbu KOA KOTa je CKYIl YBOPOBa
V ={v1,va,...,0,} m ckyn rpana E = {ej,es,...,en}. Tanma je mampuya unyudenyuje weoposa u zpana,
S =1Isij|lnxm, RepurUCAHA Ca

1 aKo rpaHa €; M3Ja3U U3 YBOPa U;
—1 ako rpama e; ynasm y 4UBOD ;
+1 ako je rpana e; merjba OKO UBOpa v;

0 aKO rpaHa €; U YBOP ¥; HUCY MHIUICHTHU.

Marpuna S je marpuna obsuka n X m. Bpoj mojaBmuBama —1 y i-T0j BpcTu Marpure S jeHaK je
6pojy rpaHa Koje yjase y 4BOp v;, Tj. yJdaszHoMm cremneny d (v;) uBopa v;. DBpoj mojaBmusBama 1 y i-TOj
BpcTu Matpure S jemHak je 6pojy rpaHa Koje U3iasze U3 uyBOpa v;, Tj. U3aazuoM creneny dt(v;) uBopa v;.
Y cBakOj KOJIOHUW Ce HaJia3e o jemaH eaeMeHT —1 u 1, mTo oAroBapa YWHEHUNM 8 CBAKA I'PAHA yIIA3U Y
TAYHO jeJaH YBOD U M3JIa3U M3 TAYHO jeTHOT YBOPA.

IIPUMEP 4.4.5. Ogpemutu MaTpully WHIUIEHIVje€ UYBOPOBa W rpaHa S OpUjeHTHUCAHOr Trpada
G = (V, E) npencrasmenor va Cuunu 4.2. M3sectu onrosapajyhe 3akmyuke.

1 2 3
4 5 6
Cauxa 4.2.
Pewemwe. Ckyn YBOPOBA je 1% = {1,2,3,4,5,6}, a CKYTI rpaHa je

E = {(1,4),(475),(5,4),(5,2)7(2,6),(3,2),(3,6)7(6,3)}. MartTpuna rHOUAEHOUje YBOpPOBa u rpana S mMa

caenehu obnuk (rpana (u,v) je Ty nmpencrasiena kpalie kao uv!):

14 45 54 52 26 63 36 32
10 0 0O O O 0 O
o 0 0 -1 1 0 0 -1
o o o0 o o0 -1 1 1
-11 -1 0 0 0 0 O
0 -1 1. 1 0 0 0 O
o 0 0 0 -1 1 -1 0

ST W N

Kako mpyra Bpcra Mmarpune S mma gsa eneMeHTa —1, yiaasHu cremeH usopa 2 je jemuak d—(2) = 2.
ITomTo OBa BpCTa CANp:KKU CAMO jelaH eJeMEeHT 1, u3iasHu cTeneH ysopa 2 je jemmak dt(2) = 1.

Bumumo na ce y cBakoj KoaoHU Marpule S Hajga3u caMmo o jenan exemenT —1 u 1. Ha npumep, npBoj
KOJIOHU oAroBapa rpana 14, koja m3naszm u3 yBopa 1, 300r yera je ejeMeHT OB€ KOJIOHE Yy NPBOj BPCTU
(rkoja omroBapa usopy 1) jemmax 1. I'panma 14 ynasu y uBop 4, ma je eJeMEHT OB€ KOJOHE Yy YETBPTO]
BpcTu (KOja omrosapa usopy 4) jemnar —1. |
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Kon HeopujerTrcannx rpagoBa Marpuna WHIUACHIUje ce nedpuHume Ha cieiehu HadvuH.

JEPVTHUIINIJA 4.4.5. Hera je I' = (V,E) HeopujeHTHCaH rpad KOL KOra je CKyI YBOPOBa
V = {vy,v9,...,v,} u cryn rpana E = {ej,es,...,e,}. Tana je mampuya unyudenyuje weoposa u 2pana,
R = ||rijllnxm, Dedpunucana ca

. {1 YBOp V; j€ MHIUACHTAH Ca TPAHOM €;
1]

0 YBOD v; HHU)€ MHOMACHTAH Ca I'PAHOM €;.

Marpuna R je marpuna obauka n X m. Bpoj jemmuuna y i-toj Bpctu marpune R jenHak je cremeHy
d(v;) uBopa v;.

Y caydajy Kazma rpad HeMa MeTJ/hU Y CBAKOj IEerOBOj KOJIOHU Ce Hajla3e IO JBe je IMHUIE, IITO OArOBapa
YMHEHUNN 14 je CBaka rpaHa (Koja HUje MeT/ba) MHIUICHTHA Ca ABA PA3JIMYNATa YBOPA. Y KOJIUKO KOJIOHA
uMa CaMo jelHy jeqUHUILY, OAroBapajynu 4BOp je MHIUIEHTAH HMeTJhU.

IIPUMEP 4.4.6. Oppeautu MaTpuUIly WHIUACHINW]jE€ YBOPOBA M rpaHa R HeOpuUjeHTHCAHOr rpada
G = (V, E) upencrasmenor va Cuaunu 4.3.

1 2 3
(o]

4 5 6
Cauxa 4.3.

Pewewe.  Cryn usoposa je V = {1,2,3,4,5,6}, a ckyn rpana je
E = {{1,2},{1,4},{2,4}7{2,5},{4,5},{5,6}}, mro hemo kpahe osmauasatu E = {12,14,24,25,45 56}.

Marpurna uHIUIAEHTNjEe YBOPpOBa u rpana R je:

12 14 24 25 45 56

141 1 0 0 0 O
241 0 1 1 0 O
R=3|0 0 0 0 0 O
410 1 1 0 1 0
50 0 0 1 1 1
6/0 0 0 0 0 1

Y npyroj Bpctu matpuie R (koja oarosapa uBopy 2) Hajase ce 3 eJeMEeHTa 1, ma je CTemeH 4Bopa
2 jemuak d(2) = 3. Bumgumo na ce y cBakoj kosoHU Marpune R Hamaze TadyHO IOBa ejgeMeHTa 1, jep rpad
wema netspe. llomro je yBop 3 m3omoBan, y Tpehoj rosonu marpuie R Hanzaze ce caMmo HyJe. ]

Marpuna pacrojama rpada

JEPVTHUIINIA 4.4.6. Hera je G = (V, E) rpa¢ ca ckymom usoposa V = {vy,va,...,0,}.

Ako cy uBoposu v; u v; rpada I' mosesanu, Tama je pacmojawe d(v;,v;) OL UBOpa v; OO UBOpa Uj
jenHako myskuHu Hajkpalier myTa O& UBOpa v; O UBOPA Vj.

Mampuya pacmojawa rpada G je kBagparsa Marpuna D = ||d;j||nxn Pela n KOx KOje je

g — {d(vi,vj) aKO Cy YBOPOBM ¥; U V; IOBE3aHN;
1)

o0 akKO 4YBOPOBU vV; U V; HUCY IOBE3aHU.
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[Momro cmaTrpamMo ma je cBaku YBOp v; IMOBE3aH ca caMuM coboMm myrem ayskuue 0, omna je d;; = 0.
Cumbou 0o mpencraB/ma caMO O3HAKY [Aa OBa UBOPA HUCY IIOBE3aHA.

Ca mojMoM pacrtojama cy moBeszanu u cienehe nepuHuUIT]jE.

JNESVTHUIINJIA 4.4.7.  Aujamemap zpaga I' = (V, E) je nar ca D(I') = max dr(u,v).
u,ve
Excyenmpuyumem weopa u je er(u) = max dr(u,v).
veE
Padujyc epaga T je r(T) = mi‘r/l er(v).
ve

CBu uBOpOBM rpada YHUjU je eKCIEeHTPUNUTET jefHAK Paaujycy obpasyjy uewmap zpada.

Marpuna pacrojama HeopujeHTHCAHOT Tpada je (Kao M HeroBa MATPUNA CYCEICTBA) CAMETPUYHA
Marpuna, jep Hajrpaliu myt on v; mo v; ogpebyje najrpahu myr ox v; mo v; (kaza MAEMO UCTUM IpaHaMma
€caMO CyIPOTHUM CMEDPOM).

IIPUMEP 4.4.7. Ha Cuunum 4.4 cy npencrasmenn opujentucanu rpad G = (Vi, E1) us IIpumepa 4.4.5
n Heopujentucanu rpadp Go = (Va, E2) us Ipumepa 4.4.6.

1 2 3 1 2 3
o

Cauxa 4.4.

Onpenutu marpune pacrojawma D1 n Dy oBux rpa¢doBa y OAHOCY Ha mopenak 4Boposa 1,2,3,4,5,6.

Pewemwe.  Ckym usoposa rpada G je Vi ={1,2,3,4,5,6}. Marpuna pacrojama D; oBor rpada je:

1 2 3 4 5 6

1o 3[5] 1 2 4
2/lo0 0 2 oo [o0] 1
D= 3|lcco 1 0 oo oo 1
4 o0 2 4 0 1 3
5{lcc 1 3 1 0 2
6llcc 2 1 o0 oo O

Enement dis3 marpune D jemuak je 5, jep je majkpahu myT on uBopa 1 mo uBopa 3
1-4-5-2-6-3
nyskmHe 5. Enement dos = 0o 3aT0 mIto He mocToju HUjenaH myT y rpady G om yBopa 2 mo uBopa 5.

Ckyn usoposa rpada Gy je Vo ={1,2,3,4,5,6}. Marpuna pacrojama Dy oBor rpada je:

1 2 3 4 5 6

110 1 oo 1 2 3
211 0 oo 1 1 2
Dy= 3|loco 0o 0 o© oo o0
41 1 oo 0 1 2
512 1 oo 1 0 1
6|3 2 oo 2 1 0

Y marpunu Ds je di5 = 2, jep je mykuna Hajrpalier myta on usopa 1 mo uBopa 5 jemuaka 2. I[loctoje
nBa Hajkpaha myra m3meby oBux uBopoBa:

1-2-5 u 1—4-5.
Hanmomenumo na on yBopa 1 mo yBopa 5 mOCTOje M JBa ejleMEeHTAPHA MIyTa OY/KUHE 3:

1-2-4-5 u 1-4-2-5.
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[Tomro je uBOop 3 m3070BaH, Tj. HUje HOBE3aH HU Ca jeTHUM APYruM yBopoM rpada G, y tpehoj Bpctn
u tpehoj konouu marpune Do (ceM HA IIABHO] AWjArOHAIN) HAJNA3U CE O3HAKA OO.

Bumumvo na je marpuna Dy cumerpuuna (jep je rpad Go HeopujenTucan), a D Huje. |

Martpuna pacrojama HEKOr rpaga nocenyje ciaenehy ocobuny.

TEOPEMA 4.4.2. Enementn marpune pacrojama D rpada ca n 4BOopoBa Cy wiau OpOjeBU U3 CKyIa
{0,1,...,n— 1} wmm cy cumboma co.

Loxas. Hajkpaliu nyT koju moBe3syje mBa uBopa (ako IOCTOjU) je jemaH eseMeHTapad IyT. 360r Tora
HeroBa Iy:kuHa y rpady ca n uBopoBa He Moxke 6utu Beha om n — 1. Ako He mocTOju TakaB MyT OHZAA je
Ha oaroBapajyhoj mo3unuju y MaTpUIy pacrojarma cuMO0J co. ]

Uzmeby marpune pacrojama usopoBa D u marpune cycencrsa A rpada G mocroju obocTpaHa Besa.

Ako HaM je mosHaTa MaTpuia pacrojama UyBOpoBa D, OHmA MATPUIly CyceacTBa A mobujamMo Tako IITO
cBe exemenTe Matpune D koju Hucy 1 3amenumo ca 0.

IIPUMEP 4.4.8. Ha ocuoBy MmaTtpurna pacrojama D1 u Dy u3 Ilpumepa 4.4.7 ogpenutu oarosapajyhe
MaTpule cycencrsa A; m As.

p 1 23 4 5 6 1 2 3 4 5 6
eueme. 10 3 5 1 2 4 1/lo 0 0 1 0 0
20 0 2 o0 oo 1 210 0 0 0 0 1
Di= 3|0 1 0 o0 o0 1| = A= 3]0 1 0 0 0 1
4]0 2 4 0 1 3 4/lo0 0 0 0 1 0
5[cc 1 3 1 0 2 510 1. 01 00
6]cc 2 1 0o o0 0 6[0 0 1 0 0 0
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
10 1 o 1 2 3 1o 1 0 1 0 0
21 0 o 1 1 2 211 0o o 1 1 o0
Dy= 3| 0 o 0 o0 o oo = A= 3|0 0o 0 0 0 0
411 1 o~ 0 1 2 411 1 0o o 1 o0
51 2 1 o 1 0 1 50 1 0 1 0 1
6 3 2 o 2 1 0 6/lo o o o 1 o0 ]

3a 0GpHYTH MOCTYNAK MOCTOJU HEKOJIUKO AJTOPUTAMA.

Marpuny pacrojama D Mmosxkemo nobutu ox marpure cycencrsa A rpada [ ca n usoposa kopumhemem
tBpbema 4.4.1 u 4.4.2 wa cienehu mHauwun:

e Ompemutu n3 marpuna A = I, A A% A3, ... AL,
e Enement di; MaTPUILE pacTojama D jemHAK je HajMameM 6pojy k
(k€{0,1,...,n—1}) 3a xoju Basku ma ce Ha mosunuju (i,j) Marpune A¥ mamasu emement paszmaumt

(Behwu) ox 0. Ako rakBo k He mocroju oHza je d;; = 0o.

ITPUUMEP 4.4.9. 3a rpa¢ ca Cnuke 4.5

Cauxa 4.5.

mu3 matpuna A¥ k=0,1,2,3 (3 =n—1) u onrosapajyha marpuna pacrojama D umajy ciaenehu o6muk:
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=

0

00 1 1 2
Ao o o g1, A2—Jo o o
0o o [1] o 0 0 0
o o o [1 0 0 o0
112 3 0 1 1 2
3_1o 0o 0 o —lle 0 1 1
A"=15 0 0 o = D=2 o o 1
0O 0 0 o oo oo oo 0

CBaky yOKBHDEHU €JIEMEHT O3HauaBa IPBY I0jaBy HEHYJTOr eJeMeHTa Ha oAroBapajyhoj mosumnuju y Hu3y
crenena mMarpune A. Crenen marpune k y KOjoj ce Taj YOKBUDEHU €JIEMEHT HAJIA3U jeIHAK je eJIeMEHTY
MmaTpure D Ha TOj MO3UNIUjU.

Haume, y marpumu AY yokBupenu enementu cy npsu koju cy sehu ox 0, ma y marpumu D Ha riIaBHO]
majaronamu mmamo 0. Y marpumu Al yokBUpeHM emeMeHTH oarosapajy TpaHaMa Koje HUCY HeT/he U Y
mMaTpum D Ha BUXOBUM mo3umujaMa mMamo 1 (cBaka rpama je myT my:xume 1). Y A? yokBupen emement
ce masasu Ha nosmmumju (1,4), ay A° u A! je Ty 0, ma je y D ma T0j mosumuju 2.

Ha ocrannM mosmnmjama Hajda3u ce cuMOOJ 0o, jep je v cBuM marpumnama v mmsy A%, A' A% A% na
TuM nosunujama eigement 0 (Tj. 3a oxrosapajylie uBopoBe He IOCTOjU IIyT KOjU KX IOBe3yje). |

Marpuna pacrojama D ce Moxke noOuTy o1 MaTpUIE CYyCeACTBA A 1 HA ePUKACHU]U HAYUNH — IPUMEHOM
HEKOI OJ] MO3HATUX aJIlOpUTaMa 3a Hajgakeme Hajrpaher myra mameDy mBa uBopa y rpady. Ilocroje nse
OCHOBHE€ BPCTE€ TaKBUX aJirOpUTaMa:

e asropurmu 3a onpebuBame pacrtojama wuaMely nBa ¢urcupana uBopa y rpady, Ha IpPUMED
Hajrcrpun anropuram (eur. Dijkstra’s algorithm) — jenas TakaB ajropuram MOMKEMO IPAMEHUBATH
peIoM Ha CBE MAapOBE YBOPOBA y rpady;

® AJTOPUTMU 3a CHUMYJITaHO onpebuBame pacrojama mameDy cBaka mBa usBopa y rpady, Ha IpuMeEp
®nojn-Bopmanos amropuram (enr. Floyd- Warshall algorithm).

4.5 QOjaepoBu rpagoBu

[MTsajuapcrkom Marematuuapy Jleomapnay Ojuepy cy Torkom Gopasra y KemurcGepry (mem. Konigsberg;
nanamby KaaumuHrpaa) MEmTaHd TOCTABUIM NPOGJIEM Ia yTBPIU Oa Ju ce Moxke npefiu mpeko cBux 7
MoCTOBa OBOTra rpaza (koju cuajajy obaie peke IIperes ca aBa octpBa, ka0 u ocTpBa Mehycobuo) Tako
Ia ce MPEeKO CBAKOT OX HmUX npebhe TauHO jemaHIyT W BpaTu HA MecTO onakie ce mouuto. Ojuep je mao
OZpedYaH OAroBOP.

Ha Cuaumum 4.1 cy npukasauu menoBu opurmaainor OQjnrepoBor pana KOju je OH mpe3eHTOBao 1735.
romuuae Canrr [lerepcOyprumkoj akamemuju Hayka moka3yjyhu ma je TakaB obuiiazak MOCTOBa HeMoryh
V3 HATIOMEHY Ja C€ HEerOB METOJ MOYKE IPOIIUPUTHU HA IIPOU3BOJHAH PACHOPE OCTPBA U MOCTOBA.

J
SOLUTIO PROBLEMATIS
'AD GEOMETRIAM SITUS PERTINENTIS

Cauxa 4.1.

Ha Cauunnm 4.2 je mpencrasmena mama KemnrcGepra (m3 spemena Ojnepa) ca HerOBEUM MOCTOBHMA.
Ojrnep je cBakoj oGasu 1 OCTPBY HPUAPY:KUO MO jedaH YBOP rpada, a CBAKOM MOCTY IO jeAHY T'DaHy —
sunetu Cuuky 4.3. Tako je on nobuo jeman myarurpad (jep mameby Hexux mapoBa 4BOPOBa IOCTOjE IO
nBe rpame, Bugetu crpany 95), koju je upencrasiben Ha Cuunu 4.4.
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Ciuxa 4.2. Ciuxa 4.3. Ciauxa 4.4.

ITa 6u pemwmo [Ipobrem Kenurc6epmrux mocroBa Ojaep je kopuctuo ommruy nojam OjrepoBor myra u
KOHTYDE€ Y HEOPUjEHTUCAHOM MYyJTUTPady, KOjU ce MOKe IPUMEHUTHU U Y CIyYajy HEOPUjeHTUCAHOT rpada
3agaror ledpununujom 4.2.2.

JEPUHUIINIA 4.5.1.  Ojaepos nym y (myaru)rpady I' je myT roju canpsxu cse rpane u3z I' tauno
jemanmyt. (Myntu)rpad xoju mva OjaepoB myT HA3UBA CE NOAYOJAEPOS (MYAMU)2pag.

Ojnepos myT koju je 3arBopeH HasuBa ce Ojaeposa xonwmypa, a (Mmyaru)rpad roju mma OjaepoBy
KOHTYDY Hasusa ce Ojaepos (myamu)epad.

Ojnepos myt m OjrepoBa KOHTypa MOry Ce€ HOCMATPATU U Y OPUjEHTUCAHOM W Yy HEOPUjECHTUCAHOM
rpady. OBU ImyTeBM HE MOPAjy OUTU eJIeMEeHTApPHU, jep MOI'Yy KPO3 HEKe YBOPOBE NMPOJA3UTU BUIIE IIyTA.

IIPVIMEP 4.5.1. Ucourartu ga au nocroju Ojnepos nyt (omHocuo OjirepoBa KOHTYPA) OPUjeHTUCAHOT
rpagda Gy u3 [Ipumepa 4.2.1.

Pewewe.  Ha Cnumm 4.5 moHOBO je nmpencraBibeH rpad Gi.

5

Cuauka 4.5.
Y osom rpady mocroju Ojiaepos myT
2-1-1-2-3-4—-4-5-3-5.

Crora je Gy momyojinepos rpa¢. IIpumernmo na oaj Ojnepos myT mposasm Kpo3 CBaKU YBOD rpada aBa
nyTa (3aTO HUje egeMEeHTapaH IyT).

Y G1 me mocroju OjuaepoBa KOHTYpa, jep Kajn jenHoMm npobemo rpamom (2,3) Bume ce HE MOMKEMO
BpaTuTU OO yBOpoBa 1 m 2. |

Cana hemo HaBecTu 6e3 nokasa TBpheme Koje y HOTIYHOCTH KapakTepuine HeopujenTucane Ojmepose
rpadose.

TEOPEMA 4.5.1. Ojuneposa teopema. Ilosesan neopujentucan (Myaru)rpad 6e3 metmu je Ojmepos
aKO M CaMO aKO CY CBU HETOBU YBOPOBU IAPHOT CTEICHA.

ITocnemuna nperxomue Teopeme je u caemehe TBpheme.

ITIOCJIEINIIA. 4.5.2. Ilosesan meopujentucan (MyaTu)rpad Ge3 HeTHU je IOLYOjIePOB aKO U CaAMO
axo canpxu 0 mam 2 yBOpa HENMapHOI CTEINeHA. ]
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IIPUMEP 4.5.2. Ha ocmoBy Tepbewma 4.5.2 Bumumo na obuiaszak MocToBa y Kenurcbepry uuje
moryhi, jep omrosapajyhu rpad ca Cuaure 4.4 uma cBa 4 uBopa menapuor crenena (5,3,3,3), Te oH Huje
HU TOJIYOjyiepoB, a camum TuM Huje Hu Ojrepos. ]

IIPUMEP 4.5.3. Pasmorpumo cana npo6aem u3 ITornasma 5.1. Moske au ce jemuum moresom (6e3s
IU3ama OJIOBKE ca Ianupa u 0e3 mpesnacka npeko Bell Haupranux numHuja) Haupratu ¢urypa ca Cnuke
4.67

Cauxa 4.6.

Peweme. Y omrosapajyhem rpa¢y mmamo 5 uBopoBa kKoju umajy cremene 3,3,3,3,4, om uera cy 4
HemapHOT creneHa, na Ha ocHOBY TBpbhema 4.5.2 y Tom rpady me moctoju Ojnepos myT. 3aTo je CIuky
HeMoryhe HamprTaTu jeogHuM moTe3oMm 0e3 mpesacka Ipeko Beh HapTaHUX JUHU]A. |

IIPUMEP 4.5.4. Ucnuratn na au nocroju Ojaepos myt (omaocuo OjaepoBa KOHTypa) HEODU)CHTU-
canor rpagda npukazanor sa Coumm 4.7.

Ciauxa 4.7.

Pewemwe. Ha Cuunm 4.7 nmopen cBakor 4yBopa je yOKBUDeH meroB creneH. OBaj rpad mma 2 ysopa
umenapuor crenesa (d(5) =3 u d(6) = 3), na, upema Tephewy 4.5.2, y memy nocroju Ojnepos myT:

5-6—-4-5-2-4-3-2-1-3-6.

ITpema Ojaeposoj reopemu (Tephemwe 4.5.1) y memy ne mocroju OjaepoBa KOHTYpA. ]

Tpaxkeme OjrepoBor myra HaJia3W OIPUMEHY y MHOrMM mnpobiemuma KoMOuMHATOpDHE ONTUMU3AIM]E.
Ha npumep, opranuszaropu Beaukux usnokbu mopajy (ako xohe na moceruwonu Buie CBe €KCIOHATE U A
mpeJiase WToO Mamy OyT) na oxpene jexan Ojnepos myT (ako mocroju) y rpady oxpebenom uznosxbenum
IPOCTOPOM U CTa3aMa KpO3 mera.

Hajnosuatuju npobiem oaksor tuna je Ipobaem wuneckoz nowmapa (1obuo je TakBo uMe, jep ra je
npBu pasmarpao kuHecku maremarudap M. Kyan 1962. romune).

ITomrap Tpeba ma obube cBoj peon u pasHece cBa mucMma. OH MOJa3U U3 IMOIITE, KPO3 CBAKY
yauny cBOr peona teba ma npobe Oap jemaHmyT m ma ce Ha Kpajy Bpartu y momry. Humim je
OIPEIUTU TAKAB IIyT HOMTAPA KOJU j€é MUHUMAJIHE Iy:KUHE.

Tom mpobieMy ce MOke IPUAPYRUATU I'pad y KOMe UBOPOBM OArOBapajy pPACKPDCHULAMA, & IPaHe
IeJOBUMAa YJIWIA KOjU TOBe3yjy cycemHe packpcuune. Aro je taj rpad Ojmepos, Tama je permeme
[Mpo6Gaema rmHeckor momrapa jenHa OjaepoBa KOHTYpa, & y OCTAIUM CIydajeBUMa, ONTUMAJHO PelIeHe
oBor mpobJsema he mposa3uTu Bumie MyTa KPO3 HEKE TpaHe.
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4.6 XaMMJITOHOBU rpadoBm;

Enrsmeckn maremaruuap cep Buimjam Xamwuaron je 1859. rommbe cacTaBMO 3aHUMIBUBY CJIAraJINILy,
KOja je KOPUCTUJIA UBUIE PeryIapHOr nolekaenpa (Tavnuje rpad y paBHU KOjU PEIpe3eHTyje N0AeKaenap)
— Bugetu Cuury 4.1. Urpa ce cBogmia Ha HaJaskeme IIyTa KOjU MPOJA3U KPO3 CBA TEeMEHA I0aeKaeIpa
TAYHO jeNAHIyT. 3aTO ce KOHTypa (myT) Koja MpOJa3m Kpo3 CBE YBOPOBe rpada TAUHO jeTHOM HA3UBa
Xamuamonosa xowmypa (Xamuamonoe nym). Ha Caunm 4.2 je npukasan rpad mogexaenpa ca oaroBapa-
jyhom XamumatonoBom KoHTYpoM 1 —2 -3 —... —19—-20—1.

|30 BN s0 BN 32 B 5: [

Y 10 BY 20 BY s B 1s]
2P s B2 E s B
1« BB vrE

m234743 5
so [ 25 ] o3 I o5 |G
2B : Bl El « B

il ss BB 35 BN 5o BH 36

Cinuxa 4.1. Ciuxa 4.2. Ciuxa 4.3.

U npe XamunToHa cy ce CIMYHUM MpobsieMuMa, KOju Cy IOIIU U3 PEKpeaTUBHE MaTeMaTuKe, DaBuian
MHOrm Maremarndapu. Hajmosnartuju takas npobuem je IIpobaem xowuukoz croka:

Ila mu je moryhe crkakauem oOmhu cBa moJba maxoBcke Tabie, TAKO Oa Ce CBAKO moJbe obube
TAYHO jeNaHIyT?!

OBoM mpobiieMy MOke ce IPUAPYKUATA rpad KOjU OAroBapa CKakady Kao IMAaXOBCKO] ¢urypu (BrumeTu
crpany 92). Cana rpadoscka popmymanuja [Ipo6reMa KOBUUKOT CKOKA TJIACH:

Ila nu rpa¢ OpuIpyKEH CKAKady MMa XaMUITOHOB IyT?

Ha Cawunu 4.3 je mpuka3aHo jeIHO peleme Ha KIACUYHOj MaXOBCKOj Tabim 8 X 8.

JEPVIHUIINIA 4.6.1.  Xamuamornos nym y rpady I' je eremenTapas myT Koju caap:ku CBe YBOPOBE
u3 I'. I'pad koju mma XaMUITOHOB IIyT HA3ZUBA CE NOAYTAMUAMOHOE 2Paf.

XaMUJITOHOB Iy T KOJU je 3aTBOPEH Ha3uBa ce XaMuamoro8a KoRmypa, a rpad Koju uma XaMUITOHOBY
KOHTYpYy Ha3uBa ce Xamuamonos zpap.

XaMUITOHOB NyT ¥ XAaMHJTOHOBA KOHTypa MOIy Ce IIOCMaTpaTd M Yy OPUjeHTHUCAHOM U Y
HEOPUjEeHTUCAHOM Ir'pady.

Meby nmepmnannujama OjaepoBux u XaMUITOHOBUX I'padoOBa IOCTOJU BEJIUKA CINYHOCT, AT UMa U
nocra pa3nmka. Rox XaMUITOHOBUX IMyTeBa M KOHTYPA KPO3 CBAKU UYBOP HPOJA3UMO TAYHO jeTHOM, IOOK
ron OjmepoBux IMyTeBa M KOHTYypa KPO3 HEKe UYBOpPOBe MokeMo npohwu m Bume myrta. Takobe, mmamo u
NOTILYHO APYTadnjy CUTyalujy Kana je y nuramy kapakrepusanuja OjirepoBux u XaMUITOHOBUX IpadoBa.
Ojneposu rpa¢oBu cy y normynoctu oapebenu OjmepoBoM TeopemoM, IOK 3a XaMUITOHOBE rpagose
TakBa KapakTepusaluja Huje mosHara. Jemas on HajBehmx Hepemenux npobGiema Teopwuje rpadosa je
onpemuTu norpedaH M HOBOJbAH ycioB na je rpad XamuiaronoB. OjmepoBu m XaMuiaTOHOBU I'paoBU
HeMajy aupekTHy Mebhycobmny Besy. To cmemu u3 caeneher mpumepa.

IIPUMEP 4.6.1. ITatu npumepe rpadoBa xoju cy umcropemeno OjiaepoBu n XaMUITOHOBU; HUCY
Ojaeposu, a jecy XammiuaronoBu; jecy OjmepoBu, a Hucy XamwiaroHoBu; uHucy Hu OjnepoBu HU
XaMUITOHOBH.

Pewemwe. Csara routypa C, je u OjmepoB n XamuaronoB rpad — osme Cs. Ilornyn rpad Ky Huje
Ojnepos, a jecre Xammaronos. Ilormyn Gumapruran rpa¢ K4 jecte Ojmepos, a Huje XaMUITOHOB.
3Be3na Sy = K 3 vHuje HU Ojnepos Hu XamumiatoHoB rpa¢. OBu rpagosu cy npuxasanu Ha Ciwnmm 4.4.
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Cs Ky Koy Sy
Cauxa 4.4. -

Jom ommturje, nmamo ma, 3a paznuky on OjrepoBux rpagoBa, €r3uCTEHIU]a XaMUITOHOBOT IyTa HE
3aBUCHU UCKJBYUMBO OJ[ CTEIIEHA YBOPOBA, IITO MOKa3yje ciaenehu mpumep.

IIPUMEP 4.6.2. Ilatn npumep rpadoBa ca HCTUM HM30M CTEIeHAa YBOPOBA, OJ KOjUX jeNaH MMa
XaMUITOHOB IyT, & APYTU HEMA.

Pewewe. T'pa¢ ca Caure 4.5 (koju ce cactoju o1 kouType C16 KOJ KOje Cy CIOjeHr HACTIPAMHN YBOPOBN)
uMa HE caMO XAaMUJITOHOB MYT, HETO W XAaMUJITOHOBY KOHTYDY. I'pa¢p ca Cunure 4.6 e mocenyje
XaMUITOHOB MYy T, jep KO IHera IMOCTOjU IEHTPAJIHA apTUKYJIAIMOHA YBOP KPO3 KOra Ou MopaJyu 6ap aBa
nyTa ma npobemo ma Ou obumiu cBe 4yBOpOBE rpada.

& T

Ciuxka 4.5. Ciuxka 4.6.

Konx oba rpada cBu usoposu umajy crened 3 (onu cy 3-perymnapan). Crtora He mOCTOje KPUTEPUjyMU
KOju ce 6a3Mpajy MCKBYUNBO HA HU3Y CTEIEHA YBOPOBa rpada, a oxpebyjy ma au je rpap XaMuUITOHOB
WJIu HUjE. |

Jom jemam buran npobiem KombuuaTopHe onTrMmM3anuje, Be3aH 3a HAJIAKEHE XaMUITOHOBE KOHTYPE
y rpagy, je uyBeHu lIpobaem mpzosaukoz nymHuka.

Tprosauku myTHUK Tpeba na obube n rpamoBa 1 BpaTu ce y Ipaj U3 KOTA je MOMIa0, TAKO Ia
cBaku rpajn obmbe TAYHO jeTAHIYT M Na YKYIHU TPOUIKOBU HE€COBOTI IIyTa OyAy MUHUMAJHU.

OBom mpobiemy ce mpuapyskyje rpad y KOMe je CBAKOM Ipany OOMEJbeH jefaH UBOp, a OBA 4YBOPa CY
moBe3aHa I'PAHOM aKo ce U3 jemHor oaroBapajyher rpana moske mupektHo mohw y apyru. Csakoj rpanu
oBOT rpada je noaebeHa mexucura jeTHaKa NeHN TPAHCIOpTa TProBadKOr Ny THUKA u3Mehy oarosapajyhux
rpamoBa. Cana rpadoscka ¢popmynamuja [Ipobiema TproBaykor myTHUKA CIIACH:

Y mpuapy:KeHOM TEKWHCKOM rpady oapennTtr XaMUITOHOBY KOHTYDPY HAjMAE TEKUHE.

3a oBaj kiacuuad npobiem KoMmMOuHaTOpHE ONTUMM3AlNNje HE MOCTOje ePUKACHU er3aKTHU AJTOPUTMU
KOju ra pemasnajy, Bell ce KOpuCTU YUTAaB HU3 XEYyPUCTHKa KOje Haja3e 3a00BosbaBajyhna pemema (Ta
peliema He MOPajy OGUTU ONTUMAJHA).

I'enmepanmsamnuje nmpobiieMa TProBaukor' IIYTHUKA HAIIIE CY IPUMeHEe y pamgy POOOTCKUX MAaIllWHA KO-
je obpabyjy marmune IIode padyHapa, aju U y cBeMUpckuM ucrpaxkuBamuma. Caremur Pocar je y
nepuony on 1990. mo 1998. romuue obuaa3mo OKO ILIaHETE 3eMJbe U HOCUO TEJIECKON KOJU je Mepuo
roauunHy X-3pavema Koje mosiasum ca 3Be3na. Jla Ou ce ymrTeneno BpeMe pana TEJNECKOIA W €HePruja
KOjy OH TpOIIM, IPUMEHEHe Cy Heke ol Merona KoMbuHaTopHE onTHMM3alUje 3a TPaKeHhe ONTUMAJHe
XaMUITOHOBE KOHTYP€ KPO3 HEKOJIWKO MUJINOHA 3Be3Ja. 1M NOCTYIKOM je IOCTUTHYTAa BeJIUKA YIITena
y BpeMeHy pana Tejeckona (Tj. 6OpaBKa CATENIUTa y CBEMUDY ).
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4.7 Pesume

Y mpBOM HOTJIABJBY OBE IJIABE ajeMO HEKE IPUMepPe U3 CBAKOIHEBHOT }KUBOTA U PEKPEATUBHE MATEMATUKE
KOju cy moBe3aHM ca TeopmjoMm rpacgosa.

Y ApyroM IOTrJaBJ/by OBE IVIaBE CE CMO Ce yIO3HAJIU Ca OCHOBHUM IOjMOBHMMA Teopuje rpadosa. IIpso
CMO yBeJIM IOjMOBE OPUMjEHTMCAHOT M HEOPHjeHTUCAHOT rpada, a 3aTUM CMO 32 HEOPUjEHTUCAHE IpadoBe
yBeJU IOJMOBE CTelleHA YBOpa M PeryJapHOr rpada, TOK CMO 3a OpUjeHTUCaHe I'padoBe yBeau yIa3HU
CTeleH, M3Ja3HU CTENEeH, YJAa3HW CKYI M W3Ja3HM CKym. HakoH Tora cMo yBejau NOjMOBe M30MOPdU3IMa
rpadoBa, kao u nogrpada u maarpada. Caemehu Guram mojam je myT y rpady (U eJeMeHTAPHUA IyT,
KPYJKHU IIyT U KOHTYPA), KOjU je MOBE3aH Ca MOJMOBUMA IIOBE3AHOT rpada 1 KOMIOHEHTAMA MOBE3aHOCTHU
(u kacHuje pacrojameM udMehy 2 usopa). 3aTUM CMO yBeJIU HEKOJIUKO OCHOBHUX TUIIOBA HEOPUjEHTUCAHUX
rpadoBa, a IOTJaB/be€ 3aBPIIABAMO Ca IMOjMOBMMA KOMILJIEMEHTA rpada M CaMOKOMIIJIEMEHTAPHOT rpada.

Y rpehewm moraaBby CMO OaJu HEKOJIWKO OCHOBHUX TBDDEma BE3aHUX 3a CTENEHE YBOPOBE U OMUCAIIN
e(pEeKTUBAH AJrOPUTAM 34 KUCOUTUBAKE Oa Ju HocToju rpa¢ (6e3 mermu) ca 3aTaTUM HU30M CTEIEHA
YBOPOBA.

Y ueTBpPTOM IOIJIaBJ/by CMO HaBeJIM pa3He HauyuHe NOMONY Kojux Moke OwTm 3amar rpagp y
pauynapcrBy. To cy marpuna cycemcrsa rpada, JUCTa CyCEACTBa (3a CBAKM YBOD), MATPUNA WHIU-
IEeHIje YBOPOBa U I'PaHA U MATPUIA PACTOjamba.

Y merom morsaBmy OaBumo ce OjmepoBuMm KOHTypama u nyreBuMma y rpady. Hasemu cmo OjmepoBy
TeopeMy Koja y MOTIYHOCTU KapakTepwulle nose3ane rpadose 6e3 meriu koju umajy OjiepoBy KOHTYDPY.

Y mectoMm mornaBiby 06aBuMO ce XaMMJITOHOBMM KOHTypama u myreBuma y rpady. Ose mojmose
CMO WJIyCTPOBAJM HA HEKOJUKO IIpUMepa, a U MOoKa3aiu cMo na (He)unocemoame OjirepoBe KOType Huje
noBe3aHo ca (He)mocemoBameM XaMUJITOHOBE KOHTYDE.

Ha kpajy oBor mormasma mahemo mehycobHe Be3e CBUX MOjMOBA KOjU Cy yBEINEHU y OBOj riaBu. 10
pasMarpame HajJa3u MoCceOHO MPUMEHY IPU pelaBamy 3a0aTaka Ha KOJOKBUjYMY, OXHOCHO MUCMEHOM
ey UCIUATA.

I'padp G = (V, E) moxe Outu 3amaT Ha jenan ox 6 HauymHa (octanux 5 oHza tpeba onpenntu!). Mosxke
ouTnu naTo:

e cimKa rpada: @

2 3

e CKYIOBU YBODOBA U TPaHA Vuk

e Jucra cycencrBa (3a cBaku 4BOp v € V): 4,

® MaTpUIA CYCEeICTBA : A

e MaTpUIla pacTojama : D

e MATPUIA WHIUACHIN]E YBOPOBA U I'PAHA : R (rox HeopujeHTUCAHUX TPadoBa),
S (kon opujenTUCaHUX rpadoBa).

Y KOIOKBUjyMCKOM (M Hajuemhe MCIMTHOM) 3aHATKY, MOTPEOHO jeé ONPeanTH, IOPE] CBUX TOPHUX CTABKA
(raro Moke OuTy 3amaT rpad), jour u:

e cremeHe YyBOpoBa (3a cBaku uBop v € V): d(v) (rkom meopumjenTucanux rpadosa), d(v) md” (v)
(ron opujenTucanux rpadosa; dt(v) o3HauaBa u3nazHU creneH, a d- (v) yJAa3HU CTENEH YBOPA V)
CTeIleHe MOYKEMO ONPEAUTU Ca CIUKe, U3 nucTu cycencrsa £, u u3 marpuna A u R (nau 9)

e 1a Jyii je rpa¢ OunaprTuTaH :
ako JECTE o6Gojutu uBopoBe 1pBeHO—0EJI0, TAKO Oa CBaKa IpaHa UMa U IPBEHU U Oeau Kpaj;
ako HMJE mahwu (u maBecTn) KOHTYpy HemapHe IyskuHe (HIP. TPOYrao WM IeTha, jep je OHA
KOHTypa myskuHe 1).

e na sz je rpad nmosesan (OBO Ce UCIUTYje CaMO KOJI HEOPU]EHTUCAHUX rpadoBa):

IOBE3aH je aKO Ce M3 CBAKOI YBOPa MO:Ke NONM HEKUM myTeM y OWio KOju APYTU UBOD

MOBE3aH je aKo ce He jaBJha 00 Y MaTPUIM pacrojama D

e GOpoj kommoHeHTH noBesanoctu c(G),

® KOje Cy KOMIIOHEHTE IIOBE3aHOCTU.
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Axko je rpa¢ G mosesan, ouza je ¢(G) =1 u Ty jenuHy KOMIOOHEHTY YMHE CBU YBOPOBU u3 V.

e na sz rpad uma Ojuepos mwyT/KOHTYDY;
OjnepoB myT je myT KOju HPOJIA3U KPO3 CBE T'PAHE TAYHO jeNaHOyT (KPO3 HEKe UBOPOBE MOMKE U
Bume myTa). KoHTypa je myT KOJI Koje Cy IOJa3HU U 3aBpInHKM 4BOD jemHarxu. Aro uma OjrepoBy
koHTypy ouxa uma u Ojiepos myt (To je Ojmeposa kourypa). Arko Hema OjiepoB myT OHIA HEMA
au OjiepoBy KOHTYDY.

OjnepoBa teopema. Heopujertrcan noseszan rpa¢ 6e3 nmermu uma OjrepoBy KOHTYDPY AKKO CY My
cBu crenenu yBoposa napuu (uMa Ojiaepos myt akko cy My 0 wium 2 creneHa YBOPaA HEIADHU).

AKo uMa meTihe BUX YRIOHUMO U 3a HOBOJOOujeHe crenene (OHU Cy 3a 1 Mamu rae cy Ouie meribe,
a Koz octanux usoposa cy uctu) npumeanmo Ojneposy T. Hemosesan rpa¢ moske umaru Ojiaeposy
KOHTYpy (myT) ako Cy CBe IpaHe y MCTOj KOMIOHEHTU IIOBE3aHOCTU U OHIA 34 TY KOMIIOHEHTY
IPUMEHNMO NIPETXONHA Pa3MaTpamba.

Axo opujentucan rpa¢p uma OjrepoBy KOHTYDY, OHAa 3a cBaku uBOp v Basku dT (v) = d~ (v). Ako
ce caMoO y 2 uUBOpa yJIa3HU U U3JIa3HU CTENEeHW Pa3iukyjy 3a 1 omma mosxke mmaru Ojnepos myT (ca
KpajeBuMa y TUM uBopoBuMa). Axo je |[dT(v) —d~(v)| > 2, onma opujentucan rpad nema mu Ojrepos
nyT Hu OjIepoBy KOHTYPY.

e na sz rpad uma XaMUITOHOB IIyT/KOHTYDY;

XaMUITOHOB TyT je IMyT KOjU NPOJA3U KPO3 CBe UBOPOBE TAYHO jeNAHNYT (KPO3 HEKE IDAHE MOKE
u na He mponasu). KoHTypa je ImyT KOI KOje Cy IOJIa3HU W 3aBPIIHU YBOD jemHakud. AKO mma
XaMUIATOHOBY KOHTYDY OHIA MMa UM XaMUWIATOHOB myT (Kaj u3 XaMUJITOHOBE KOHTYpEe M30amumo
jemHy mpou3BOJbHY Tpany). Ako Hema XaMUITOHOB IyT OHIA HEMA HU XAaMUITOHOBY KOHTYDY.
Iloka3 na uMma je camo ma ce HaBele IyT (KOHTypa), a Aa HeMa Ce CBOAU Ha CHaJakeme... AKo je
HEOPUjEHTUCAH Ipad HEIOBe3aH, OHIa HEMa HU XAaMUJITOHOB IIyT HU XaMUJITOHOBY KOHTYDY. AKO y
OPHMjEHTHCAHOM I'pady MMa YBOP yJIa3HOI WM U3Ja3HOT cTemeHa 0 MM ako ce jaBjba 00 Y MATPULIN
D, onpna mema XaMUITOHOBY KOHTYpPy (MOyke mMaTu XaMUJITOHOB IIyT).

Axo HeopujeHTUCaHM TPad UMa YBOp cTemena 1 umau ce y matpunu D jasu 6poj sehm on 3, onma y
BEMy He MOCTOju XaMUITOHOBA KOHTypa. Ako ce y marpuru D jasu 6poj n — 1 (n je 6poj uBopoBa
y G) ma mosunuju (i,j), oHAa MOCTOju XaMUITOHOB IMyT Ca MOUYETKOM Y UBODY i U KpajeM y 4BOpY
J.

® CTEleHe MATPUIE CYCEACTBA :

A? u A3, u ma ocrHOBY Tora 6poj myTeBa my;uHA 2 M 3 u3Mebhy uBOpOBa U; U vy, Kao u uaMeby
YBOPOBa v3 U V4. IlOTPEOHO je M HABECTU CBE Te IIyTEBE.

Ha mosumuju (i,7) y marpuma A* manasu ce 6poj myresa mysxuue k Of U4BOpA i 10 YBOPA j.

Kon meopujerTucanux rpadosa cy marpune A, D, A? u A3 cumerpuuse.

4.8 Ilurama 3a mpoBepy 3Hama

68. Ako jeman rpa¢ mocemyje HeKy OCOOUHY, a APYTU He, Aa JIX OHU MOTY OUTU M30MODQHU?

69. Koja je pasmura wm3mely wmarTpuie WHIMACHNM]E YBOPOBA M TIPaHA KO OPUjEHTUCAHOT U KOI
HeopujeHTucanor rpada?

70. Ila nm Ha OCHOBY caMO MaTpUIE pacTojama [) MOXKeMO y MOTIYHOCTH PEKOHCTPYUCATH MATUILY
cycencrBa A7

71. Kako oxpebyjemo cremeHe 4BopoBa M3 MATPUIE CYyCEACTBA, JIUCTE CYyCEACTBa, MATPHUIE UHIUICHI]E
YBOpOBa U rpana’

72. Kako ompebyjemo ynasse (u3na3ne) cTeleHe YBOPOBA M3 MaTPUIE CYCEeICTBa, JUCTE CYCEICTBA,
MaTpulle MHOUIEHIVje YBOPOBA U rpaHa’
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73. Y rpady G = (V, E) ca m rpana demy je jemnaxo 2m — > d(v)?

veVvV

74. a nu menosesan rpa¢ moxe umaru: a) OjaepoBy KOHTYpY; 6) XaMUIKTOHOBY KOHTYDY?

75. Ako cy cremeHu uBOopoBa y HeopujeHTmcaHoM rpady G, pemom, 5,2,3,3,3,1 ma qu G Moxke Outn
Ojaepos u/unu noxyojnepos?

76. Axo cy cremeHu uBOopoBa y HeopujeHTmcaHoMm rpady G, pemom, 3,2,5,2.4,1 na qu G Moxke Ourn
XaMUJITOHOB /MU MOJIYXAMUITOHOB?

77. Axo moBe3au rpad G uma n YBOPOBA KOJIMKO MOKe HajBHUIIE, a KOJMUKO HajMaime MMaTu rpaHa m?

78. Haupraru rpap W; (rouak ca 5 usoposa). Hammcaru meroBy marpuny pacrojama D. Ia num
je bumapruran? Perynapan? Ila mu mma OjnepoBy koutypy? A Xamwmnronos myr? (atm kpaTka
obpasnoxemal)

79. Hanpratu romnneran rpad Kg. [lra je mpecek cBuX HErOBUX JINCTA CyCEICTBA ﬂV&J? Ha nu je
veE

peryaapan? Ila nmu uma OjaepoBy rourypy? A Xamuaronos myt? (Iaru kparka obpasnoxkemal)

80. Koaoxsujym 2013.

Heopujentucan rpad 6e3 nermu G = (V, E) je 3amaT CBOjUM CKyIOM UBODOBA U CKYNIOM T'DAHA:
V = {1,8,10,29, 36,50}, E= {{u,v} lwveV, utv, (u—uv): 7}.

(z iy ce unra ,x je memuBO ca y“, a MareMaTuuka Jgepununuja nemusoctu je (Ik € Z) x =k - y).
a) Hanpratu natu rpad u onpenutu crenere d(v) CBUX YBOPOBA.

6) Hanucaru nucre cycencrsa £, marpune cyceincrsa A, pacrojama D v MHIMAEHON]E YBOPOBA U IPAHA
R. Ha nu je G ObunapruraH, peryiapas, nope3an! KoJMKO mMa KOMIOHEHTU MOBE3aHOCTU U KOje Cy7

B) la mu matu rpa¢ nva Ojuaeposy koHTypy, Ojnepos myT, XaMUITOHOBY KOHTYDY, XAMUITOHOB IIyT?
Y KOJIMKO je OAroBOp HOTBPIAH HABECTU Taj IIyT, OMHOCHO KOHTYDY.

r) Ompemutu matpune A? u A3. Konuko uma myTesa mysuHe 2, OMHOCHO 3 OX uBOpa 8 m0 uBopa 36, Tj.
onx yBopa 29 mo usopa 107 HaecTu cBe Te myTese.

81. Crakauy Ha IaxXOBCKO] Tabuu 8 X 8 npuapyxyjemo neopujearucanu rpad G na cnemehu nauma. Iloma
ImaxoBCKe TabJe mpencTaBbajy UBopoBe rpada. V3 uBopa x mme rpaHa Ka UBOPY § aKO U CaAMO aKO Ca
oJba T CKAKA4 MOKE & ONUIDA HA IOJBE Y.

a) Oapenuru 6poj uBopoBa y oBOM rpady n, 6poj rpana m,
kao u crenese d(v) CBUX YBOPOBA.

A A
6) Ila nu je rpad G mose3an? YKOJIUKO HUje KOJIUKO UMa S (.lr a
KOMIOHEeHTHU moBe3anocTu?! Ila nu je rpa¢ Gunapruran? x A x
B) Ia nu rpa¢ G canpsxu Ojaepoy xouTypy, Ojrepos myT, é &
XaMUITOHOBY KOHTYPY, XAMUJITOHOB IIyT? Y A

r) Kosuko ce HajBume ckakada MOKe MOCTABUTU HA MAXOBCKY
mrouy 8 X 8, TakO ma He mOCTOje aBa Koja ce MehycoOno mHamamajy?

82. n-IuMeH3MOHAJNHA KOUKa, (), je rpad dUuju je CKyn YBOpOBa CKyn cBux ypebenux n-Topkm
(a1,a2,...,a,), roe cy a; € {0,1}, a mBa yBOpa Cy CyceQHa aKO W CaMO aKO Ce onrosapajylie n-topke
pasnuKyjy y TadHo jemHoj koopauHaTu. Haunprartu rpadose @1, Q2, Qs u Q4.

JlokasaTu na 3a CBaKy n-IMMEH3WOHAJIHY KOUKY ), Baske ciaeneha tepbhema:

a) @, wma 2" usoposa u n - 2"~ ! rpana.
0) @, je n-perynapan rpad.

B) @, je mose3an rpag.

r) @, je bunapruras rpad.

) Y 3aBuCHOCTE 01 Gpoja n, n>2, NCOUTATA Aa JU rpad n-IMMEeH3NOHAIHE Kolke (), canpsxku Ojneposy
koHTYPY, OjaepoB myT, XaMUITOHOBY KOHTYPY, XAaMUJITOHOB IIyT.
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5. CrabJga

ITojam cmabaa (HEKM HA CPICKOM KOPUCTEe W m3pa3 0peo, Maja je oBaj yoOWdYajeHWju; eHr. tree)
npencTaB/ba jefaH Ol HajBaKHUjUX IOojMoBa y Teopuju rpagdosa. Crabno ce Moske mocMaTpaTH y IBa
KOHTEKCTa: Kao noceban rpa¢ (kKoju mocemyje HeKa CBOjCTBA), MK KAo HOArpad Hekor (IoBe3aHor) rpada.
CuuyHa cuTyanuja ce jaBjba U Ca KOHTYpPaMa.

Y mpBOM meiry OBe riiaBe yBemhieMo mojaMm ctabia u JaTu HeKe O OCHOBHUX ocoOumHa crabaia. 3arum
hemo yBecTu mojam ropenckor crabia. OHa Haja3ze M3y3€THO BEJIUKY NPUMEHY y PAUYHAPCKUM HAYKAMA
U1 HEKe O TUX IpUMeHa NeMO MIYCTPOBATHU y IOCJIEIHEM IIOIJIaBJby OBE IJIABE.

5.1 Crabaa

ITojam cmabaa (Hekan ce HA3UBa U 0peo) IPEACTABbA jelaH O HajBaskHUjUX HojMoBa Teopuje rpagosa
300r CBOI' M3Y3€THOT TEOPUjCKOI 3HaUaja, KAO0 U BEJIWKUX NPUMEHA Yy €JEeKTPOTEXHUNIU, PAYyHAPCTBY,
xemuju... IIpBu 3navajumju pesdynraru y Teopuju rpadoBa cy Be3aHU 3a u3ydyaBame crabaia.

JEPVTHUIINIA 5.1.1. Crabxo je moBe3aH HEOPUjeHTUCAH Ipad KOju HE CAOPKU HUjeOHY KOHTYDY.

IIPUMEP 5.1.1. Ilpurasumo cBa (Hem3oMopdHa) crabia ca HajBume 5 YBOPOBA.

o o0—oO o0—0—-oO0 o0—0O0—0—o0 O\i/o

o000 oodo O

Cauxa 5.1.

Cga oBa crabua cy mara wa Caumm 5.1. |

Hapemuo tepbheme omoryhasa na ce mojam crabisa medurHUIIE 1 HA HEKE IPYre €KBUBAJEHTHE HAULHE.

TEOPEMA 5.1.1. Heka je rpa¢ I' meopujentucan rpa¢ ca n uBopoBa. Tama cy cmemehwm mcrasu
€KBUBAJICHTHU.

1° I'pa¢ I' je moBe3an rpa¢ koju He CaIp:KU HUjeTHY KOHTYDY.
2° I'pa¢ I' je moBe3an rpad ca m =n — 1 rpana.

3° I'pa¢d I' je rpad Oe3 xkoHTypa KOju uMa m = n — 1 rpaHa.

4° T'pa¢ I' je murumasan nmosesan rpadll.

5° I'pad I' je maxcumasan rpad KOju He caap:kinl KOHTypel2.

6° Csarka mBa yBopa rpada [' cy moBe3aHa TAYHO jeAHUM ejeMeHTAPHUM IyTeM u G HE CAAPKU METIhE.

O]

Hamomena. Ha ocmoBy Tepbhewma 5.1.1 Bumumo na 3a mepuHuimjy crabia MOXKEMO y3€TU CBAKU OJ
€KBUBAJIEHTHUX MCKa3a 1°—6°. Y ToMm ciydajy mpeocTasu MCKa3W MPEencTaBbajy TBpbhema Koja Tpeba
OKA3aTH.

11
12

I'pa¢ I' je nosesan, anu ynabaBameM OUIIO KOje IpaHe MOCTaje HEMOBE3aH.
I'pad I' He cangpsku KOHTYDe, ajln ce noJaBameM HoBe I'paHe m3MeDy Ouizo koja aBa dyBopa (popMUpa TAdHO jenHa
KoHTypa y I'.
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IIPUMEP 5.1.2. Cge ocobune, mznoxkene y Tsphewy 5.1.1, mnycrposahemo na mpumepy crabaa T
u rpada G xoju uuje crabuo (Bumeru Cuuky 5.2).

b f
1 6
c d 2 5
a €
3
T G
Cauxa 5.2.

1°,2°,3° T'pa¢ T je mosesan rpad koju He canp:ku HujenHy KOHTypy. OH uma n =6 yuBopoBau m=n—1=5
rpana. Crora T 3amoBosmaBa cBe ocobuue m3 uckasza 1°,2°,3° Tepbema 5.1.1.
I'pa¢ T' je moBesan rpa¢ ca n = 6 uBopoBa, amu nma m = 6 # 5 =n — 1 rpana u caapxu KOHTYDPY
2—3—-5—4—2. Crora 3a I' aujenan uckaz 1°,2°,3° Tsphemwa 5.1.1 uuje Tavan.

4° T'pa¢d T je mMmHUMAaNaH HmOBe3aH rpad jep, axko m3banuMo OMIO KOjy HEroBy IpaHy, OH IIOCTaje
HenoBe3aH (TavyHUje CBaka HEroBa I'DaHa je MOCT).
I'pa¢ I' Huje MmunuMasan mosesan rpad jep, ako Ha npuMmep m3bauumo meroBy rpany {4,5}, on
ocraje noBe3an (u3banuBameM Te IpaHe CMO HOOWIM jenHO cTabio).

5° I'pad T je maxkcmmangaH rpad Koju He CaIpPKU KOHTYpe, jep yOamuBameM HOBe rpaHe n0o0ujamo
TauHo jemHy KoHTypy y 1. Ha mpumep, ako Gucmo rpady T mnomamu rpany {a,e}, nobumau 6ucmo
KOHTYpPY ¢ —c—d — e — a.
I'pad I' Hmje Makcumanaln rpad KOju He canp:Ky KOHTYpPE jep mMa KOHTYypy 2 —3 —4 —5 — 2.

6° I'pa¢ T HeMa meT/be M CBaKa ABa HErOBa YBOPA Cy IIOBE3aHA TAYHO jENHUM €JIEMEHTApPHUM IIyTeM
(ma oBo Huje Ttayno y crabuay T 6w umanu koutypy!). Ha mpumep, uBopose a u d mosesyje camo
jemaH ejgeMeHTapaH mMyT a — ¢ — d.
MebytnMm, kox rpaga I' mocToje nmBa uBopa 1 u 6 Koju Cy mOBe3aHU ca ABa PA3IUUUTA e€JIeMeHTapHA
nyral—-2-3-5-6ul-2-4-5-6.

|
ITPUMEP 5.1.3. Ucnwuratu na nu je rpad G ca Cuure 5.3 crabio.
o QO
u v w
G
Cuauka 5.3.
Pewemne. I'pa¢p T' je moseszan rpad ca n = 3 uBopa, anau oBaj rpap uma m = 3 # 2 =n — 1 rpana u

nersba {v} je kourypa v —v y G. Crora 3a I' Hujenan uckas 1°,2°,3°,5°,6° Tepbemwa 5.1.1 Huje Tauan, e
G uuje crabno. I'pa¢p I' Huje HUM MuHMMaaH mOBe3aH rpad, Tj. Huje TadaH uckal3 4°, jep, ako m30ammmo
nerwy {v}, rpa¢ ocraje mosesan (u3bamuBameM Te rpase cMo mobunu myT Ps). |

Cana hemo mHaBecTu jemHy OX OCHOBUX OCOOMHA cTabJa.

TEOPEMA 5.1.2. Csaxko crabao T ca n > 2 yBopoBa mma 06ap 1aBa yBopa cremeHa 1.

Lloxas. IIpema tBpbhemuma 4.3.2 u 5.1.1, 30up cremena cBux yBopoBa crabsa T je jemHax ABOCTPYKOM
Opojy meroBux rpaa m =n — 1, Tj.

Sdv)=2m=2-(n—-1)=2n-2.

veV

Kaxko je crabao T mosesan rpa¢ u Kako je n > 2, 3a CBaKU HEroB UBOp v Basxku aa je d(v) > 1. ITomto y
roOpmOoj cyMu cabupamo n CTeneHa YBOPOBa Koju cy cBu Behwu miwm jemmaku 1, a BuxoB 30up je 2n — 2,
ciaemu na mocroje 6ap aBa UBOpa CTEMeHa jemHakor 1. OJ
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Hamomena. Ctabiio ca m 4BOpPOBa KOje MMa TAYHO MBa YBOpa cremneHa 1 mpencrassma nyT P,. Crabiao
ca n YBOpOBa Koje uma n — 1 yBopoBa cremena 1 mperncrasiba 3Be3ny S, (Bumeru Heke onx rpadoBa ca

Caure 5.7.1).

ITojam crabaa ce Moske yommTuUTU YBODHEHmEM MMOjMa, IIyMe.

JEPVIHUIINJA 5.1.2. Illyma je HeopujeHTmcanyn rpad dumja je cBaka KOMIIOHEHTa IIOBE3aHOCTU
crabio.

IuperrHa nocnennna nedpuaunuja 5.1.1 u 5.1.2 u Tepbhemwma 5.1.1 cy caenehe Teopewme.

TEOPEMA 5.1.3. Cpaku HeOpUjeHTUCAHU Ipad KOjU HE CAADKU KOHTYDPY je IIyMa. L]
IIPUMEP 5.1.4. Axo cBe rpadose ca Cunuke 5.1 cmarpamo jemaum rpadom ca 29 uBopoBa, Taza
0Baj rpad mpencraBsba IMyMy ca 8 KOMIIOHEHATa IIOBE3AHOCTH O KOjUX je CBaka cTabJIo. |
TEOPEMA 5.1.4. Csaku moarpa¢ Heror crabia je myma. Ako je oBaj moarpad moOBe3aH OH
npencTaBiba cTabiIo. O

Oso TBpheme je 3HAuajHO jep omoryhaBa meduHHCARE MOjMa IMOACTADIIA Y HAPEIHOM IIOTJIABIBY.

Curenelie repbheme onucyje nenrap crabaa (ma moaceTumo UeHTap rpada YrHe YBOPOBU Ca HAJMAHUM
exkcuenTpuiureromM — sugeru lepununujy 4.4.7 ca crpane 109).

TEOPEMA 5.1.5. Ilenrap cTabia ce cacToju WA OJ jeJHOT YBOpa, WU OX OB CyCemHa 4Bopa. L[]

Henrap crabaa T MokeMO HOOUTU BEOMA jeTHOCTABHUM AJITOPUTMOM. AKO y CBAKOM KOPaKy U30aImmMo
CBe JINCTOBE, CBE NOK HE OCTAHEMO Ca jeNHUM WM ABa 4Bopa (jep mpeMa IpeTXO[QHO] TEOPEMU LEHTAD
vMa i 1 wam 2 yBopa), Ha Kpajy e HaMm ocraTu YBOPOBU KOju uuHe HeHtap crabmua T.

Bes nokasa maBoaumo ciaenehy reopemy (jep je mociemuna nperxonHe u onrosapajyhux mepunuimja)
KOja maje Be3y AujaMerpa U paaujyca crabdia.

TEOPEMA 5.1.6. Ilenrap crabua T ce cacrtoju ox jemHor usopa ako u camo ako je D(T) = 2r(T).
Y mporusroM je D(T) =2r(T) — 1 u Tama ce mesTap cactoju ox 2 4Bopa. ]

5.2 KopeHcka cTabJia

Kopencka crabmna Hasasze BpJIO BaKHE NMPUMEHE yV PAUYYHAPCKUM HAayKaMa, Ha OPUMEpP, Y OPraHU3aluju
0a3a momaraka, y KOAUPAamy U AEKOAUPABKY HU30BA KaPAKTEPA, Y TEOPUjCKOM PAYYHAPCTBY 3a IPUKA3U-
Bame MATEMATUYKUX (popMmyina... KopeHcka crabna Hajgale IpUMeHY X y OOTAHUIM, KAO U Y FEHEAJOT U
(Ha mpuMep 3a npuka3 POAOHHCKUX OJHOCA ¥ BUAY HOPOAMYHUX cTabasa).

JEPVTHUIINIA 5.2.1. Kopencro cmabao je ypeben map RT = (T,r), rae je T crabio, a r jeman
HEeroB YBOD, KOjU Ce Ha3uBa KopeH crabia.
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Y Ilpumepy 5.2.1 hemo mpukasaTu Kako OJ jeJHOT MCTOr cTabia MOKEMO HOOUTU BUIIE Pa3IUUYUTUX
KOpPEHCKUX crabaJia.

IIPUMEP 5.2.1. Ha Cuwumu 5.1 noka3amno je jenuo crabiso T u nBa kopencka crabaa RT; m RT5 xoja
ce nmobujajy kana ce y T IBa pa3iauMuuTa UBOpa IPOrJace 3a KOPeH (KOPEH je O3HAYeH [PHUM YBODPOM).

T RTy RT5

Cauxka 5.1.

Y ropenckom crabay RT) 3a kopeH je uzabpan uBop 1, a y kopenckoMm ctabiy RT3 usop 3. 3aT0 MOKEMO
mucaru RTy = (T,1) u RTy = (T, 3). [ ]

UBOpOBU HEKOT KOPEHCKOT cTabJiIa MOT'Y Ce KIaCU(PUKOBATH Y OJHOCY Ha KUXOBO PACTOjame O KOPEHa
yBoDemeM mojMa Hueoa 48opa.

JEPUMHUIINIA 5.2.2. Huso usopa v kopenckor crabna RT = (T,r) je jenHak nyKUHU €JIEMEHTAPHOT
nyTa y crabay 1 omn KOpeHa r 4o YBOpa v.
Hajsehu muBo uBopa y RT ce mHasuBa eucuna xKopenckoe cmabsa RT.

Huso uBopa v ce yobuuajeHo osmHauasa ca n(v), a BUCHHA KOpeHCKor ctabma ca h. Axro moceGHO
xolieMo ma HarmacuMo ma je y muTamy KOpeHcko crabno RT xkopuctuhiemo ozuake ngr(v), 0OMHOCHO hRT.

Hamomena. Kako je, mpema Tepbhemy 5.1.1, enemernTapan myT oL KOPEHA M0 CBAKOI YBOPA KOPEHCKOT
crabiyia jeIMHCTBEH, TO jé HUBO CBaKOr uBopa jemnoszHauno ompeben. HwuBo kopena je jemmar 0 jep je,
npevma lepunnnuju 4.2.10, cBakum 4yBOp IOBe3aH ca caMuM coboMm myrtem nyskmHe 0. HwmBom cycenmmmx
YBOpPOBa ce pa3nukyjy 3a 1. Ilpumernmo, ma cMO HMBO YBOpa v MOIJIU Aa AE(PUHUIIEMO U KaO PACTOjame
O KOpeHa r IO 4BOpa v.

IIPUMEP 5.2.2. Oppenutu 3a crabma RT) n RT; u3 Ilpumepa 5.2.1 HUBOE CBUX HBUXOBUX UBOPOBA,
Ka0 ” BHUCHHE TUX cTabasa.

Pewewe.  HwuBom uBopoBa ropenckor crabia RTj cy

v [1]2[3[4[5]6[7[8]9
ngrr (v)[0]1]1]1]1]2]2]3]3]

ma je BUCHMHA OBOr cTabina jemnaka HajBehem HuBOy 3, Tj. hpp = 3.

Husou uBopoBa ropenckor crabmna RT5 cy

v [3[1[6]7[2[4]5[8]9
nrm, () |0 T[] 1]2]2]2]2]2]

Crora je Bucuua osor crabia jemHaka hgr, = 2. |

Y yobuuyajeHoj TeOMEeTPUjCKOj MHTEPIPETAIMjU HEKOT KOPEHCKOr cTadja CBU HETOBU YOPOBU KOjU
uMajy WMCTU HUBO HaJa3e Ce Ha MCTOj BUCUHU, DU YeMy CE€ YBOPOBU PA3IUUUTUX HUBOA MPEACTABIbA]Y
0[I03r0 HaZOJe, IpeMa CBOM pacTyheMm HUBOY.
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Ha npumep, crabao RT; ca Caure 5.1 Beh je reomerpujcku npencraBbeHo Ha TpeTxoaau Hauud. OHO
ce MOsKe, y CRJIaAy ca HUBOMMA CBOjux uBopoBa ompebenum y Ilpumepy 5.2.2; npernusnuje nporyMauuTu
kao vHa Coumm 5.2.

—————— wuBo (

5

— —— HUBO 1

———————— HUBO 2

—————— HUBO 3
RTy RT|

Ciauxka 5.2. Ciauxa 5.3.

Hanmomena. [lomerkan ce y KOpeHCKUM cTabauMa BHUXOBE IPAHE OPUjEHTUINY O YBOPOBA HILKET HUBOA Ka
YBOPOBMMa BUIIEr HUBOA (Ha OPUMED, NPU MPEACTABLARY cTabana y padyHapy — sugetu [pumep 5.2.8).
Tako 6u crabuy RT) ca Cuauke 5.2 oxarosapadsio crabino RT] ca opujertucanum rpanama Ha Counu 5.3.
MebyTuMm, y ommreM ciaydvajy OBa OpHjEeHTANN]a HUje HEOUXOMHA, jep je OHa 3aaTa BPEIHOCTUMA HUBOA
gyBopoBa. 3060r Tora y oBoMm u cienehem moriaaBmy paszMaTpaMo caMO HEOPHUjEHTHCAHA KOPEHCKa cTrabia.

Kako ropencka crabisa Hajaze OpUMeHy U y reHeasoruju (6aBu ce mOpoAMUYHUM cTabimMa), TO ce
TEPMUHOJOTHja KOPEHCKUX cTabajia oclama Ha HA3WBE OAroBapajyhux poaOMHCKUX OTHOCA.

JEPVIHUIINJA 5.2.3.

Heka je RT = (T,r) KOpeHCKO cTabiIo ca CKymoM 4Boposa V.

Ako cy uBopoBu u,v € V cycemHu u UBOp U MMa MamU HUBO OX uBopa v, Tj. n(u) = n(v) — 1, Taxa je
YBOD % podumesns YBOPA v, & 3a UBOP U KAKEMO 1O je deme JBopa u.

Csaku usop m3 V Koju HeMa memy HasuBa ce aucm (AIu MmepmMunaahy, OTHOCHO 3a8PUWHY 460p) cTabia
RT. Csaku uBop u3 V', Koju HUje auCT, 30Be ce yhympawny (Wi unmephu) weop crabuaa RT.

Illpeyu yBopa u € V, KOju HUje KOPEH, CY CBU UBOPOBU PA3JIMUUTHU O U KOjU mpumnanajy nyty y 1 on
KOpeHa T mo yBopa u. [lomomuyu uBopa u € V, KOju HUje JUCT, CYy CBU YBOPOBU M3 V KOjU MMajy YBOD U
KA0 MPETKA.

IHodcmabao ca kopewom v KopeHckor crabia RT je monrpad crabia T mHIykoBaH uBOopoM v € V kao
KOPEHOM U CBUM H>€MOBUM IIOTOMIIVMA.

W3 ocobune cradna (Tephemwe 5.1.1) ciaenu na y KopeHCKOM cTabily CBaKU YBOD, OCUM KODEHA T, UMa
TAYHO jeIHOr pomuressa (aKO TO He Ou Baskuio, crabio 6u cagp:kaio KOHTYpy!).

Ilojam momcrabma y jeogHOM KOPEHCKOM CTabJy je BeoMa OWTaH, HE CaMO 33 yBODEHmE joIl HEKUX
BayKHUX MOjMOBa, Beh m 360r 3HauajHe yJiore y mpuMeHaMa KOPEHCKUX crtabasia kKoje hemo miycTpoBaTu
Yy HApPEITHOM IMOTJIABJILY.

IIPUMEP 5.2.3. Uaycrpyjmo mojmose u3 Hedpunuruje 5.2.3 Ha npumepy crabaa RT) ca Cunuke 5.2.
Ugop 3 je pomures yBopoBa 6 u 7, a uBopoBu 6 u 7 cy mema uBopa 3.
JluctoBu crabna RT) cy uBopoBu 2, 4, 5, 6, 8 u 9.
Yuyrpammu usopoBu crabia RT) cy usoposu 1, 3 u 7.
IIpermu usopa 8 cy usoposu 1, 3 u 7.
I[ToTrommu uBopa 3 cy usoposu 6, 7, 8 m 9.
IToacrabmo ca KopeHoOM 3 MHAYKOBAHO je uBopoBuMa 3, 6, 7, 8 u 9. |

Y 3aBUCHOCTM OJ TOra KOJIMKO Melle MOKe na WMa CBaKd YBOpP KOPEHCKa cTabja ce Mory
rIacuuroBaTU Ha ciaenehu HAUYMH.
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JEPVTHUIINIA 5.2.4. Kopencko crabno ce Ha3mBa t—apho cmabao aKO CBAKU EHETOB YHYTPAIIHN
4yBOp uMa HajBuine t mene. 3a t = 2 ce t—apHO cTabIIO HA3UBA OUHAPHO CMAbAO.
Cmpuxmno t-apro cmabao je t-apHO cTabIO YUjU CBAKU YHYTPAIIHLU YBOD UMA TAYHO ¢ Iere.
IHomnyno t—apro cmabao je CTPUKTHO t-apHO cTabJIO KOI KOTa CBU JUCTOBU MMAjy WCTU HUBO.

Ha Caunu 5.4 nara cy Tpu t—apma crabaa. IIpso on mux je 3-apHo crabno (MOHEKAI Ce HA3UBA
MPUKAPHO WA MEPHAPHO) KOoje HUje CTPUKTHO. JIpyro crabao je mormyno 3-apuo, a tpehe crabmno je
MOTILyHO OWHAPHO.

Cauxka 5.4.

JNEPUHUIINIA 5.2.5. DLaaancuparo xKopencko cmabao je KOPEHCKO cTabiio y KOMe ce HUBOU OUIIo
KOja IBa IEroBa JIMCTA PA3JIMKYjy HajBumie 3a 1.

ITomTo je Bucuua h HEeKOr KOpeHCKOT cTabia jemHaka HajseheM HUBOY HEroBOT JIMCTAa, TaNa je, IpeMa
Hedpraunuju 5.2.5, kox 6amaHCUPAHOT KOPEHCKOr cTabja HUBO CBAKOr nuCTa jenHak h wiaum h — 1.
Cpako noTmyHO t-cTabio je 6aJaHCUPAHO KOPEHCKO CTADJIO jep CBU EBEeroBU JIMCTOBU MMAajy HUBO h.

ITPUUMEP 5.2.4. IIpso crabiuo ca Caure 5.4 Huje GasancupaHo, jep UMa BUCUHY 3, & Y HEMY IIOCTOjU
auct HuBoa 1. Ocrana crabna ca Caure 5.4 cy Gasancupana, jep cy HOTIIyHA.

Haname hiemo y OBOM 1 HapemaHOM MOIJIABJY, PA3MaTPATU caMO OuMHApHA CcTabJ/a U HUXOBE IMPUMEHE.

WNaycrpyjmo Ha mpumepy OmHApPHOT cTabla Ja CTPUKTHO t-apHO cTabiio He Mopa Outw OGajacupano,
Kao HU Oa OajlaHCUPaHO HE MOpPa OUTH CTPUKTHO.

IIPUMEP 5.2.5. Jlaru npumep OuHapHOr crabiia KOje HUje CTPUKTHO, & jecTe DaJlaHCUPaHO U OUHA-
pHOr crabjia Koje jecTe CTPUKTHO, aju HUje OaJaHCUPAHO.

Peweme. Bunapuo crabao By ca Cnuke 5.5 HUje CTPUKTHO, jep MMa YHyTpallkhe YBOpoBe 3 U 4 KOju
umajy camo 1o jemuo mere. OO je GaJsiaHcUpaHO, jep 3a HUBOe JuctoBa 5, 6 u 7 BaKuU:
n(b)=n6)=2=h—-1un(7)=3=h.

Bunapro crabio B; ca Ciaumke 5.5 je CTPUKTHO, jep CBU YHyTpPAaIlkbU YBOPOBU a, b 1 e mMmajy aBa
nerera. Mebhyrum, oHO Huje GaslaHCUPAHO jep Ce HUBOW JIUCTOBA € U f (n(c) =1, n(f) = 3) DPA3NURYjy
3a Bume on 1.

By Ba

Cauxka 5.5.
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IIpumerunmo na Gurapuo ctabio By Huje mOTIYyHO, jep uMa JucToBe pasaununtux HuBoa: n(c) =1, n(d) = 2
w n(f) = n(g) = 3. .

Kon bunapuux crabaja moHekas MMaMO MOTPedy Ia pa3JyiMKyjeMO Aelly CBAKOT HerOBOr YHYTPAIIHer
YBOpA, U y CKIAQLY Ca TUM YBOAMMO HApPETHY MeOUHULN]Y.

JNTEPUHUIINIA 5.2.6. Ypeheno bumapno cmabro B je GumapHO cTabio y KOME C€ KOI CBAKOT
VHYTPAIIkHEr YBOPA jEAHO HErOBO JEeTe CMaTpa 3a 4e80, a APYro 3a decho. Y ciydajy Ooa 4BOp UMa
caMO JeIHO HIeTe U OHO je WJIU JIEBO WJIU NECHO NETE.

Jleso nodcmabao yrmyTpammer usopa v ypebemor Gumapuor crabna B je moamcrtabiso crabma B ca
KOPEHOM y JIEBOM JIETETY YBOPA .

Jecrno nodcmabao yHyTpammer uBopa v ypebenor Gumapuor crabmaa B je moxcrabiao crabaa B ca
KOPEHOM y OECHOM OETeTy YBOPa v.

IIPUMEP 5.2.6. NnycTpyjMo mpeTxoaHe mojMoBe Ha mpumepy OumHapuor crabna B; ca Cuure 5.5,
KOje je mpmka3aHo kao ypebherno crabiio.

Ueop 4 je neBo mere, a 4BOp 5 HECHO meTe yHyTpallmer 4YBopa 2 OBOT crabisa. YBop 4 mma camo
IEeCHO meTe, a TO je UBop 7.

JleBo moacrabso uBopa 1 je momcTabiio ca KOpeHOM 2 MHAYKOBaHO yBopoBuMa 2, 4, 5 u 7. Ilecuo
noactabio yBopa 1 je momctabJyio ca KOPEHOM 3 MHIYKOBAHO YBOpOBUMA 3 u 6. |

ITIPUMEP 5.2.7. Onpenuru xKonuko uma ypebhenux Gunaprux crabana ca Tpu yBopa (03HaYEHA Ca
1, 2 u 3) kox Kojux je uBop 1 KOpeH, YBOP 2 KErOBO HETE, a YBOP 3 mere uBopa 2.

Pewemwe. ITomTo y jemmom TakBOM CTabIy CBAaKM O YBOPOBA 2 W 3 MOKe OWUTH JIEBO WU OECHO OETE,
OBakBUX OwHApHUX cTrabaja uMma yKynHO 4 m cBa cy oHa mpukasana Ha Ciunu 5.6.

1 1 1 1
2 2 2 2
3 3 3 3

Ciauxa 5.6.

Wako cy HMBOM 4BOpOBa y CBUM oBMM crabimma uaentmunn (tu musom cy n(l) =0, n(2) =1, n(3) = 2),
OHa ce mhak MehycoOHO pa3auKyjy MO BPCTHU Oelie uBopoBa 1 u 2. |

IIPUMEP 5.2.8. Uecto ce y pauyHapuMa TOMAIM OPTAHU3Y]y YV BUAY CTPYKType ypebheHor GmHApPHOT
crabaa (Bumetu npumene u3 [Hornasma 5.9). Csaku uBop OBakBOT cTabia ce Hajuemhe IpeaCcTaBba Mo-
MONy ciora Koju ce cacTtoju on 3 eJIeMeHTa: BPEAHOCTHU IOJATKA KOjU je CMEIITEeH Yy Taj YBOP, KAO U ABA
noka3uBava (MIM HOMHTEpPA) HAa MEMOPUjCKe JIOKAlUje KOPEHa JIEBOI MOoACTabiia M KOPEHA NECHOr MOM-
crabaa Tor yBopa. AKO JE€BO MM IECHO MOACTAbJIO YBOPA HE MOCTOjU, TAJA CJIOT CAIP:KU OAroBapajyhn
IoKa3MBayY y npasHo (HyanowHTep miay nil).

JenmHo TaKBO OPHMjEeHTUCAHO OWMHAPHO CTAbJIIO Hpe,IICT%BJLeHO je ma Coaunwm 5.7.

I

o5 e

N
\ nil | 8 | nil
o

nil | 1 | nil nil | 3 | nil

Cauxka 5.7.

OBo crabio canpxu O6pojuane monatke 1, 2, 3, 5 1 8 u Ha WHEroB KOpeH yKasyje mokasuBad 1. |
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5.3 IIpumene OmHapHUX cTabaJja

Ypebena Ounapua crabaa nMmajy Beauky npumeny y pauyHapcty. OBae hemo pasmoTpuTu Tpu OBakBe
npuMeHe: y NpUKa3uBamy aaredbapckux GopMmyiia, y oOpraHu3anuju ckyna ypehenux nogaraka y padyHapy
U Yy KOAUPA’mY [MOJATAKA.

IIpuka3suBame anredapckux ¢opmyJia

Uecro ce y pauyHapcTBy jenHa aaredapcka ¢popMmyiia IpeacraBiba y 00JMKy cTpukTHOr ypebhenor Ouna-
pHOTr crabia, Koje ce popMupa mo ciaenehum npuHnunuMa. BuHapHe omeparuje ¢popMyJie ce IPUKA3Y]y
KA0 YHYTpPAallkhbU YBOPOBU OBOr cTabiia, NOK HEerOBUM JIMCTOBUMA OIrOBapajy IPOMEHJLUBE U KOHCTAHTE
¢opmyite. 3a CBakud YyHYTPAIImU YBOP BAKU J1a HECOBO JIEBO MOIACTADIIO TpUKa3yje JeBy aiarebapcky
nondopmyny (OpBU OmEpaHI), & HEroBO IECHO MOACTAOIO IPUKa3yje IeCHy airebapcky IOoadOpMyIry
(opyru omepamn) HaI KOjUMa Ce BPIIU ONEpanuja A0LebeHAa OBOM YBOPY. 360r Tora YBOPOBU OIepaluja
Mamer IPpUOopUTeTa MMajy Mamu HuUBO, a Beher Behu mumBo. Tako he omepamnuja HajMamer mTpUOPUTETA
(Tj. oHA KOja ce mocIenmA IPUMERYje IPUINKOM U3padyHaBama GOpMyJe) OArOBAPATA KOPEHY OUHAPHOT
crabia.

ITPVMEP 5.3.1. IlpeacraButru anrebapcky ¢popmyiy (a+5) - (=b) +8: (¢ —d) y 0B6auKy CTPUKTHOT
ypebenor 6unapuor crabia.

Pewemwe.  Ila 6u crabio koje ce momemyje 0BOj GpopMyan OUIO CTPUKTHO, MOTPEDHO je ma OHA CagpKu
caMmo OuHApHe omepamnuje. 3aTo YHAPHY omepanujy —b rpeba 3amernutu pasnukom 0 —b. Tako ce momasua
¢popmyaa ceomu Ha popmyny (a+5)-(0—b)+8: (c—d) kojoj oarosapa crpukrao ypebeno Gunapuo crabio
nato Ha Coaunu 5.2.

(a+5)-(0-b)+8:(c—d)

Cauxa 5.2.

JlucroBuma crabisia oarosapajy IpOMEH/bUBE M KOHCTaHTe ajrebapcke ¢popmyie: a, 5, 0, b, 8, ¢ u d, mox
Cy YHYTPAIIBUM YBOPOBUMA AOMEJbEHU 3HAIM onepanuja Gopmyle.
Csaku uBOp v crabaa oapebyje momcTabiao ca KOpEHOM v KOje OAroBapa HEKOj HoqPOopPMyIu GopMyIe.

() O,
ONNG ®
OOO® © @
(a+5)-(0=10) 8:(c—d)
Ciuxka 5.3.

Ha mpumep, sneso moncrtabio kopena oarosapa noadopmynu (a + 5) - (0 — b), a mecHo momcrabio
kopena onrosapa mnonpopmyiu 8 : (¢ — d) (Bumeru Cuuky 5.3). Cam KopeH oarosapa mesoj (Gpopmyim
(a+5)-(0—0b)+8:(c—d). [ ]

ITocToje Tpu crammapana HaYWHA OOMIACKA:

KJLO, JIKO v JIAK. Cnosa K, JI, I1 cy ckpahenune on peun KOpeH, JIEBO U OECHO IIOACTADJIO,
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ma Ha3WBU OBUX oOWMia3aka O3HaUaBajy penpociene mo kojuma ce ouu Bpre. Ha mpumep, rom KJLII
obunacka IpBO 00MIA3MMO KOPEH, a 3aTUM I[€JIO HErOBO JIEBO HOACTADIIO U HA KPAjy LEJ0 HBEeroBO AECHO
noncrabio, mpu yeMmy 3a 00a opa moacrtabiaa xkopuctumo KJIII npunmmm.

ITPUMEP 5.3.2. Tlocmarpajmo 6unapuo crabno u3 [Ipumepa 5.3.1 (monoso npukaszano Ha Caunu 5.4).

Cauxka 5.4.

e pu KRJIIl obunacky crabna, rme ce mpBo obuiia3u KOPEH, 3aTUM JIEBO, IIa OECHO moacTabiio,
pemnocnen obuiaszaka YBOopoBa je ciemehwu:

+ - 4+ a 5 —-— 0 b : 8 — ¢ d

e npu JIKII obunacky, rme ce mpBo obumiaszm JaeBO momcTabiio, 3aTUM KOPEH, Ma MeCHO MOIACTabIio,
pemnocnen obumaszaka yBopoBa je ciemehu:

a + 5 - 0 — b 4+ 8 : ¢ — .

e npu JLIIK obunacky, rme ce mpBO o0Ouiasu JeBO, 3aTUM OECHO TOACTabIIO, TMa KOPEH, pemocien
obunazaka yBopoBa je ciaexnehn:

a 5 + 0 b - - 8 c¢c d — = +

Pemocnen usopoBa mobujern KJLIl obummackom mpexncraBma aiarebapcky (GpopMyiy HAIUCaHy y T3B.
npedurcroj Homayuju, HA3BAHO] MOHETJE U Nopckae Homayuja (MMe DOOWIa MO MOJBCKOM MAaTEMATHYADPY
JlykamujeBuuy). Y B0j ce cBaka omepanuja Iulie Ipe CBOjux omepanana (Ha npumep +ab). Pemocuen
uopoBa gnobujer JIIK obunackoM mpencraBba nocm@ukcny (WIM  UHBEP3HY NOMCKY) HOMAUUTY
asnrebapcke GopMyJsie y KOjO] Ce CBaka olepaluja NWIIe MOCJie CBOjux omepaHana (Ha mpumep ab+).
[Mpumerumo nma pemociem uBopoBa a + 5 - 0 — b + 8 : ¢ — d, mobujen JIK/ obunackom, ogrosapa
yobuuajenoMm uutamy (y T3B. unfurcroj nomayuju) dpopmyne (a +5) - (0 —b) + 8 : (¢ — d), nepunucane
crabnom ca Cuamre 5.4, amu 6e3 meHux 3arpaga. 30or Tora oBaj obumiaszak He onpebyje dopmymry
jemHO3HAYHO. |

W3 Ilpunmepa 5.3.1 caemqun ma KJII u JIJIK obunacum usoposa crabna jenme airedbapcke ¢dopmyiie
ne¢unumy oBy (Gopmyiny (y OpeQuKCHO] M HOCT(PUKCHO] HOTAUMjU) Ha jeaHos3HadaH HauwH, nok JIJIK
obunazak 3axTeBa HOIATaK 3arpama Oda om anrebapcka ¢popmyrna 6mna tauno onpebena. Crora RJLI u
JIIK obunacnu wanasze ey npuMeny y padyHapCTBY.

BunapHo cTabJsio mpeTpakuBama

Bunapuo crabio ce y padyHaApCTBY YeCTO KOPUCTU 3a IpUKA3WBame omHoca Mmehy momanmmma KoOju
npunanajy HeKoM ToTaJHo ypebenom ckymy momaraka (Tj. CKyIy y KOjU je yBeIeHa jeIHA peJaluja
IOpeTKa Tako Ja Cy OmIo Koja ABa MOmATKa y OBOj penamujn). Ha mpumep, ako 0Baj CKyI Canp:Ky
Opojese, ou Moxke Outu ToTasHO ypeben penammjom < miam >. AKO CKyI Caap:KU pedud OH je OOUYHO
ypeben mpema sekcurorpagckom moperky (Tj. mOpeTKy peun y pedHury). OBAKBOM CKyIy mOJATaKa
MOKe Ce IPUAPYKRUTU T3B. HUHAPHO cMabdAO Npempaxcueana, Koje ce nepuHume Ha ciaenehm Hauvus.
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JEPUHUIINIA 5.3.1. Hera je nar ckyn nomataka A = {aj,as,...,a,} koju je toramuo ypeben y
OIHOCY Ha HEKy DeJalljy IOPETKa 9. 3a IONATAK ; KaKEeMO I3 je Maml O IONATKA j, Tj. NOIATAK Gj
je sehu onm momaTka a;, ako je a; 0 aj.

Dunapro cmabao npempaxncusana je ypeheno dbunapHo cTabiao o1 n YBOPOBA Y KOME jé CBAKOM IIOIATKY
u3 A momesbeH jeaH YBOp, OIPU YEeMy 3a CBAKUA YHYTPAIIHLU YBOD U BAMKU:

® CBU IIOJAaIU Yy JI€EBOM HO,Z[CTa6.TIy UBOpa v Cy MaBbM OO IIOJaTKa KOME je A0 0eJbEH YBOD U,

® CBU NOJAIM y OECHOM IOIACTAbIy uBOpa v cy Behm ox momaTka KOMe je HOIEeJbeH YUBOP V.

ITPUMEP 5.3.3. Ha Caunwm 5.5 je mpurazano OuHApPHO CTabI0 MpETpaKUBaka 33 CKYI IIOJATAKA
A=1{2,5,6,7,8,10,12,15,16} Toramso ypeben penanujom <.

8
5 15
2 6 10 16
7 12
Cauxa 5.5.

Y kopeny crabia ce Hasaszu Opoj 8. Y EBEeroBoM JEeBOM NOACTabIy cy OpojeBrM MawmU oI 8, a Y HBErOBOM
mecHoM moacTtabmiy cy 6pojesu Behu om 8. To cBOjCTBO mMMajy M CBU OCTaJX YHYTPAIIHBUA YBOPOBU OBOT
crabna. |

Bunapra crabisa nperpakuBama Urpajy BPJIO BAKHY YJIOTY IPU OPraHU3ANWjU W YYBAKY I[I0AATAKA
y pauyHapcTBy. UyBame Cckynma momaraka y BuAy cTabdsna omoryhaBa meroBo e(pUKACHO MPETPAKUBAILE.
Ha npumep, nmpoHasaskeme HEKOT IOJATKA @ y OBAKBOM CTabJIy 3aXTeBaJio OU Ia KPEHEeMO O] KOPeHA U
& Y CBAKOM YHYTDANIKEM YBOPY ¥ WCIUTYjeMO Oa JU je MOJATAK Yy YBOPY v jemHak a (Tama crajemo),
Mamu o1 ¢ (Tama mmeMo y JeBo noactabno) wiu sehiu ox a (Tama uneMo y mecHO moncTabiio).

IIpumernmo ma JIKII obunaszax 6GmuHapHOT cTrabna mpeTpajkmBama Jaje Pemociel], YBOPOBa O MAarmber
ka Behem momartky. Ha npumep JIKII obunackom uBopoBa crabna ca Cuuke 5.5 mobuja ce Hu3 OpojeBa:
2,5,6,7, 8,10, 12, 15, 16.

UYecrto ce 3axTeBa ma cTabiio IpeTpasKMBama HEKOI CKyIa mogaraka Oyme OaJilaHCHPAHO, jep ce Tana
nosehiaBa ehUKACHOCT HErOBOr mpeTpaskmBama. Ha mpumep, crabino ca Cnuke 5.5 je Gasancupaso.

CrabJsia Komupama

OcBpHuMO ce cana Ha komupame. (CBa ciaoBa, Ka0 U APyru cuMOOIM, y padyHaApy Ce 4yBajy y BULY
Husa Outosa (Tj. Hu3a 0 m 1) Koju mpexncras/bajy mUxoBe OGuHapHe kKomoBe. Hajuemhu mauun je mpeko
ASCII xona (ckpahenuna on enr. American Standard Code for Information Interchange), tj. komupama rne
3a cBaKkM CUMOOJ KOPUCTUMO HU3 OX 7 OuTOBa, miyc gqoxatau 6wt (jep Oajr uma 8 Gurosal) KOju ciy:ku
3a IPOBEPY HAPHOCTU & Ou Ce IpU IPEHOCY IOAATAKA €IUMUHKICAJIE TPEIIKE.

Ako je KOIMUMHA TOAATAKA Ca KOjOM PAAMMO BEJIVKA, MOYKEJFHO je M3BPIIUTU CAKUMAKE HUXOBUX
KOJOBa, Tj. Ja 3a KOIUPalme HEKUX cuMDOOJIa KOPUCTUMO HM30BE ca MITO Mame OouroBa. Onrumaino 6u
buso kama 6ucmo 3a cuMboiie Koju ce vemhe jaBsbajy KOpucTuiau kKpahe Hnu3oBe OUTOBA, & 3a OHE KOjU ce
jaBmajy pebe ma kopucTtumo myske HU30Be OuroBa. Ha Taj HAUMH BPIIMMO yUITEIy MEMOPHU)CKOD IIPOCTOPA
3a CRJIAQAUIITEHE [IonaTaka, a M OP:KM NPEHOC MOoJaTaka IPU HBUXOBOM TpaHChepy ca jemiHOr Meauja Ha
OPYTH.



5.3. IPUMEHE BUHAPHUX CTALGAJIA 129

MebyTtrMm mpuiamkoMm uyBama MomaTaka y OOJIMKY HM30Ba OUTOBA KOJjU WMA]y PA3JIUUUTE IYKUHE,
nojasuMo o mpobjeMa Kako a yTBPAMMO IAEe Ce jenaH HM3 OUTOBa 3aBpIllaBa, a APYrHd mouume. 1o
hemo maycrpoBaTu caemehum mpuMepoM.

IIPUMEP 5.3.4. Heka je cnoBo a rommpano ca 10, b ca 101, e ca 11, m ca 1011 u n ca 110.
Hexonuparu au3 6durosa 1011110.

Pewewe.  Ila nu he mu3 6uroBa 1011110 npencrasmaru peu aen (10]11|110) wan bea (101[11]10) wan
mn (1011]|110)? He moskemo oxpenurn! [ ]

Ila 6m ce 00e30emmiio jenHO3HAUYHO MqEKOIVPAMme IPU KOoaupamy cuMmboia OMHAPDHMM KOIOBUMA
pa3nuYnTUX OyKWHA, JOBOJLHO je & Ce CBAKM OJ OBUX KOIOBA HE CAADXKU HU Y jeTHOM APYTOM KOIY
Kao BeroB mouerTHum noxam3. CKyI KOZOBAa KOJU 3aI0BOJbaBa OBaj YCIOB 30Be ce npefuxcru K60.
IHexonupame OMHAPDHMX HU30BA OBAKBMAM KOIOM BPIIM CE UYWTAKEM HErOBUX OUTOBA C JIEBA HA JIECHO
U QUPEKTHUM IPENO3HABAKEM KOJNOBA y3ACTOMHUX CUMOOJIA.

[MocmarpajMo mpousBosbHO OGuHAPHO cTabimo. AKO HEKa HEroBa UPpaHa BOIM ON POOUTEHA IO JIEBOT
nerteTa m0j he oarosapatu 6ut 0, a aKO BOOM OO POOUTEHA IO JECHOT AeTeTa H0j he omrosBapartu out 1.
Karo cBakoM JInCTy OAroBapa jeAWHCTBEH IyT OX KOPEHA cTabia IO JIUCTA, TO CBAKOM JIUCTY MOMKEMO Ia
OPUAPYRKUMO HM3 OMTOBa KOjU OArOBapajy rpaHaMa Ha IIyTy OJ KOPEHa OO TOT JuCTa. 1aj Hu3 OuToBa
ce HasmBa K60 nymamwe 00 aucma. Cama ce CBAKOM JUCTY MOMKE NOIEIUTU HEKU CUMOOJ KOjU Ce MOKE
koaupaTu noMohy koma myTtame Qo TOr aucTta. TakBO jemHO cTabIIo ce HA3UBA cMadao KoOupamwa.

Ckyn cBuUX KOZOBA IIyTame IO JINCTA Yy IPOM3BOJLHOM OMHAPHOM APBETY IPEICTaB/ba IPEePUKCHU KO,
jep ce myT Ox KOpPEHA IO jeIHOr JINCTA He MOKE CAOP:KATH y IYTY OX KOPEHA OO HEKOI APYIOr JHCTA.

IIPUMEP 5.3.5. Y kopenckom crtabay Ha Caunu 5.6 aucTtoBuMa Cy HPUAPYKEHU CUMOOIU
a,b,c,d,e, f. 3a cBaku onm Tux cuMbOJa OAPEIUTH H-€roB KO IyTame OO JUCTa, a 3aTUM IeKOIUPATH
ur3 6butora 01110010000.

Ciauxa 5.6.

Peweme. Kanx ron y myty onm KopeHa oo imucTa nAEeMO YJIE€BO TOj rpanu oarosapa o6but 0, a Kamg naeMo
yamecuo onroBapa owut 1. Tako, Ha mpumep, ga OUCMO OX KOpEHA TOMIIJIX A0 JUCTA ¢ MOPAMO Ja UIEMO
aeso (0), ma mecuo (1) u seso (0), e hie cumBouay ¢ omrosaparu an3 010. Ha caumuas HAUMH ZOTA3UMO
IO Tora ma CBakoM on cumboaa a,b,c,d, e, f onrosapa cnemehe rkomupame:

a < 000 b« 001 c+ 010 d«— 011 e« 10 fe 1L

Iaty k64 je npeduKCHU KOX, [Ia NPUIMKOM NCKOQUPAama AATOr HU3a BUTOBA MOMKEMO U3BPIIUTHU IO 4CILY
ua 011]10/010|000, mTo HaAM maje peu deca. ]

Bparumo ce ma panumje moMeHyTy uAejy mga 3a cuMmOoJe Koju ce yemrhe jaBspajy rKopuctumo kpahe
HU30Be OUTOBa, a 3a pebe myske HM30Be OGuTOBa. Y Ty CBPXY YBOIMMO TERUHY KOJA U CIMYHO TEKUHY
KOPEHCKOT cTabia.

JEPVHUIINIA 5.3.2. Heka cy 3anatu cumbomnu S1, S, ..., Sy, [OE Ce CUMOOI S; jaBiba ca (PEKBEH-
uujoM f;, M HEeKa My:KUHA OMHADHOT HM3a KOjuU Tra Koaupa usHocu l;. Tanma ce meacuna xéda nedunuie
Kao

w=l-fitl-fot.. .+l fo

Ucra dopmyna Baxky m 3a mexwcuny OuMapHoe cmabaa KOI KOTa je JUCTY KOjU OAroBapa CUMOOIY S;
nonesbeHa (GperBeHnuja f;, a pacrojame 01 KOpeHA IO TOT JHCTA je jeJHAKO ;.
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Ha Cuunu 5.7 npencrasmen je Xagmanos anropuram, koju je passuo Xadpman (enr. D.A. Huffman)
1952. romure. Taj anropuram onpebyje Xagmarnoso cmabao 3a cumboue sy, sg, ..., Sy, KOjIMa OArOBapajy
dpersenuuje fi, fa, ..., frn. XadpmanoBo crabio npencraBba CTabIO Ca MUHUMAJHOM TEKUHOM (ZOKA3 3a
To moxke ce Hahu y [1]). 36or Tora u omrosapajyhiu xkon, T3B. Xafmaros k60 MMa MUHUMAIHY TEKUHY.

Xa¢MaHOB aJjgropuraM y CBaKO] WTepanudju pand ca CkynoMm moncrabana S, mosazehm onx ckyma
crabajia ca caMO jemTHUM UYBOPOM MOACLEHUX CUMOOIUMA S1,S2,...,Sp. < CBAKO] UTEPAIUjU CIAjajy
ce oHa ABa moncrabisa m3 S YMjuM KOpPEHuMa Cy NPUAPY:KeHe nBe HajMmame (ppekBenmuje. Crabio roje
ocTaHe mocJenme y Ckymy S je TpaskeHo XadMaHOBO €TAbIO UMjUM JUCTOBUMA CY MOAEJHEHU CUMOOJIMN
81,82y...4,8n.

procedure Hafmanov algoritam

1. FKoucrpyucaru ckyn crabama S O KOjUX Ce CBAKO CACTOjU OI
jemuHOr YBOpAa §; MPUAPYKEHA

2. Ogppemuru crabaa 11,15 € S UnjuM KOpEHMMAa Cy IPUAPYIKEHE IBE
Hajmame ¢peksenmuje f1 u fo (f1 < fa).

3. ObpazoBaru Gunapuo ctabno T rome je meBo moucrtabmno T, mecHo
noxcrabiao Tb u KOpeHy je mpuapyskeHa ¢pekseHnuja fi + fa.

4. Y cryny S 3amenutu crabaa Ty u To HoBuM crabiaom 7.
5. IMomaBmaTtu kopake 2—4 cBe MOk y S HE OCTaHE CAMO jenHO cTabIIo.

end procedure

Cauxka 5.7.

IIPUMEP 5.3.6. Heka cy mara cuosa a,b,c,d, e, f ca ogroBapajyhum ¢pekBennujama mnojaBruBama:

cuMb0 a|lblc|d|el|f
¢persernuja [30(13(10(15(25( 5

Onpenutu XadmanoBo cTabio um Ha OCHOBY mera XagdmanoB kOa. Komupartw peu deca momohy tor
Xa¢MaHOBOT KOIa.

Pewewe.  Ilahemo npukas pana Xadpmanosor ajropurma mo urepanujama (kopamnu 2—4). Crabaa hemo
3BaTU IpeMa YBOpYy y kKopeny. JImcToBu cy Ha3BaHu mpema oaroBapajyhum cumbomuma.

5[10[13|15]25]30

flelbdfela

3. IlBe majmame ¢pekBernuje cy 5 m 10 u muma oarosapajy crabna f u ¢ Koje MemaMo cTabIOM
T} umjeM KopeHy je mpuapy:keH 5+ 10 = 15.

15[13[15]25]30

Tl‘ b ‘ d ‘ e ‘ a

1° 2. ®pexBenmnuje y Heonamajyhem penociemny:

4. HoBe ¢pexsenmnuje cy:

13]15]15/25]30

b ‘Tl‘ d ‘ e ‘ a

3. Ilee majmame ¢pexBernuje cy 13 m 15 u muma omarosapajy crabima b m T KOje 3aMemyjeMo
crabiaom T y umjem Kopeny je 13 + 15 = 28.

. 2815|2530
4. Hose ¢pexBenmnuje cy: TQ‘T‘T‘T
15(25(2
3° 2. ®pexBennuje y Heomanajyhem pemocieny: 5125|2830
d|e|Ty| a

3. Ilee majmame ¢perBeHnuje cy 15 m 25 m muma onrosapajy crabna d m e xoje hemo 3ameHUTNH
crabnom T3 y unjem xoperny je 154 25 = 40.

4. Hose ¢pexBernuje cy: ;{O ;8 36?
342

2° 2. ®pekBennuje y HeomanajyheMm pemocieny:
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o . . 28130 (40
4° 2. PperBennuje y meomamajyheMm pemocieny: Tl T
2 3

3. Ilse majmame ¢perBernuje cy 28 u 30 u muMa oarosapajy crabna To u a Koje hemo 3ameHnTH
crabmnom Ty y uujem ropeny je 28 4+ 30 = 58.

4. Hose ¢pexrsenmnuje cy: ;8 ;{0
4|43

5° 2. ®peksennuje y Heomanajyhem pemocieny: 3:0 ;8
3|44

3. IIBe mHajMame dpexBenmnuje cy 40 u 58 m muMa oxrosapajy crabna 715 u Ty xoje hemo 3ameHUTH
crabmnom T5 y unjem xopeny je 40 4 58 = 98.

4. HoBa ¢pexBeHnuja je: 3—8
5

Crabano T5 je Xadpmanoso crabio, npencrasmeno na Caunu 5.8 (y meMmy cy caapskana u csa crabma T
koja ce onpebhyjy y kopaky 3. cBake urepanuje).

Ciauxa 5.8.

3a cBaku CUMDOOJ MOKEMO ONPEIUTH IHEroB XapMaHOB KOA TAKO WITO OPATUMO OWUTOBE KOJU CY
OPUAPYKEHN CBAKOj I'PAHU y IyTy OX KopeHa XadMmaHOBOr crabja OO0 JAUCTAa Yy KOME Ce HaJa3u Taj
cuMmboa. Tume monaszmmo mo Tora ma je Xa¢pMaHOB KO 3a oBe cmuMmbole:

al b c |dle| f
11(100{1011|{00|01|1010

Komupajmo peu deca — To je 00/01|1011]11, ommocro 0001101111. ]

5.4 Pesume

Y mpBOM IIOIJIaBJbY OBE IJlaBe CMO yBeJu IojaM crabsa u maau 6 eKBUBAJEHTHUX derHunuja crabdia
(Teopema 5.1.1). 3aTuMm je yBemeH mojaM IIyMe U JaTe Cy jOLI HEKe ocoOuHe cTabaia U IyMa.

Y nmpyroMm mnoriaB/by OBe IJlaBe Ce CMO Oe(UHMCAJM KOPEHCKa cTabjia M yIO3HAJIM CMO Ce Ca
OCHOBHUM IIOjMOBMMAa BE3aHUM 33 KOPEHCKa cTabJsia: KopeH crabia, HUBO YBOpa, BUCUHA cTabja, JIUCT,
VHYTPalllhU YBOP, MOACTA0II0, OMHAPHO, CTPUKTHO OWMHAPHO, MOTIYHO OMHAPHO, GaJslaHCcHpaHo cTablio,
ypebeno Gunapuo crabio (kojuma ce 6aBUMO BUILIE Yy HAPEIHOM IOTJIABILY ).

Y rtpehem mormaBmy cMO maaum Tpu upumene ypebhenumx OwHapuHuMX crabaJia: 3a TPUKAZUBAHE
asnrebapcknx (opMmyna, OMHAPHO cTabio TpeTpakuBama W Xa@MaHoBO cTabio (HA OCHOBY KOra

ce onpebyje Xagpmanos kon). Takobhe y cBum TuMm mpumeHama CMO pasMaTpaiu pa3He obuIacke crabia:
RJLO, JIKI u JIJIK obuna3zaxk.
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5.5 IImrama 3a mpoBepy 3Hama

82. Konuko kouTypa uma y crabiuay?
83. Konuko uma HajMame suctoBa y crabiy ca n usopoBa? KRako ce 30Be To crabmo?
84. Konmko nMa HajBumie guctoBa y crabiy ca n ysoposa? Kako ce 30Be To ctabmo?

85. Y crabiy ca n 4BOpPOBa KOJIMKO MMa IPaHA, a KOJMKO KOHTYDa HeNapHe Ny:KuHe?
(Hatu kpatra obpasnoxkemal)

86. Illra je uentap crabma?

87. Casesro maxmuvewe 1976. sa IV pasped.

I'pan nma KBagpaTHy MPEXY Ca @ ,, XOPU3OHTAIHUX" U b ,,BePTUKANHUX yiuna (BUIETU HAPEIHY CIUKY ),
npu YeMy cy HajOamke mapaJienHe yiauie Ha pactojamy 100m. Koauka je HajMama Ay:KUHA Oejia MPEXe
KOju Tpeba achaaTupaT TAKO Oa Ce OX CBaKe PACKPCHUIE 0 OMIIO Koje apyre Moxke nohm acdaarom?

88. ITucmenu ucnum, deyembap 2008.
a) OapenuTu KOMUKO MMa HeM30MOpQHUX ctabasa ca 7  uBopoBa. Hamprartu cBa Ta crabia.

6) Oapemntn kKoja ox tux crabana mmajy OjmepoBy wrouTypy, Ojiaepos myT, XaMUITOHOBY KOHTYDY,
XaMUITOHOB Iy T?

B) Hahu nBa memsomop¢ua crabna ca MCTUM HU30M CTENEHA YBOPOBA.
r) Ozpenutu nujaMerap U HEeHTAp 3a CBako crabio oapebeno y meay monx B).

n) Onpemury maTpuny cycenctsa A 3a cBako ctabuo oapebeno y nemy mon B).

89. Kpasm Ilourabonra je mmao 4 cuna, 10 o1 H€roBUX MYIIKMX IIOTOMaKa Cy MMAJU IO 3 CUHA CBAaKW,
15 o1 BEeroBUX MYyIIKUX IIOTOMAKA Cy MMAJU MO 2 CUHA CBAKU, JOK Cy CBU OCTaju ympJuu Ge3 mene. AKO
je mo3naro ma kpaJss lllonrabonra Huje MMaO KEHCKUX HOTOMAKA, KOJUKO j€ YKYIHO MYIIKMX IIOTOMAaKa
UMao OBaj Kpasb?

90. Axo je Bucmua ropeHckor crabma RT jemmaka H KOIMKO MOKe HAajBUINE, a KOJNUKO HajMame OUTH
pacrojame uamebhy mBa mucrta crabiaa RT?

91. Axo ce y GuHApHOM CTabiy MpETPAKUBAIA CAa N YBOPOBA HajMamu OPOj a Hajasu Ha HUBOY n(a), HA
rojoj he mosuruju 6uru a npu RJLI, JIKI n JIIAK obumnacky?

92. Ako ce y BunapuoMm cTabiy mpeTpaxkuBama ca n uBoposa Hajsehwm 6poj b manasu ma musoy n(b), Ha
ro0joj he mozuruju 6uru b npu KJLI, JIKI n JIIAK obunacky?

93. Hu3s crenena usoposa crabaa T je (5,4,3,2,1,...,1).

a) Komuko nma mucrosa y crabay T (7). jenmnuna y Husy cremena usoposa)? Oapemntn Gpoj usBopoBa
n u Opoj rpana m crabdmna T'.

6) Haupraru jemno takso crabmo T’. Ila su je oo mose3san rpad? Ila snu je ono Gumapruran rpad?
B) Onpenuru mujamerap u menrap crabia T.

r) Oapenuru mMarpuny cycencrsa A crabaa T7. Ila au ce jaBma 00 y MATpuiy pactojama D7
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6. KRomauHm ayTomMaTu UM peryJiapHe
rpaMaTHuKe

Koz muorux ypebaja, yrmyuyjyhu u eIeKTpPOHCKE KOMIIOHEHTE padyHapa, Pe3yiTaT aKTUBHOCTU TOT
ypebaja (,mu3ma3“) y oapebenom tpemyTky He 3aBuCcK caMO OJ oarosapajylier cuoJballmer yTunaja
(,ynaza®) koju Tama Ha Wera menyje, Beli 1 O TPEHYTHOr YHYTPAIIHET ,CTama’ y KOMe Ce OH HAJIA3W.
Hop. nmudr pamu y, Tako mro ce y HEKUM (UCKPETHMM) TPEHYIUMa Heiyje Ha JUQT NPUTUCKOM Ha He-
Ka OX HmeroBux ayrMera (yilasHa CHOJballba akuuja). llpu ToMe, audT ca cnpara HA KOME Ce HaJa3uo
(nperxonHO crame) mpesasu Ha kemeHu cupar (caenehe crame), kpehiyhiu ce onpebenu 6poj cuparosa
HABUIIE WU HaHWKe, Wi ocrajylim y mecty (m3nasna akruBHOCT). Takobe, mudT ce Mmoske 3aycraButu
IPUTUCKOM Ha IyTMe CTOI WJIM OTBOPUTH/3aTBOPUTH BPaTa Kaja CToju Ha HekoM cupaty. Cse oBe ariuje
ce MOI'y M MaTeMaTUYKU MOJIEeJIOBATH.

Y 0BOj ruaBy ce ne(MHUNIY OCHOBHU IIOJMOBM jenHe Kjace OBakBuUX ,MammHa‘ (Heliemo ce GaBurtwm
KOHGUYHUM MOUWUHAMA, TITO je YOIIITEHU)W KOHIENT, Hero heMo ce OABUTU KOHAUHUM QYMOMAMUMA —
CIEeIUjaJIHOj BPCTU KOHAUYHUX MAIIMHA KOja MMa BPJIO BaKHY IPUMEHY y obiacTu (OpMaTHUX je3UKa U
rpaMaTHUKa, YuMe 3aBPIIaBaMO OBY IJIaBY.

6.1 OcHOBHM IIOjMOBM KOHAUHUX ayToMaTa

JEPMUHUIINIA 6.1.1.  Konauwan aymomam A upencrasma ypebeny neropry (S,U, f, P, s*), rue je
e S KOHAUAH CKYIl CMaha;

e U KOHAYaH CKYI YAa3HUT CUMOONT;

f pynruuja npesasa, roe f: S x U — S
e P ckyn npureamajyhux cmamwa, roe je P C S

e s* nouemmno cmawe, roe s* € S.

Konauan ayromat A = (S,U, f, P, s*) ce moske 3amaTu KopumhemeM CKyTOBHO-TAOINYHE PENPe3eHTALl-
je, y KOjoj ce TabenapHO Npuka3yjy BpeaHocTu ¢pyHkmmje f, kao u momohy mujarpama mpemnasa (To je
y CYIITHHU jeZaH OPHjEeHTUCAHU rpad, IIe MMaMO O3HaKe I'paHa, KOje uuMHe caMo oarosapajyhm ymaszsu
cumbonm). Ilpuxsarajyhia crama ce rpaguuku 03HaAUYABAjy ABOCTPYKUM KDY:KULEM.

IIPVIMEP 6.1.1. Hera je mar xomauyan ayromar ca S = {so,s1, 82,53}, U = {a,b}, P = {s1,82}, S0
MOYEeTHO CTamke, a BPpeaHOCTH (QyHKHuje mpesa3a 3anare cy y Tabemu 6.1:

na3
Y a b “
cTame
S0 S22 81
51 S3  S3 b
52 §3  S1
S3 S3 S3
Tabesa 6.1. Ciuka 6.1.
Onarosapajyhu mujarpam mpemasa oBor ayrtomata gat je Ha Coaumnm 6.1. ]

I"'naBra ymora KoHa4YHOr ayToMaTa HUje Ia, YCJIEX NeJOBalka HEKOr yJIA3HOI HU3a cUMOosa, FeHepulre
onroBapajyhu msnaszau Hu3, Beh na ucnnra na gy ra Taj yiaas3HU HU3 IPEBOJU U3 IIOYETHOT CTAama Y HEKO
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on mpuxsarajyhux crama miam He. AKO ynasHM HU3 TpEBOAM ayToMaT y mpuxparajyhe crame cmarpa
ce ma ayromar ,mpenosnaje” (,nmpuxBara“) oBaj Hu3. Ilojam ,npeno3HaBama’ yJIa3sHOT HU3a O CTPAaHE
HEKOI' ayToMaTa MOe ce GpopMmaiHo mepmHucatu ciexehom meduHMIIjOM.

JEPUHUIINIA 6.1.2. Heka je A= (S,U, f, P,s*) koHayan ayToMar U T1Tg ...T, HEKA HEIPA3HU HU3
cumbona u3 ckyna U. Ayromar A npenosnaje (npuzeéama) yiIasHU HU3 T1X2 ... T, AKO HOCTOJU HU3 CTAHA
80,81,---,8, U3 S TakaB na je

*

So =8,
sk = f(sg—1,21), k=1,2,...,n
Sp € P.

CBakoM HEIPA3HOM YJIA3HOM HU3Y X1Z3...T, OArOBapa y AWjarpaMmy Ipeija3a ayToMaTa jelaH OPUjeH-
TUCAHU IIYT KOjU IOJA3M O IMOYETHOI YBOPa M KOTA YMHU N HANOBE3aHUX I'DaHA Ca O3HAKaMa jeITHAKIM
pemoM Ti,%2,...,Ty. UBOPOBM OBOr ImyTa IPEACTABJAjY HU3 CTalkma KPO3 KOja ayTOMAT HOPOJA3U IeJO0-
BameM yJia3Hor Hu3a. Ha ocHOBy mperxonHe neduHUIje jaCHO je Oa je HEKW yJias3Hu Hu3 npuxBaheH on
CcTpaHe ayToMaTa aKO M CaMO aKO Ce KmeMy oAarorapajyhu myTt y aujarpaMy Ipeia3a 3aBpLIaBa y YBOPY
KOju oxrosapa npuxsartajyhem cramy.

Hamomennmo na hemo masme cmaTpaTn Ja Ha ayTOMaT MOMKE , HE€JIOBATU' W IPA3HU YJIA3HU HU3 £, HE
n3a3uBajyny mpu ToMe HUKAaKBY peakinujy ayroMmara. OBaj HM3 ce IprUXBaTa akKO M CaMO aKO je IIOYETHO
crame s* ayromara mpuxsBaTajyhe.

ITIPUMEP 6.1.2. Axo ma ayromar, nepumuucan y Ilpumepy 6.1.1, menyje ynaszum uHu3 babab, mon
HBErOBUM [O€jCTBOM ayTOMaT IIpPOJa3u pPEeIaoM Kpo3 cTrama  So, Si,Se2,S51,52,51 Koja oapebyjy jeman
OpUjeHTUCAHU MYT y AUjarpaMy Ha caunu rope mecuo. llomTo je mociensmu YBOP TOra MyTa CTAkbe
$1 KOje je mpuxBaTajyhe, ayroMaT mpuxBaTa yJasHu Hu3 babab.

IIpu menmoBamy ynaszmor Hu3a abaa Ha OBaj ayToMaT, OArOBApajynNu OpUjeHTHCAHU MYT y AUjarpamy
ayromMara IpOJa3u KPO3 HU3 CTama Sq,S2,S1,S2,S3. llOMTO ce myT 3aBpIiaBa y UYBOPY KOjU OATrOBapa
HempuxBaTajyheMm cTamy S3, ayTOMaT HE MPUXBATa yJas3Hu HU3 abaa. |

JESPVTHUIINIA 6.1.3. Ckyn cBUX yJa3HUX HU30Ba KOje jeman ayroMar A IpuxBaTa 4ecTo ce HA3WBAa
jesuxom rxoza aymomam A npureama (npenosnaje) u ozmauasa ce ca L(A). Ilpu tome ce moske cMaTparu
na uuzosu u3 L(A) npencraBibajy pewu OBOD je3MKa HAXL CKYHNOM yiasHux cuMmGomna U kao asdykom.

ITPUUMEP 6.1.3. TIlocmarpajmo ayromar u3 [Ipumepa 6.1.1. On numa aBa HempuxBarajyha crama S
u s3. Y cTamy Sp ayTOMaT ce HAJa3W CaMO y IMOYETHOM TPEHYTKY Kala Ce MOyKe CMaTpaTy Oa MY ce Ha
yJia3y HaJla3u Mpa3Hu HU3 YJIA3HUX cuMOboja. AyToOMAT MpBU MyT Npeiasu y HempuxsaTajyhe crame S3
aKO M CaMO aKO Cy y PeajM30BAHOM [eJIy YJIa3HOT HM3a ABa mociemma cuMmboina aa wiau bb. OBO crame
IpencTaB/ba T3B. ,3aMka’ (,,0OHODP") crame jep, Kaxa ayroMmar jeqHoM npebe y mera, y meMy TPajHO U
ocraje, 6e3 ob3upa Ha ysasHe cuMOOJIe KOjU MOCJEe TOTa HEyjy. 3aTO ayTOMAT He NPUXBaTa HU jenaH
yJIa3HU HU3 KOjU CAMP:KUA OBA Y3aCTOMHA MACHTUYHA cuMbosa. /IpyruM peumMa, je3uk Kora 0Baj ayTOMAT
[IpenosHaje caap:ku jerHOYsIaHe HU30BE a U b, KAO M CBe ocTaJye Hu3oBe Han {a,b} y kojuma ce a u b
HAN3MEHUYHO CMEHY]Y. |

Konauan ayromMar mMa riaBHy yJIOry a IPENO3HA [a Jy HEKW yJAa3HU HU3 OPUIIALa YHAIPED 3a0aTOM
jesuky uau He. IIpu ToMme ce je3mk 0oOMYHO yHATpED 3aaaje, Tj. 3a0aje ce Koje 0CODUHE MOpa 1a UMa CBAKU
HU3 U3 TOT je3ura. Paj ayTomara ce cTora CBOIu Ha yTBpDUBame Ha JiM HEKU yJIA3HU HU3 3a0BOJHABA
yuanpen onpebene ocobune miau He (aKO 3a10BOJbABA KAKEMO Na ayTOMAT NPUXBATA TAj YJIA3HU HU3).

IIPUMEP 6.1.4. IIpoBepa mapHOCTH. YecTo ce, mpu npeHOCY OMHAPHO KOAUPAHUX MOJATAKA O
jemHor mo mpyror esekrpoHckor ypebaja, Bpmu mpoBepa mapHOcTH Opoja mojaBibuBama Oura 1 y HuU3y
OutoBa kKOju je mpuMmibeH. [Ipu Tome ce cmMaTrpa KOPEKTHMM caMO OHAj IPUMJHEHU HU3 KOJZ KOTa je OBaj
Opoj Hemapan. Y CyYOpPOTHOM CMaTpa C€ Oa MOCTOjU HEKA I'PEIIKA y IMPEHOCY OBOI HU3a.
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Cana ce npeno3HaBame KOPEKTHO MPUMJHEHUX OMHAPHUX HU30BA, MOMKE MOAEIUPATU HAJIAKEEHEM OHOT
KOHAUHOD ayTOMaTa KOjU HpUXBaTa Heku yiasuu Hu3 Han {0, 1} ako u camMo ako Taj HU3 CAApKU Henapax
6poj 6uroBa 1. Jeman takaB ayromar npencraBibeH je Ha Coumu 6.2. AyroMar mMa ABa CTama: Kala
peajiu30BaHU Le0 yJIa3HOr HUM3a caap:ku mapaH Opoj 6uroBa 1 (Sp) m kaga oH cangpsku HemapaH 6poj
6uroBa 1 (Sy). Aro cMaTpaMo ma mpa3aH HU3, KOJU Ce HAJIA3M HA yJAa3y ayTOMAaTa y MOUYETHOM TPEHYTKY,
canps:ku napan 6poj ourosa 1 (jep je oBaj 6poj jemmak 0), Tama crame Sp IPEACTABIbA TOYETHO CTAHE.
[Tomro je Sy KebeHO cTame KOje OAroBapa MNETEeKTOBAHO] KOPEKTHOCTU NPUMJBEHOD HU3a, OBO CTAE
nepunumemo kao npuxsarajyhe. Crame ayromara ce Mema akKO U CaMO akO Ha mera meiyje ynaas 1, ma
Cce 3aTO OH HaJla3W y CTamy Sy Tala U caMo Tala Kana je 6poj OurToBa 1 y HM3Y HemapaH.

Cuauka 6.2. Ayromar ca HemapHuM Opojem ouroBa 1.

Ilonamame oBor ayromMara je y HOTIOYHOCTH Ca AJCOPUTMOM, IPUKA3AHUM IICEYIOKOIOM H3a OBOT
nprMepa. Y Jaa3 y ajJrOpuTaM IPenCcTaBha OWHAPHU HUA3 T = XT3 ...T,, & W3JIa3 je BPEAHOCT JIOTHUUKE
NpOMeHJbUBE neparan. Rama HU3 x caxp:ku HemapaH Opoj OuroBa 1, BpeAHOCT OBe IPOMEHJBUBE je true,
a y cympoTHOM je jemHaka false. Tume ce miycTpyje YMH€HUIA & CBAKA KOHAUAH ayTOMAaT y CYIITUHU
mpenCcTaBba jelaH aJroOpuTaM KOjU HAaje OIrOoBOp ,ma’ mian ,He Ha NUTAme Oa JU HEeKU YJIa3HU HU3
nocenyje 3anaTe KapaKTEePUCTUKE. |

procedure Parnost(x, neparan)
neparan = false
fori:=1ton
if z; =1 then
neparan := not(neparan)
end if
end for

end procedure

6.2 KRomMmmniieMeHTUpame KOHAUHUX ayTOMAaTa

YecTo ce y 3amammMa TpasKd Ja Ce Haue ayToOMaT KOju HEe Mpemo3Haje Heke peun. TakaB ayTomar
MOYKEMO OJIPEeIUTH TAKO ITO hemo npBo Hahu ayTomar A Koju mpeno3Haje Te pedn, a OHIa heMo oapeauT
meMy cymporan ayromaT A. Kako mehemo mokasusatu ocobume ayromara A, onpebuBame koMmaeMenTa
ayroMara hiemMo y3eru na je mo AeprHUANUjU.

JNEPVTHUIINIA 6.2.1. Heka je 3amar ayromar A; = (S1,U, f1, P1,s7). Tana je xomnaemenmapru
aymomam A1 = (Sq2,Us, fo, P, s3) ayromar nedpunucan na ciaenehu mavyumu:

1) Ckyn crama je So = 57, Tj. oba ayromara UMajy UCTa CTAbA.
2) Ckyn ynasumx cumbousa je Up = Uy, Tj. 06a ayToMaTa MMajy UCTE CKYNOBE yJIA3HUX CAMOOJIA.
3) Pyurmmja mpenasa je fa = fi, Tj. uMajy u ucte QyHKIUje Ipesasa.

4) Crkyn npuxsarajyhux crama je P, =51\ Pi, 1j. y koMmmiaementy cy npuxsarajyha crama ona koja
HUCY OmJia y MOJIA3HOM ayTOMAaTy M OOPHYTO.

5) Ilouerno crame je s5 = s}, Tj. UMajy KCTa IOYETHA CTAbA.




6.2. KOMIINIEMEHTUPAILE KOHAYHUX AYTOMATA 137

Ako ce y 3amammMa Tpaskd Oa OAPEIUMO ayToMaT A, Koju Ipelno3Haje HeImpa3He pedm Koje He
npernosHaje ayromar Ap, oHOa CUTyalrja MOKe aa ce 3akoMIuuKyje. CYIITUHCKA Ty UMAMO 3 Pa3IdduTa
cilyyaja y 3aBUCHOCTHU OJ TOTa Ia JIK je IIOYEeTHO cTame s y ayromary A, npuxsarajyhe (s} € Pp) niam
menpuxsarajyhe (s¥ € P;), kao u na nu je moryhe ma ce Bpatu y TO HOYETHO CTAHE€ HEKOM IMETIHLOM WU
MIOBPATHOM TI'DAHOM:

o *

1 sy € Py
Osae hiemo ypaauru obudas KOMIUIEMEHT U OH jé M KOMILJIEMEHT KOjU Iperno3Haje HemnpasHue peun (jep y
KOMILIEMEHTY $; & Po).
2° s1 ¢ Py, He MOKe na ce BpaTu
Osne hemo ypaautu oOUYaH KOMIIJIEMEHT, aJi NeMO IOYETHOM CTakhy IIPOMEHUTH [a HUje npuxBaTajyhe.
3° s7 € P, Moke ma ce BpaTu

Ospme heMo ypamutu obuUYaH KOMIJIEMEHT, aJIUM 3aTUM [IOYETHO CTAH€ MOPAMO [a MHeJUMO Ha 2 CTama
— crame KOje oAroeapa Ipa3HO] peun S;. € P» koje Huje mpuxsarajyhe m crame koje omroeapa CBUM
OCTaJIMM pe4rMa Koje Cy y TOM cramy sj, € P koje je npuxsatajyhe.

ITopen oBa 3 cayuaja Ha UCONUTY/KOJOKBUjyMYy MO:ke nohum m oOuyaH KOMIIEMEHT (Za ce He Tpake
menpasue peun). CBe oBe cuayuajeBe NeMO WIyCTPOBATU KPO3 MPUMEDE.

IIPUMEP 6.2.1. Onpemutu ayToMaT KOju Ipemno3Haje CBe peur Koje He mpeno3Haje ayromar Ap ca
Ciuke 6.3.

Cimka 6.3. Ayromar A;. Ciuka 6.4. Ayromar A ;.

Pewewe.  Ope Tpeba ma ompemamMo KoMiieMeHT A1 3a ayToMar Aj, Tj. 1a caMO IPOMEHUMO CBa, CTAHA
(ma su cy npuxsarajyha umau ne) u nobujamo rpaskenu ayromar A; (ma Counm 6.4). |

IIPUMEP 6.2.2. OgpenuTtu ayTOMAaT KOjU IPEIO3HAje CBE HEIPAa3HE PeYlr KOje He MPEeMo3Haje ayToOMaT
A, ca Ciuxke 6.5.

a b ab
ZQZ
As: g g a A 8 0 8 S % HempasHe 8 8 %

Cuuka 6.5. Ayromar As. Cimxka 6.6. Ayromar A . Cumxa 6.7. Ayromar A, Hempasue.

Pewemwe. OBze Kaa ypamguMo KOMILIEMEHT A o (za Couuu 6.6) mouerHo crame je Henmpuxsarajyhie, ma
je To Ao 3a mHempasue peun (#a Coaumm 6.7). ]

IIPUMEP 6.2.3. OgpemuTu ayToMaT KOjUu IPEIO3Haje CBe HeIIpa3He Peunr Koje He MPerno3Haje ayToMaT
Az ca Ciuxke 6.8.

Zg:
As: 3: HempasHe
Ciura 6.8. Ayromar As. Cimxka 6.9. Ayromat A 3. Cimxka 6.10. Ayromar A; HempasHe.
Pewemne. OsBue kama ypanmmMo KOMIIJIEMEHT Aq (ma Comiu 6.9) mouerno crame je mpuxsatajyhe, na

caMO mera IpoMeHuMo u nobujamo Az 3a menpasse peun (Ha Cuunu 6.10). |
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IIPUMEP 6.2.4. OpgpemuTtu ayToMaT KOjU IPENO3HAje CBE HEIIPA3HEe PeYlr KOje He MPENo3Haje ayToMaT
A, ca Cnuke 6.11.

ab

242
Ay HempasHe
Cika 6.11. Ayromar Ay. Crauka 6.12. Ayromar A, HempasHe.
Pewemwe. OsBae cMo mouerHo crame 0 moxeauiau Ha 2 CTama: e Koje OAroBapa caMo Npa3Hoj peun (CTame

e je menpuxsarajyhe) u 0 koja oarosapa CBUM HempasHuM peurMa y cramy 0 (6osse Ou O6uino HasBaTu
HEKOM IPYTOM O3HAKOM, ajil MOke U OBako; crame (0 je mpuxsarajyhie). M3 e ca a ugemo y 0, a ca by
1, a cBu ocranu mpesasu Cy UCTU KAaO U y IOJA3HOM ayTOMaTy, CBa OCTajia CTama Cy Kao y OODWMYHOM
KOMILJIEMEHTY Ay4. Tako cmo mobuin ayTomaT Ay KOju mpeno3Haje HenpasHe peun (#a Caunum 6.12). W

6.3 Cnajame KOHAUHMX ayToMaTa

Cana hemo ce ocBpHyTmM Ha KOMOMHOBam-€ ayToMaTa, Tj. HUXOB Ipecek u yHHjy. Karo mehemo
[IOKA3MBATU OCODMHE THX ayToMara, ClIajama IBa ayToMara [1eMo y3eT! na Cy MO Ae(UHUI]jU.

JE®PVHUIINIA 6.3.1. Heka cy 3amatu ayromaru A1 = (S1,U, f1, P1,s) u As = (S2,U, fa, Ps, $3) KOju
uMajy uctu cKyn yaasuux cumbosa U. Heka je A = (S, U, f, P, s*) ayromar nepunucan Ha caeneliu nauun:

1) Ckyn crama je S =51 X Sy, 1j. S canp:xu cse ypebene napose (s1,82), rue s; € S1 u sg € Ss.
2) Ckyn ynasuux cumboisa aytomarta je jemHak U.

3) ®yurnuja npenasa f:S x U — S nedunume ce xkao

f((s1,52),u) = (fi(s1,u), f2(s2,u)) 3a cBako (s1,s2) € S u cBaxo u € U.
4) Crkyu npuxsarajyhux crama je P = {(51,52) | s1 € Prusy€ Pg}.
5) ITouerHo crame je s* = (s, s3).

Tana aytomar A npenosuaje jesux L(A;) N L(Asg). YraaseoM hiemo oBaj ayromMar o3HAYABATH Ca
A=A NAy

ITPUMEP 6.3.1. Ilocmarpajmo mBa ayromarta A; u As ca Cauke 6.13 koju cy meduHMCAHY HA UCTUM
CKymoM ynaszuux cumbGona {a,b}. A; ouursenHo mpemnosHaje cBe yna3He HuU30Be Han {a,b} KOju mouumy
ca a, mOk A, Tpemno3Haje CBe ynasHe HW30Be Han {a,b} Koju ce 3aBpmasajy ca b (o6a oBa ayTomara Cy
MUHAMAJIHA 38 je3WKe KOje MPermo3Hajy).

a b a “ (Y b ()
§ORRO R G un ©

Ciuka 6.13. Ayromatu A, u Ay koju ce cmajajy.
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[Ipumenom mnoctymka, mparor ledpuummmjom 6.3.1, ma ayromare A; m Ay mobumja ce ayromar
A = A1 AN Az va Cimuum 6.14. Cryn crama osor ayromara je {(B,1),(B,2),(C,1),(C,2),(D,1),(D,2)}.
ITomro je C jemmuo mpuxsarajyhie crame y Aj, a 2 jemuno npuxsarajylie crame y Ao, tanma je (C,2)
jemuHo npuxsarajyhe crame ayromara A. Hberoso mouerno crame je (B, 1), jep je B moueTHO crame y
Ap, a 1 nouerHo crame y As.

Ciuka 6.14. Ayromar A = A; A Ay, cioj Ay u As.

IlenoBameM yina3a a Ha crame By A; mpenasu ce y crame C, IOK ce IeIOBamEeM a Ha cTame 1y Ag
ocTaje y OBOM CTamy. 3aTO HesoBame yiasda a Ha crame (B,1) y ayromary A m3asuBa Ipesa3 y crame
(C,1). Ha cinuan HAYMH ce MOTY OBJACHUTHU M OCTAJIU NPeJasn y OBOM ayTOMATY.

[pema Hepuuunmju 6.3.1 ayromar A mpenosHaje mpecek jesuka ayromara A; n Ag, a TO je CKyn cBUX
OHUX yJAa3HUX HU30Ba Hax {a,b} Koju mouumy ca a u 3aBpmasajy ce ca b. Hamomenumo ma, naro cy A;
u A, MUHUMAJHU ayToMaTu, ayroMaT A Huje MuUHMMAJIaH 3a je3uk Koju mpemosHaje. Haume, y memy je
crame (B,2) HEMOCTIKUBO, NOK Ce JIaKo Moke mokazatu na cy (D,1) u (D,2) yjennaumsa crama (To je
TEPMUHOJIOTHja U3 HAPEMHOT MOriaBiba). 3ato ce A Moske cBecty Ha ayromar Ha Ciaumu 6.15. |

Ciauka 6.15. Munnmaaau ayroMmar A, A As.

JEPUHUIINIA 6.3.2. Heka cy 3agaru ayromaru Ay = (S1,U, f1, P1,s7) u Ay = (52, U, fa, P, $3) kOju
uMajy uctu ckyn ynasuux cumbosa U. Heka je A = (S, U, f, P, s*) ayromar nepunucan Ha ciaegeliu Haums:

1) Ckyn crama je S =51 x Sa, 1j. S canpxu cBe ypebene napose (s1,82), nae s1 € S; u $3 € Ss.
2) Ckyn ynasaux cuMmbousa ayroMara je jemsHak U.

3) ®yurnuja upenasa f:S x U — S nedunume ce xkao

f((sl,SQ),u) = (fl(Sl,u),fQ(SQ,u)) 3a cBakKo (s1,82) € S u cako u € U.
4) Cryn npuxsarajyhux crama je P = {(s1,52) | s1 € P, nim s3 € Py }.
5) Ilouerno crame je s* = (s7,s3).

Tana aytomar A npenosuaje jesux L(A;) U L(Asg). YrnaBaoMm heMmo oBaj ayToMar Oo3Ha4YaBaTHU Ca
A=AV A

Moskemo younTtm na ce ayromMar nobujen npumenHoMm [leduuuminumje 6.3.2 pasiauryje om ayroMmaTa
nobujeror npumenoM ledpurunuje 6.3.1 camo y cryny npuxsarajyhux crama (ycnos 4) y obe nedpununumje).

ITPUMEP 6.3.2. Ilpumenom lepuuunuje 6.3.2 na ayromare A; u Ay ca Cuure 6.13 moske ce moburu
ayromar A = A3 V Ay ca Cauke 6.16. On ce ox ayromara ca Cnuke 6.14 pasawkyje caMo HO CKYILY
npuxsartajyhux crama. Haume, y crknamy ca yciaosom 4), npuxsarajyha crama y A cy cBa OHa cTama
Koja canpske Oap jemso on mpuxsarajyhux crama C umu 2, a To cy (B,2), ((C,1), (C,2) u (D,2).
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Cuauka 6.16. Ayromar A = Ay V Ay, cmoj Ay m As.

[Mpema Hedpuanmuju 6.3.2 ayromar A npenosnaje yuujy jesumka ayromarta A; u As, a TO je CKyI CBUX
OHUX yJA3HUX HU30Ba Han {a,b} koju moummy ca a wmau ce 3aspmasajy ca b. Hwu oBaj ayromar Huje
MUHIMAJIaH 32 je3uK KOjU IpemosHaje, jep je y meMmy crame (B,2) menoctmxuso, 1ok cy (C,1) u (C,2)
yjennauuBa crama. AyroMar mobujeH penykoBameMm aytomara A mpukaszan je ma Caunu 6.17. |

Cuauka 6.17. Muanmaaau ayromar A V As.

pumepu 6.3.1 u 6.3.2 yra3yjy na moryhe npakruune npumene lepununuja 6.3.1 u 6.3.2. Aro Hekn
ayromar Tpeba na mpemno3Haje cBe yiia3He HU30Be cuMOO0JIa KOjU 3a,10B0OJbaBajy ocobuny obiuka ,ocobmHa
1 u/unu ocobuna 2 (1j. oBa 0COOUHA MPEACTABIA KOH]YHKIWU]Y WIX QUCjyHKINA]y HEKUX j€AHOCTABHUJUX
ocobuna). OBakas ayromar A mobujaMoO TaKO IITO NPBO OAPeIMMO ayToMaT A; KOju Hpero3Haje HU30Be
ca ocobuuoM 1, a 3aTtum ayToMaT A, KOju Ipemo3Haje HU30Be Ca OCODMHOM 2, 1a 3aTuM oArosapajyhum
KOMOUHOBam-eM oBa nBa ayToMmara npema lepumumnujama 6.3.1 u 6.3.2 ogpenumo wmuxoB cmoj. Ha Taj
HAYMH C€ KOHCTPYKNMja CIOXKEHUUX ayToMaTa CBOIOU Ha HaJaKeHme BUIIE jeNHOCTABHUJUX ayToMaTa,
KOje 3aTuM cmajaMo (To je uecTa CUTyalyja y 3aJalyMa 38 NUCMEHU ucmuT). llpy ToMe mpuMemnyjemo
oarosapajyhe mocTymnke MuHUMU3aNUje 13 O y CHOKEHUjEM ayToMaTy, KOjU je CIIoj 2 ayTomara, n3berian
cyBumHa crama. llocTynnmuma MuHMMM3anuje ce 6aBUMO y HapeIHOM IOTJIABIBY.

6.4 MwuHnMu3anmuja KOHAYHUX ayToMaTa

a a a

Cuuka 6.18. ExkBuBajsienTHuU ayTomatu A, m As.

Jeman ucTtu je3ur Moyke OWUTU TPEMO3HAT O CTPaHe BUINE Pa3JIWUnUTUX ayTomara. Ha mpumep, aBa
ayromata Ha Cuurmu 6.18 npenosnajy uctu jesux L(A) = a™, n € Ny, Tj. 06a oBa ayToMarTa OpENO3HA]Y
caMoO TPa3Hy pPedY € M CBe PeUM KOje ce cacToje caMo of ciuoBa a. J[lla b6ucmo Gosbe ommcam OBAKBe
ayToMaTre yBOAUMO HAPEAHY Ae(QUHUIN]Y.

JTEPMHUIINIA 6.4.1. Ayromaru A; u Ay cy exeusasenmtu aKO UMajy UCTUA CKYIl yJIa3HUX CUMOO0JIa
u L(A;) = L(A).

Beh cmo Bumenu ma je mpobieM HaJaKema T3B. MUHUMGAHO2 Ay TOMAaTa KOjU MPEMO3Haje 3a0aTU je3uK
u3y3eTHO 3HaudajaH. [log MUHMMM3aANUjOM MOApPA3yMEBAMO TPaKEHE ayTOMaTa KOjU MMa HajMamu OpPOj
CcTama OJl CBUX ayTOMAaTa KOjU MPENO3HAa]y TPasKeHU je3uK. lIpuamkoM MUHMMU3anuje, OOUYHO ce MOJIa3u
Ol jeJHOT MO3HATOr ayTOMAaTa, KOjU C€ IOjeTHOCTABJbY]€ HAJNAKEHEM HEKUX HEerOBUX ,,CYBUIIHUX CTAA
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(ako mOCTOj€) M HUXOBUM EJIUMUHUACAHEM WU ,cakuMameM”. Tako ce Moke NOOUTH EKBUBAJIEHTHU
ayToMaT ca MamuM OpojeM cTama.

JNJEPVTHUIINJIA 6.4.2. Herko crame ayroMara ce HA3UBA HEQOCTNUNCUSUM AKO Y HETOBOM IUjarpamy
mpesia3a He MOCTOjU OPUjEHTUCAHM IIyT OJ MOUYETHOT YBOPA M0 UYBOPA KOJU OATOBapa OBOM CTAWY.

IlBa crama ayToMaTa HA3UBaMO YjedHauusum (MU eKeusasenmuuM) aKko 38 CBAKY YJIA3HU HU3 Basku na he,
nosa3zehu o jedHOT WM APYTrOr CTama Kao O MOYETHOT, OBaj HU3 miau y oba ciydaja Outw nmpuxBahen
unu y oba ciaydaja mempuxsahen.

TEOPEMA 6.4.1. Ayrtomar A Ge3 HeJOCTW/KUBUX CTamha je MUHUMAJIAH (MMa HAJMAKhE CTAKa) 38 Je3UK
KOjU MPENO3Haje aKO M CaMO aKO IEeroB CKYI CTama S He CAAPKM HU jenaH map mehycoOHO paszamymTux
yjeIHaunBUX CTamA. ]

dopmasao ce HeheMmo GaBUTUM MUHMMM3ANUjOM. 3aMHTEPECOBAHOT YMTAOIA [TO3WBAMO Ia BUIIE HAYYU
y yubenury [13]. Cana hemo camo maBecTu camo ocHOBHa TBpDema Be3aHa 3a MUHUMU3AILU]Y U DeJanuje.

TEOPEMA 6.4.2. Penamuja yjenmaumBocTy = Ha CKymy crama S ayroMmara A mpencrasiba jemHy
penanujy exsusasenyuje. OBa penamuja pasouja ckyn S ma K rinaca eksuBasienmuje Cp,Co,...,Ck,
K > 1, npu uemy je cBako crame u3 6mio koje kiaace C; yjeqHAUMBO Ca CBUM CTalmUMa U3 T€ KJIacCe U HU
ca jeIHUM CTameM Koje IpHulana Hekoj npyroj kinacu Cj, j # i.

Bpoj crama y MUHMMAJHOM ayTOMATY KOjU IPENO3HAaje MCTU je3uK Kao u ayTtomar A, jemHak je 6pojy

KJaca exkBuBaJieHnuje K Ha Koje penanuja = pas3buja CKym crama S OBOr ayToOMaTa. ]
TEOPEMA  6.4.3. Heka cy 3a ayromar A mosHare KJace  eKBUBAJIEHIU]je
C1,Cs, ..., Ck Ha Koje penamuja = pa3buja CKyn crama S oBOr ayroMara. Tana ce MUHUMAJIHUA ayTOMaT

Amin = (Smin, Umin, fmin, Pmin, S5, ), KOJU IPeNO3HAje MCTU je3UK KAo U ayToMaT A, MOke KOHCTPYHCATH
Ha caexehu HauuH:

1) Csaka kuaca exBusasiennuje C;, i € {1,2,...,K}, npeacrasia jemnHo crame ayroMara Apin, Tj.
Smin =1{C1,Ca,...,Ck}.

2) Ckyn ynasuux cumbosa Uni, jemHak je ckymy yaasuux cumbGona U ayromara A, 1j. Upim = U.

3) ®ymrnuja npenas’a fuin : Smin X U — Smin ce mneduuume Ha caenehin Hauwmu: mesoBameM yiaasa
u € U ma rnacy C; npenasu ce y knacy Cj, Tj. fmin(Ci,u) = Cj, ako 1 caMO akO IOCTOjU CTame
s € C; 3a roje Baxku na je f(s,u) € Cj.

4) TloueTHO cTame s, je Kiaca eKBUBaJeHnuje [s*] moueTHOr crama s* ayromara A, Tj. s&. = [s*].

5) Ckyn cBux mpuxsarajyhux crama Ppi, Caap:ku CBe Kiace eKBUBaJeHnuje [p] mpuxsarajyhux crama
p ayromarta A, 1j. Puin = {[p] | p € P}.

OBakoO KOHCTpyHUCAHM ayToMaT Api, IpencTaBsba jeduncmeeHy MUHAMAJIHUA ayTOMAT 34 je3UK KOju
ImpernosHaje. ]

Pa3zBujeno je muoro aaropurama Koju ce MehyCcOOHO pa3iuKyjy Vv HAUWHY KaKO CE€ TE€HEPUIIE PEJalu]a
E€KBUBAJICHIj€ = U HeHe kiaace ekBuBajennuje. OBaj HaumH ce obuvHO Gasmpa Ha jemHoMm on cieneha
IBa, y3ajaMHO €KBUBAJIEHTHA, CBOjCTBA TE peJlallvje.

TEOPEMA 6.4.4. Ako cy crama $1 U S yjemnauuBa, tana cy u f(s1,u) u f(sq,u) yjemnauusa crama
3a CBAKM yJIa3HU CUMOOJ U. O]

TEOPEMA 6.4.5. Ako crama f(s1,u) u f(s2,u) HUCY yjeoHAUMBA 32 HEKU yJIA3HU CUMOOJ U, TALa HU
$1 M $9 HUCY yjeTHAYMBA CTamA. O
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6.5 Be3a KomHauHMX ayToMaTa M peryJjilapHUX IpaMaThKa

[Ipuua o xomauynmMm ayromMarmMa Owiaa OW HENOTIyHA, AaKO HEe OM yCIOCTABUIM HUXOBY BeE3y Ca
peryJjJaTHAM I'paMaTUKaMa.

JEPUHUIINIA 6.5.1. I'pamamuka G upencrasiba ypebeny uersopry (N,T,II,0*), rue je
e N KOHAUHM CKYT He3a8puhut cumbona (MM HEMEPMUNAAQ);
e T KOHAUHW CKyN 3a8pwHUT cumbora (Mmum mepmunana), mpu demy Basgku T NN = (;

e II ckyn npasuaa uszeohemwa duju cy csu eaementr obaumka (wi,ws), rae wi,ws € (NUT)*, a w; Mmopa
Ia camp:ky Oap jemaH He3aBPIIHU CUMOOJT;

e 0 nowemnu cumboa, rue o* € N

TEOPEMA 6.5.1. Heka je A = (S U, f,P,s*) womauan ayromar u G = (N,T,II,0%)

peryiapHa rpaMaTuira AeUHUCAHA Ha clenenu HAYWH:
1) Crkyn mesappmuux cumborna N jemHak je CKyIly CBUX cTama S ayromara A.
2) Ckyn 3apumux cumbousa T jemsak je ckymy yuasuux cumbona U ayromara A.

3) Ckyn nmpasuia ussobema Il ce dpopmupa Ha OCHOBY (yHEKNUMje mpenasza f U CKyla npuxsaTajynux
crama P ayromara A Ha ciremehwu mauwmn:

e 3a cBako s € S u cBako u € U ako je f(s,u) =t, Tana npasmio s — ut npunana ckymy II;

e 3a cBako mpuxBarajyhe crame s € P umamMo nmpaBuiio § — € y CKymy npasuia uzBobhema II.

4) TMouernu cuMmBoa 0* jemHAK je MOYETHOM cTamy §* ayromara A.

Tana peryaapua rpamaruia G remepuiie je3uk koju ayromar A npenosuaje, tj. L(G) = L(A). O

6.6 IIpumepm pama ca ayroMaruMa

Osne hemo nmperxomHy mMaTepujy, Koja Ouiia HO0CTa TEOPETCKA, WIIYCTPOBATU HA MHOIITBY UCIUTHUX U
KOJIOKBUjYMCKUX 3aJaTaka Koje NeMo BeoMa WCIPIHO U AeTAJLHO PEIIaBaTHU.

IIPUUMEP 6.6.1.  [Tucmeru ucnum, jyn 2008.
Hahwu konauan ayToMaT KOju Ipeno3naje HempasHe peun Ha L a3bykoM {a, b} Koje mounmy ca aab n canpke
abb.

a) Ha nu je mobujenu ayroMaT onTuMmayan? AKO HUje ONTUMU30BATH Ta.

6) Onpemuru peryaapuy rpamarury (N,T,II,0*) koja oarosapa ONTUMAJHOM AyTOMATY.

Pewewe.  Onpemuhiemo npBo KoHauaH ayToMmarT A KOju NMpeno3Haje pedd Koje mouumy ca aab (momTo
nmounny ca aab OHe Cy W ayTOMATCKU HempasHe!), 3aTum ayromMar As KOjU MPENO3HAje PEUYU KOoje Caupike
abb, n konauno hemo ux cnojutu y jeman ayromar A; A As.
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Al/\AQZ

a) Henocrmxusa crama (0, 1), (0,2), (0,3), (1,0), (1,2), (1,3), (2,0), (2,2), (2,3) u (3,0) aucy Hu nprkasana
Ha caunu ayromara A A As.

Ayromat A; A Ay Huje onTumanan jep ce crama (4,0), (4,1), (4,2) u (4,3) mory cnojurn y jemuo crame
Koje je mHenmomyctuso. Takobe yBemumo u jenmocraBHUje o3Hake 3a ocrana crama: A = (0,0), B = (1,1),
C=(21),D=(31), E=(3,2), F =(3,3). Tako nobujen ayromar Az je onTuMaas.

6) Oxpemumvo perynapuy rpavmatury G = (N, T,11,0*) Koja oarosapa koHauHOM ayToMaTy As. Nmamo
N = {A,B,C,aE,F,Q}, T ={a,b}, 1 = {A—>aB7A —bQ,B — aC, B — bQ,C — aQ,C — bE, D — aD,
D—bE,F—aD,E—bFF —aF F —-bFF —¢c,Q — aQ,Q — bQ} uoc*=A. [ ]

IIPMEP 6.6.2. Tucmernu ucnum, mapm 2009.
Hahu rkomauan ayromar KOju Openo3Haje HempasHe peun Hand a3bykom {a,b} koje mouummy ca bab u me
canpske abba.

a) Ila qu je nobujenu ayToMaT onTuMaian? AKO HUje ONTUMU3OBATU Ta.

6) Ompemutu perynapuy rpamarury (N,T,II,0*) Koja oarosapa ONTHMAJIHOM ayTOMATY.

Peweme. Ayromar A hemo cacraBmbaTu IUPEKTHO: HAKOH TMOYETKA, KOju Mopa Outu bab Bomuhemo
pauyHa na ce He jaBu pedu abba.

a) Ilobujenu ayrtomar A je onTumasa.

6) Perynapua rpamaruka G = (N,T,Il,0*) roja omrosapa ayromary A je N = {A,B,C,D,E,F,Q},
T = {a,b}, II = {A — a@,A — bB,B — aC,B — bQ,C — aQ,C — bD,D — aE,D — bF,D — ¢,

E—>aE,E—>bD7E—>5,F—>aQ,F—>bG,F—>5,G—>aE7G—>bG,G—>5,Q—>aQ,Q—>bQ} uoc*=A.
|
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IIPUMEP 6.6.3.  Iucmenu ucnum, $edpyap 2010.
Hahu komauan ayTtoMaT KOju Npemo3Haje HempasHe peunm Han a3bykom {a,b} koje HAKOH mpyror
nojaB/pUBaBma CIOBA a caapske bap jom 3 (6mio koja) ciaoBa.

a) Ila au je nobujenu ayToMaT onTuMaian? AKO HUje ONTUMU3OBATU Ta.

6) Ozmpemutu perynapuy rpamarury (N,T,II,0*) Koja oarosapa ONTHMAJIHOM ayTOMATY.

Pewewe.  Ommax hemo onpebusartu konauan ayromar A Koju npenosuaje peun (HempasHe Cy jep canpike
Gap 5 cioBa: 2 a u jomr 3 HEKA CJIOBA) KOje HAKOH APYTOTl IOjaBJbUBama CJIOBa a canp:xke 6ap jom 3 (6umio
Koja) caosa. Kama ayromar mobe mo crama 2 OHZa OH NpENO3HAje 14 je HOUIO APYTO CIOBO G U HAKOH
Tora Tpeba ma cazxp:xkm 6ap jom tpwm ciosa (y cramy 3 uMa Gap jemHo, y 4 6ap asa m y 5 6ap Tpm).

b b ab
IR AONA b~ a0 an i
OagaOsaBrsO2a02260)

a) Ayromat A je ontumanan (CBa CTama NPEACTaBbAjy Opojade — MpBa TPU Cy KOJIUKO UMa CIOBA G HA
OYETKY, a APYyTra TPU KOJUKO UMa CJIOBA HAKOH IPYTOr a).

6) Perynapua rpamaruka G = (N,T,II,0*) koja onrosapa ayromary A je N = {0, 1,273,475}7 T ={a,b},

m= {O—>a1,0—>b0,1—>a271—>b1,2—>a3,2—>b3,3—>a4,3—>b474—>a5,4—>b5,5—>a5,5—>b5,5—>5} u
o* =0. [ |

ITPUMEP 6.6.4. Hahwu ronauan ayToMaT KOju Ipeno3Haje oHe peun HaL a3bykoMm {a,b} Koje canpike
HajMame Tpu cioBa a u udMehy cBaka mBa cuoBa b (ako mocrToje) ce HaNA3U HAjMaHmE jeTHO CIOBO a.

a) Ila au je nobujenu ayToMaT onTuMaian? AKO HUje ONTUMU3OBATU Ta.

6) Ompemutu perynapry rpamarury (N, T,II,0*) Koja oarosapa ONTHMAJIHOM ayTOMATY.
Pewewe.  IlpBo hemo roucrpyucaru cienehie ayromare:

Aj: npenosnaje peun Koje umajy >3 CioBa a;

Ay mpenosHaje peun Koje He canpike bb
(To je KOMIJIEMEHT OJ ayToMaTa KOjU IPENo3Haje peduu Koje canpske bb).

Ay ©u @)

Ayromare Ay m Ay cmo cmojumu y As A Ay Kan onTummsyjemo oBaj ayToMar mo6GHMjaMO TPasKeHM
ayromar As.
3a momahu 3anarak, onpennrte camu peryaaphy rpamaruky G = (N,T,II,0%) roja omroBapa KOHAYHOM
ayromary As. |
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IIPUMEP 6.6.5.  IIlucmeru ucnum, jyn 2009.

Hahu komauan ayroMar KOju Opemo3Haje HempasHe peun Hanx a3bykom {a,b} koje moummy ca bba u me
caapske mapas 6poj cioBa a.

a) Ila au je nobujenu ayToMaT onTuMaian? AKO HUje ONTUMU3OBATU Ta.

6) Ozmpemutu perynapuy rpamarury (N,T,II,0*) Koja oarosapa ONTHMAJIHOM ayTOMATY.

Pewemwe. Onpennhemo npBo rKonauyan ayromar A; KOju IpemosHaje pedu koje mouumy ca bba (momro
mouns,y ca bba ome cy u Hempa3sue!), 3aTum ayromar As KOju Ipeno3Haje peur Koje He canpske Hapad

6poj cuosa a (Tj. KOje campske HemapaH GpOj CJIOBa a), M KOHAYHO NeMO MX CIOJUTH y jemaH ayTOMAT
Al N As.

a) Ayromar A; A As muje ontumanad jep ce crama (4,0) u (4,1) Mory cuojutu y jemuo crame () Koje
je mempuxsarajyhe. Tarobe yBemmmo m jemmocrasmuje o3mHake 3a ocrana crama: A = (0,0), B = (1,0),
C=(2,0), D=(3,0), E=(3,1). Tako mobujen ayromar Az je onTuMaJaH.

6) Onpennmo perynapuy rpamatury G = (N, T, 11, 0*) koja oarosapa ronaunom ayromary Az. Vimamo na
je N = {A,B,C,QE,Q}, T ={a,b}, 1 = {AH aQ, A — bB,B — aQ,B — bC,C — aBE,C — bQ,D — aE,

D—>bD,E—>aD7E—>bE,E—>5,Q—>aQ,Q—>bQ}Hg*:A, -

IIPMEP 6.6.6. Hucmenu uenum, cenmembap 2008.
Hahu romauan ayroMar Koju mpemosHaje peun Han a3bykoMm {a,b} koje ce 3aBpmasajy ca bab u usmeby
CBakKa IBa CJIOBa a (aKO IIOCTOje) Ce He HAJAa3W TAYHO JeJHO CJIOBO b.

a) Ila qu je nobujenu ayToMaT onTuMaian? AKO HUje ONTUMU3OBATU Ta.

6) Ompemutu perynapuy rpamarury (N, T,II,0*) Koja oarosapa ONTHMAJIHOM ayTOMATY.

Pewemwe. Onpenuhemo npBo koHauaun ayromar A; Koju mpemosHaje peuu Koje ce 3aBpriaBajy Ha bab,
zatuM aytomar As Koju mpemosHaje peunm koje m3MeDy Heka 2 cioBa a mmajy Tadmo 1 ciuaoso b, omma
ayromar Ao KOju mpemnos3Haje peum y KojuMa ce uaMebhy cBaka 2 CJI0Ba ¢ He HaJa3u TadyHo 1 cyoBo b.

Octaje jom ma ayromare A; u Ay cmojumo y jemanm aytomar A; A As.



146 6. KOHAYHUN AYTOMATU 1 PEI'YJIAPHE 'PAMATUKE

a) Ayromar A; A Ay muje ontumarnan jep ce crama (0,3), (1,3), (2,3) u (3,3) Mory cnojuru y jemso crame
@ xoje je menonyctuso. Taxobhe yBenumo u jennocrasuuje o3uHake 3a ocrana crama: A = (0,0), B = (0,1),
C=(1,0), D=(1,2), E=(2,1), FF = (3,2). Tako nobujer ayromar Az je ontuMaas.

6) Oxpenumo perynapry rpamatury G = (N, T,II,0*) koja oarosapa komaunoMm ayromary As. Vmamo na
je

N = {A,B,C,D,E,F,Q}, T ={a,b}, I = {A —aB,A —bC,B — aB,B — bD,C — aE,C — bC, D — aQ,
D —bC,E — aB,E —bF,F — aQ,F —bC,F — =,Q — aQ,Q — bQ} uo*t=A. n

Hamomena. Yecra rpemka je Guia na ce HOTPEIIHO OApemy ayToMaT Aqp:

Pazmnor 36or dera je Ha KOJOKBUjyMy TpPBU O€0 3amaTKa OMO Aa ce MPOBEPU y KOM je CTamy ayToMaT
3a HEKe peun je na Oucrte Bu TO mcTo pamuiau u Ha wmcuury! Ila ako ayromar He mpemosHaje HeKe peun
KOje Ou Tpebajyo mim mpemno3Haje HeKe peud Koje He Ou Tpebasio OHAa MMATe T'PEIIKY, & U BUAUTE Y KOM
npesazy U3 CTama y CTame je Ta rpermkal

Hup. ayromar A; mpenosnaje peu babab, anmu y oBOM morpemsoMm A; OBa ped je y HEe3aBPIIHOM CTAHY

b a b a b |
1 (une 0 > 1—2—3—0—1) ymecro y 3appmuom! Kana 1o ycTaHOBUMO BUIUMO Ia Kama CMO y CTALY
3 (3aBpmHOM) 1 ako Ham mobhe cioBo a mu Beli mmamo HE3 ba ma ca jom jeqHUM CIOBOM b MMaMO OmeT Ia
ce 3aBpmasa Ha bab. 3Haum, ymecro 3 — 0 Tpeba 3 5 2.

Uecra rpemka je Ouia ma ce MOrpemHo Tpasku ga y ayromary As mameby cBaka 2 cioBa b uma TayHO
1 cioBo a (pasuor je mro kana HerupamMo KBaHtudukarop V mobujamo 3, m obparHo)!

IIPUMEP 6.6.7. IHucmenu ucnum, janyap 2009.

Hahw xomauam ayTomar KOju mpemo3Haje HempasHe peum Han a3bykom {a,b} koje mmajy raumo 3k + 1
caosa a (k € Ny) u He mounmy ca baa.

a) Ila snu je nobujenu ayromMar ontuMaian? AKO HUje ONTUMU30BATU ra.

6) Onpemuru perynapuy rpamarury (N,T,II,0*) koja oarosapa ONTUMAJHOM AyTOMATY.

Peweme. Huperrao hiemo cacraBmaTu Tpaskenu aytomar A: oH Mopa ma uma crama P, B, A, K koja
Ciy:Ke MPOBEepHU na Ju je modeo ca baa m mopen mux tpeba na uma crama O, J, D koja ciyske ka0 6pojaun
o MoZIyJy 3 Opoja mojaB/bUBaBka CJIOBA a.

a) Iobujenu ayromar A je ontumasan (CBa cTama IPeACTaBbajy Opojade).
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6) Peryaapua rpamaruka G = (N,T,II,0*) koja omrosapa ayromary A je N = {P,B,A,K,O,J,D},
T = {a,b}, I = {P — aJ,P — bB,B — aA,B — bO,A — aK,A — bJ,A—¢, K — aK,K — bK,
O—>aJ,O—>bO,J—>aD,J—>bJ,JH5,D—>aO,D—>bD}Ho*:P. [ ]

IIPUMEP 6.6.8.  ITucmenu ucnum, oxmobap 11 2009.
Hahw komauan ayTomMaT KOju Mpemno3Haje HempasHe peun HaX a3bykoMm {a,b} Kojuma je 6poj mojaBLUBAKA
cuMmbosa b memuB ca 4 miau Koje ce He 3aBpiiaBajy Ha baa.

a) Ila snu je nobujenu ayroMaT ontuMaian? AKO HUje ONTUMU30BATU Ta.

6) Onpemuru perynapuy rpamarury (N,T,II,0*) koja oarosapa ONTUMAJIHOM AyTOMATY.

Pewemne. IIpso hemo roucrpyucatu caenehie ayromare (Bommhemo padyHa O HempasHUM pedmMa y
ayromarty A; m npunukoMm cnajama A; V Ag):

Aj: mpenosHaje Hempa3sHe peun KojuMa je 6poj mojaBiuBama cuMbosa b memus ca 4;
Ay mpemnosHaje peun Koje ce 3aBpuiaBajy Ha baa;
As: mpemnosHaje peuyd Koje ce He 3aBpiuaBajy Ha baa.

CBu OBz ayTOMaTWU Cy IpUKa3aHU Ha cienehoj ciaumm

Ali

ITpuxsarajyha crama y cnojy ca miam cy cBa crama obnuka (i, j) KOX KOJUX je WM CTame | IPUXBATA-
jyhe y npsom ayromary miau crame j npuxparajyhe y apyrom ayrtomary. Camna hemo ayromare A; u
Ay cnojutn y jemam aytomar A; V Ay (Bomure pauyna ma 6u y Ay V Ay Tpebaso u crame (0,0) ma Gyme
npuxsarajyhe, anu fiemo crasutu ma je ono menpuxsatajyhe, jep oHO oaroBapa IPa3HO] PeYH €).

Ay /\ZQ:

a) Ayromar A; A Ay je onTuMasan.
6) Oapenumo peryiapny rpamatusy G = (N, T, 11, 0*) koja onrosapa komaunom aytomary A3 AA,. Mimamo
na je
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N = {00,11,12,13, 10,21,22,23,20,31,32,33,30,41,42,43,40}, T = {a,b}, I = {00 — a40,00 — b11,11 — al2,
11 — b21,11 — £,12 — al3,12 — 421,12 — 2,13 — al0,13 — 521,10 — al0,10 — 521,10 — £,21 — a22,
21 — 031,21 — ,22 — a23,22 — b31,22 — £,23 — 20,23 — b31,20 — 20,20 — 531,20 — £,31 — a32,
31 — b41,31 — 2,32 — a33,32 — b41,32 — £,33 — 30,33 — 031,30 — a30,30 — 641,30 — £,41 — ad2,
41 — b11,41 — £,42 — a43,42 — b11,42 — £,43 — a40,43 — 011,43 — £,40 — a40,40 — b11,40 HE} u
o* = 00. |

Y mapemHa ABa 3amaTKA UMaMO Oa Cy pasHe Mpolelype Be3aHe 3a KOHAUHE ayToMaTre pa3bujeHe Ha
MYHO CUTHUX KOPAaKa U TAKBE 3aaTKe YTJIABHOM NajeMO Ha KOJIOKBUjYMY.

IIPUMEP 6.6.9. EKoaoxsujym 2008.

Ha cunemehum cioukama cy npezacraBibeHa 2 KoHauHa ayTtomara Ay u As.
ab

b b
A AN
Azﬁ

All

a) Vcnuraty kKoje oI HApDEOHUX DeYn
e, a, b, abba, baba, aaab, abb, baaab, aabaabb, bbabbb

npeno3naje ayromar A, a Koje ayromar As.

6) Ucnuraru koje cBe peun npenosuaje ayromar Aj, a xoje ayromar As.

B) Oapenurn perynapuy rpamatury Gp = (N1, 71,111, 07) Koja ogrosapa konaunoMm ayromary Ajp, kao n
peryaapuy rpamatury Gs = (Na, T, I, 03) KOja oaroBapa KoHAUHOM ayToMary As.

r) OgpenuTu ayToMaT KOju Ipeno3Haje CBe HeNpasHe peur Koje He mpeno3naje ayromar Aj.

) OmpemuTu ayToMaT KOjU IPENO3HAje CBEé PEUM Koje MpemosHajy u aytomar A; m ayromar As. la an
je TakaB ayToOMaT OINTUMAJIaH?

Pewemne. a) Ayromar A; npenosuaje peun aaab u baaab, a ayromar As npenosmaje peuu a, abb u u
babbb.
3a cBe peunu HajeMo y KOM Cy cramy ayromaru A, u As Kama UX OIpoduTajy:

peun| € a b |abba|baba|aaab| abb |baaab|aabaabb|bbabbb
Ay 0 1 0 1 1 2 0 2 0 0
A, 0 1 0 2 2 2 1 2 2 1

6) Ayromar A; mpemnosHaje pedu Koje ce 3aBpmiaBajy Ha ab.
OBe peun MOKEMO OIMCATU U KAaOo: ...ab.

Ayrtomar A mpenosHaje peun Koje mMajy TadyHO 1 CIOBO a.
OBe peun MOKEMO OIMCATHU U KAaO: beabt, k¢ € Ny.
B) Perynapna rpamarura Gy = (N1, 71,111, 07) nara je ca: Ny = {0,1,2}, Ty = {a,b},
I, = {O—>a1,0—>b0,1—>a1,1 —>62,2—>a1,2—>b0,2—>€} u o; =0.

Perynapna rpamarura G = (N, Tz, 15, 03) mnara je ca: Ny = {0, 1,2}, Ty = {a, b},
I, ={0—al,0 50,1 —a2,1 —bl,1—¢,2—a2,2— b2} uoj=0.

r),n)
Al A AQZ

Zli

Hempa3He

OBme cMO OUYETHO CTame MONeIMJIN Ha 2 CTama: e Koje oaroBapa mpasHoj peuu € u (0 Koje oarosapa
CBUM HENPA3HUM peumma y cramy 0 y ayTomarty As.
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Ayromar Ay A Ay Huje ontumasian jep ce mempuxBarajyha crama (0,1), (0,2), (1,2), u (2,2) mory
CIOjuUTH y jenHo HempuxBaTajyhe crame (). ]

IIPUMEP 6.6.10.  Koaoxsujym 2009.
Ha cunemehum cimkama cy mpeacrabibeHa 2 KoHauHa ayTtomara Ay u As.

b b b
£ V.06

a

a) Mcnuratu Koje o1 HAPEMHUX peun
e, a, b, abba, baba, aaab, abb, baaab, aabaabb, bbabbb

nperno3naje ayromar A, a Koje ayromar As.
6) Ucnuraru koje cBe peun npenosuaje ayromart Aj, a xoje ayromar As.

B) Ompenuru perymapuy rpamatury Gy = (N1, 71,101, 07) koja oarosapa konaunoMm ayromaty A, kao u
peryaapuy rpamatury Go = (Na, T, I, 03) KOja oaroBapa koHauHoMm ayroMary As.

r) OzpenuTu ayTOMAT KOjU IPEMO3HAjE CBE HEMPAa3He Peuu KOoje He Mperno3Haje ayromar As.

) OmpemuTu ayToMaT KOjU IpPENO3HAje CBEé PEUM Koje mpemosHajy u aytomar A; m ayromar As. la anm
je TakaB ayToMaT ONTUMAJIaH?

Peweme. a) Ayromar A; npenosuaje peun abba, baba u aabaabb, a ayromar A, mpenosmnaje peun a, b,
baba, aaab, baaab, aabaabb u bbabbb.

3a cBe peun majeMo y KOM cy cramy ayromMatu A; m As Kama ux mpouuTajy:

peun| ¢ a b |abba|baba |aaab| abb |baaab|aabaabb|bbabbb
Ay 0 1 0 2 2 1 1 1 2 1
Ay 0 1 4 2 4 4 2 4 4 4

6) Ayromar A; mpenosnaje peuu Koje umajy napad 6poj, 2k, ciaosa a, rae je k> 1.
Aytomar A, mpenosHaje HempasHe peud KOje He Mouuiby ca ab.
OBe peun MOKEMO OINUCATU U KAO: b... nnm aa...
B) Perynapna rpamaruka Gy = (Ny,T1,11y,07) je: Ny = {0,1,2}, T1 = {a,b}, II; = {0 — al,0 — b0,
1 —a2,1—-0b1,2—>al,2—b2,2—¢c}uo}=0.
Perynapua rpamatura Go = (No,Ts,Il,05) nara je ca: Ny = {0,1,2,4}, T = {a,b}, Il = {0 — al,
0—>b4,1—>a4,1—>b2,1HE,2—>a2,2—>b2,4—>a4,4—>b4,4%€} u o5 =0.
r),m) AyTomaT Koju mpemosHaje CBe HENMpa3He Deun Koje He ImpemnosHaje aytomaT As mobujamo on ay-

Tomara Ao Tako mTo moyerHo crame ) cTaBUMO Ha je HempuxBarajyhe jep OHO OAroBapa CaMmoO IPa3HO]
peun €.

Ay A A Ag:

Hepa3He

Ayrtomar A; A A; Huje onTuMasnaH jep ce Hempuxsartajyha crama (1,2) u (2,2) Mory cnojutu y jemHo
HenpuxBarajyhe crame (). n
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6.7 Pe3sume

Y 0BOj rzaBm CMO IPBO YBEJIN OCHOBHE IIOjMOBE Be3aHe 3a KOHAUHE ayToMaTe. Y APYTOM IOIJIaBJbY CMO
IeTaJbHO Pa3MOTPUIM CBe ClydajeBe KOju MOTY Oa Ce II0jaBe NMPUINKOM KOMIIEMEHTHpAama ayToMaTa
A. Y rpeliemM mormaBmy cMO IeTassHO pa3MoTpuian oba ciydaja 3a cruajama ayroMara m A; A Ag u
A1 V Ay, Y UeTBPTOM MOrJIaB/by WHTYWTWBHO YBOAVMMO IIOjaM MUHUMM3ALMje ayTOMaTa U AajeMO HeKe
Be3e ca pejalyjaMa eKBUBaJIEHIMje. Y IETOM IOIJIaBJbY CMO YBEJIU IOjaM PEryJIapHUX I'DaMaTHKa U KaKO
ce OHe IOBe3Yyjy ca KOHaAUHMM ayToMmaruMma. [IlecTo morsiasibe caAp:Kyi MHOMTBO MCIUTHUX 33JaTaKa KOJU
Cy IeTaJbHO PENIeHN U WIYyCTPYjy I'PAAUBO M3 CBUX NPETXOIHUX MOIJIABJbA.

6.8 IlIurama 3a mpoBepy 3HaAWHAa

94. Natu mnepununnjy xonaunor ayromara A = (S,U, f, P,s*). Koauko nma ckynosa meby S, U, f, P, s*?

95. Kana rommiemenTupamo ayromar A ca n crama KOJIUKO cTama uma HOoBu ayroMar A7 Illra my je
MIOYETHO CTarme?

96. Kana cmojumo ayromar A; ca n crama u ayromar Ay ca m cTama KOJUKO CTala MMa HOBU ayTOMaT
A; AN As? ITa My je moyerHO crame?

97. Kana cnojumo ayromar A; ca n crama u ayromar Ag ca m crama KOJIUKO CTamha KMa HOBU ayTOMAT
AV As? ITa My je moyeTHO crame?

98. Koja je pasnura uzmeby ayromara A; A Ay u ayromata Ay V Ag?

99. Ilpuaukom komOuHOBama ayromara A; = (S1,Ur, f1, P1,s7) u Ay = (S2,Us, fo, P, s3), o6jacautu na
au aytomatu Ay A As m Ay V Ay umajy ucto nouerno crame? Illta cy mouerna crama ayromara A; A Ag
u AV A7

100. ITpunukom kombunoBama ayrtomara A; = (S1,Us, f1,P1,s7) u Ay = (S2,Us, fa, P2, s5), oGjacauTu
na gu ayromatu A; A Ay m A1 V Ay mmajy ucra npuxBatajyha crama? Illra cy npuxsarajyha crama
ayromara A; A As u Ay V A7

101. [edurnurnuja yjeqHaunmBuX CTama ayToMara. AKO Cy CTama S; U Sp yjeIHAUMBA, KOja Cy jOUI CTAma
yjenHaumBa 3a CBAKU yJa3HU CUMOOT u?
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