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5

Predgovor

Diskretna matematika obuhvata veliki broj razliqitih matematiqkih oblasti koje se bave pre-
brojavaƬem, modelovaƬem i odre�ivaƬem raznih postupaka i metoda na konaqnim ili prebrojivim
skupovima. Ona ima veliku primenu u raqunarskim naukama, gde predstavƩa Ƭihovu matematiqku
osnovu.

KƬiga koja je pred vama posve�ena je nekim od najprimeƬenijih oblasti diskretne matematike
i napisana je, pre svega, na osnovu sadrжaja istoimenog predmeta, qiju nastavu autor realizuje
na I godini osnovnih studija smerova RT i NRT Visoke xkole za elektrotehniku i raqunarstvo
u Beogradu. KƬiga je nastala kao rezultat vixegodixƬeg iskustva u radu sa studentima i treba
da im, kao odgovaraju�i u
benik, olakxa pra�eƬe nastave i omogu�i temeƩniju pripremu ispita.
ƫen sadrжaj odgovara standardnim programima predmeta iz oblasti Diskretne matematike, koji
se, prema preporukama ACM (The Association for Computing Machinery) Computing Curricula, izvode,
kao obavezni, na ve�ini fakulteta informatike i raqunarstva u svetu. KƬiga je podeƩena na
slede�ih xest poglavƩa.

Prva glava kƬige podse�a qitaoca na neke osnovne pojmove kombinatorike. To su pojmovi
varijacija, kombinacija i permutacije sa i bez ponavƩaƬa, binomnih koeficijenata i svi oni
se primeƬuju za prebrojavaƬe odre�enih objekata. Ovo poglavƩe �e na�i primenu i predmetu
Verovatno�a i statistika sa II godine.

Druga glava posve�ena je klasiqnoj Matematiqkoj logici. U Ƭoj se daju osnove iskaznog raquna
i neke od Ƭegovih primena (na skupove, kao i elektriqne xeme), a zatim se razmatra predikatski
raqun I reda i na kraju Bulove funkcije.

Tre�a glava se bavi relacijskim strukturama, tj. skupovima u koje su uvedene relacije nad el-
ementima tih skupova. Specijalno se izlaжu osobine skupova koji su ure�eni relacijama poretka,
kao i skupova na kojima su definisane relacije ekvivalencije. Relacije su direktno povezane sa
bazama podataka.

U qetvrtoj glavi su uvedeni osnovni elementi Teorije grafova. Obra�eni su pojmovi orijen-
tisanog i neorijentisanog grafa i diskutovane neke od Ƭihovih osobina. DetaƩno su date veze
izme�u osnovnih pojmova Teorije grafova. Grafovi imaju veliku primenu u programiraƬu.

U petoj glavi je razmatrana jedna specijalna klasa grafova, tzv. stabla, i ukazano je na neke
od Ƭihovih primena u raqunarstvu, kao i pri kodiraƬu. Uvedeni su najosnovniji pojmovi Teorije
kodiraƬa.

U xestoj glavi formalno se definixe pojam konaqne maxine, kao i Ƭena vrlo vaжna specijalna
vrsta - konaqan automat, i ukazuje na Ƭihovo korix�eƬe pri prikazivaƬu rada nekih procedura
u raqunaru. Tako�e, uspostavi�emo vezu izme�u konaqnih automata i regularnih gramatika.

Obzirom na profil struqƬaka qijem je obrazovaƬu ovaj u
benik nameƬen, u Ƭemu se ne ulazi
dubƩe u teorijska razmatraƬa oblasti koje se prezentuju. Zato je ovde ve�ina teorema data
bez dokaza, ali je, s druge strane, velika paжƬa posve�ena davaƬu odgovaraju�ih ilustrativnih
primera za ve�inu uvedenih pojmova, kao i ukazivaƬu na Ƭihove primene.

Iako je kƬiga, pre svega, nameƬena studentima Visoke xkole za elektrotehniku i raqunarstvo,
nadamo se da ona u nekoj meri moжe da bude korisna i inжeƬerima ostalih profila, kao i svima
onima koji se bave raqunarstvom.

Ve�ina crteжa u kƬizi je nacrtana pomo�u paketa WinGCLC autora Predraga Janiqi�a, koji
se moжe na�i na adresi

http://poincare.matf.bg.ac.rs/∼janicic/gclc/index.html

ZahvaƩujemo se recenzentima dr MiƩanu Kneжevi�u, docentu Matematiqkog fakulteta i dr
Svetlani Xtrbac Savi�u, profesoru strukovnih studija na Visokoj xkoli za elektrotehniku i
raqunarstvo, koji su paжƩivo proqitali celokupan tekst i sa Ƭihovim komentarima i korisnim
sugestijama su doprineli poboƩxaƬu kvaliteta ove kƬige.

Unapred smo zahvalni na korisnim sugestijama, primedbama i ukazivaƬu na grexke svima onima
koji budu ovu kƬigu koristili.

Beograd, maj 2023. Autor



6 1. KOMBINATORIKA

1. Kombinatorika
Kombinatorika, nauka o rasporedima objekata, je vaжan deo diskretne matematike. ProuqavaƬe

ove oblasti poqelo je jox u XVII veku, uporedo sa nastankom teorije verovatno�e, kada su se
rexavali prvi kombinatorni problemi vezani sa kockaƬem, tj. sa igrama na sre�u.
Kombinatorika je oblast matematike koja se bavi:

• prebrojavaƬem skupova (tj. odre�ivaƬem broja elemenata skupova);

• ispitivaƬem/dokazivaƬem postojaƬa (egzistencije) odre�enih kombinatornih struktura;

• klasifikacijom kombinatornih struktura;

• ekstremalnim problemima (problemi min,max);

• problemima kombinatorne optimizacije i odgovaraju�im algoritmima.
Mi �emo se u ovom kursu Diskretne matematike baviti samo prebrojavaƬem, jer ostali delovi

kombinatorike nisu bax najelementarniji. PrebrojavaƬe nekih objekata sa odre�enim svojstvima
predstavƩa vaжan deo kombinatorike. Skupove moramo prebrojavati da bismo rexili razliqite
vrste problema. Na primer, prebrojavaƬem se moжe utvrditi koliko ima naqina da dobijemo
flex rojal (eng. flush royale) u prvom deƩeƬu pokera. Ili moжemo da odredimo da li smo pred-
videli dovoƩno razliqitih tablica za sve taksiste u Beogradu ili raqunarskih adresa da bi
se zadovoƩile potrebe za Ƭima na nekom sajtu? Tehnikama prebrojavaƬa se odre�uje sloжenost
algoritama, a koriste se i prilikom odre�ivaƬa kolika je verovatno�a nekog sluqajnog doga�aja.

U ovoj glavi �emo uvesti osnovne pojmove iz kombinatorike kao xto su permutacije, varijacije,
kombinacije, ali �emo pomenuti i kompozicije i particije broja (one nalaze primenu pri izraqu-
navaƬu sloжenosti algoritma). Da�emo i Ƭihove osnovne osobine, kao i metode za izraqunavaƬe
koliko ih ima (mnogo su znaqajniji postupci kojima dolazimo do toga broja od pukog pam�eƬa
nekih formula!). Takav pristup nalazi primenu u predmetu Verovatno�a i statistika koji je
izborni predmet na drugoj godini ove Xkole.

Jox jedan vaжan deo kombinatorike je generisaƬe svih objekata odre�ene vrste. Ovo je qesto
neophodno u raqunarskim simulacijama, kao i u pisaƬu odreƬenih programa. U petom poglavƩu
predstavi�emo algoritme pomo�u kojih je mogu�e generisati sve ure�ene i neure�ene izbore ele-
menata skupa ili dobiti jedan takav izbor na sluqajan naqin.

1.1 Osnovni principi prebrojavaƬa

U ovom poglavƩu �emo upoznati osnovne principe prebrojavaƬa: Princip jednakosti, Princip
zbira, Princip proizvoda, Dirihleov princip i Princip ukƩuqeƬa–iskƩuqeƬa.

Princip jednakosti

Kada X ima n elemenata pixemo |X| = n i kaжemo da je kardinalnost (ili veliqina) skupa X
jednaka n. Qesto pixemo i

X = {x1, x2, . . . , xn},
xto je samo drugi naqin da se kaжe da postoji bijekcija f (preslikavaƬe f je bijekcija ako je ,,1-1
“ i ,,na“) iz Nn (Nn je skup prvih n prirodnih brojeva) u skup X takva da je f(i) = xi (1 6 i 6 n).
Za prazan skup posebno usvajamo da je

|∅| = 0.

Sada dolazimo do prvog principa prebrojavaƬa — Principa jednakosti.

DEFINICIJA 1.1.1. Princip jednakosti. Ako izme�u dva konaqna skupa A i B postoji
bijekcija, tada je |A| = |B|.



1.1. OSNOVNI PRINCIPI PREBROJAVAƫA 7

PRIMER 1.1.1. Republiqko takmiqeƬe 1997. za VII razred
Da li me�u prirodnim brojevima maƬim od 1000 ima vixe onih qiji je zbir cifara 13 ili je
vixe onih qiji je zbir cifara 14?

RexeƬe 1. Zadatak bismo mogli da uradimo tako xto bismo odredili sve brojeve < 1000 koji
imaju zbir cifara 13 i sve brojeve < 1000 koji imaju zbir cifara 14:

49, 58, 67, 76, 85, 94, 139, 148, 157, 166, 175, 184, 193, 229, 238, 247, 256, 265, 274, 283, 292, 319,
328, 337, 346, 355, 364, 373, 382, 391, 409, 418, 427, 436, 445, 454, 463, 472, 481, 490, 508, 517, 526,
535, 544, 553, 562, 571, 580, 607, 616, 625, 634, 643, 652, 661, 670, 706, 715, 724, 733, 742, 751, 760,
805, 814, 823, 832, 841, 850, 904, 913, 922, 931, 940;

59, 68, 77, 86, 95, 149, 158, 167, 176, 185, 194, 239, 248, 257, 266, 275, 284, 293, 329, 338, 347, 356,
365, 374, 383, 392, 419, 428, 437, 446, 455, 464, 473, 482, 491, 509, 518, 527, 536, 545, 554, 563, 572,
581, 590, 608, 617, 626, 635, 644, 653, 662, 671, 680, 707, 716, 725, 734, 743, 752, 761, 770, 806, 815,
824, 833, 842, 851, 860, 905, 914, 923, 932, 941, 950.

Kako i jednih i drugih brojeva ima po 75, ima ih isto.

RexeƬe 2. Prirodni brojevi maƬi od 1000 su jednocifreni, dvocifreni ili trocifreni. Mi
�emo ih brojati odjednom, tako xto �emo jednocifrenimdopisati dve 0 na poqetku, a dvocifrenim
jednu 0:

8  008; 67  067; 328  328.

Sada kada smo ,,dozvolili“ da broj poqiƬe sa 0, istovremeno �emo brojati sve (sad su to sve
trocifreni, ali mogu da poqiƬu i sa 0, koje ne utiqu na zbir cifara).

Umesto svake cifre c pixemo cifru 9 − c:

067  932; 328  671.

Broj xyz (sa zbirom cifara 13, tj. x + y + z = 13 se slika u broj sa ciframa 9 − x, 9 − y, 9 − z koji
ima zbir cifara 9 − x + 9 − y + 9 − z = 27 − (x + y + z) = 27 − 13 = 14,
pa i jednih i drugih brojeva ima isto!

Lepa ilustracija ovog principa je i dokaz Teoreme 1.2.2, gde smo uspostavili bijekciju izme�u
podskupova i niza bitova.

Princip zbira

TEOREMA 1.1.1. Princip zbira. Ako su A i B disjunktni konaqni skupovi (tj. A ∩ B = ∅),
tada je

|A ∪ B| = |A| + |B|.

Ovaj princip se moжe proxiriti na uniju proizvoƩnog broja disjunktnih konaqnih skupova A1,
A2, . . . , An:

|A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An| = |A1| + |A2| + . . . + |An|.
Princip zbira �emo koristiti kad god u zadatku razbijamo na sluqajeve (ali treba voditi raquna
da neki broj ne brojimo vixe puta!).

PRIMER 1.1.2. Student moжe da dobije ispitno pitaƬe na sistemu Mudl iz jedne od tri pot-
puno razliqite grupe pitaƬa: kombinatorika (K), grafovi (G) i relacije (R). Iz kombinatorike
ima 12 pitaƬa, iz grafova ima 18 pitaƬa, a iz relacija ima 9 pitaƬa. Koliko ima razliqitih
pitaƬa koja student moжe da dobije?

RexeƬe. Student bira pitaƬe iz skupa K ∪ G ∪ R koji, a tu ima (po Principu zbira)

|K ∪ G ∪ R| = |K| + |G| + |R| = 12 + 18 + 9 = 39

razliqitih pitaƬa.
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PRIMER 1.1.3. Koja je vrednost promenƩive k nakon izvrxeƬa slede�eg koda?

A := 0
for j1 := 1 to x1

A := A + 1
end for
for j2 := 1 to x2

A := A + 1
end for

...
for js := 1 to xs

A := A + 1
end for

RexeƬe. Poqetna vrednost promenƩive A je A = 0. Blok koda se sastoji od s razliqitih for
petƩi, koje nisu ugƬeжdene. U svakom koraku svake petƩe, A se pove�ava za 1. U prvoj for petƩi A
pove�avamo x1 puta za po 1, tj. nakon Ƭe pove�an je za x1, sliqno nakon druge for petƩe se pove�a
za x2, ... , nakon posledƬe for petƩe se pove�a za xs. Po Principu zbira Dobijamo da �e vrednost
promenƩive A po izvrxeƬu programa biti A = 0 + x1 + x2 + . . . + xs.

Princip proizvoda

Prvo se podsetimo xta predstavƩa Dekartov proizvod dva skupa A × B, kao i skupa sa samim
sobom A2 = A × A. Ovaj pojam �e imati znaqajnu ulogu i kasnije kada uvodimo pojam relacije.

DEFINICIJA 1.1.2. Dekartov proizvod dva skupa A × B = {(a, b) | a ∈ A,B ∈ B}, dok je
A2 = A × A = {(a, b) | a, b ∈ A}.

TEOREMA 1.1.2. Princip proizvoda. Broj elemenata skupa X × Y je |X × Y | = |X| · |Y |.

Ovaj princip se moжe proxiriti na proizvod i vixe konaqnih skupova A1, A2, . . . , An:

|A1 × A2 × · · · × An| = |A1| · |A2| · . . . · |An|.

PRIMER 1.1.4. Koliko postoji razliqitih nizova bitova 0 i 1 duжine 8 (tj. 6= bajtova)?

RexeƬe. Traжeni nizovi bitova su elementi skupa {0, 1}8. Svaki od osam bitova moжe da se
izabere na dva naqina (ili 0 ili 1), pa princip proizvoda kaжe da postoji ukupno 28 = 256
razliqitih nizova bitova duжine 8.

PRIMER 1.1.5. Xkolsko takmiqeƬe 1988. za VII razred

Koliko ima petocifrenih brojeva kod kojih je prva cifra parna, tre�a cifra neparna, a posledƬa
cifra prost broj?

RexeƬe.
Na I mestu mora biti parna cifra i 6= 0, tj. a ∈ {2, 4, 6, 8} (4 mogu�nosti).
Na III mestu mora biti neparna cifra, tj. c ∈ {1, 3, 5, 7, 9} (5 mogu�nosti).
Na V mestu mora biti cofra biti prost broj, tj. e ∈ {2, 3, 5, 7} (4 mogu�nosti).
Na II i IV mestu moжe biti bilo koja cifra, tj. b, d ∈ {0, 1, 2, 3, ..., 8, 9} (10 mogu�nosti).

a b c d e

4 · 10 · 5 · 10 · 4 = 8000.
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PRIMER 1.1.6. Koja je vrednost promenƩive k nakon izvrxeƬa slede�eg koda?

A := 0
for j1 := 1 to x1

for j2 := 1 to x2
...
for jm := 1 to xs

A := A + 1
end for
...

end for
end for

RexeƬe. Poqetna vrednost promenƩive k je nula. U svakom koraku posledƬe ugƬeжdene petƩe,
k se pove�a za 1. Sve petƩe su ugƬeжdene jedna u drugu, pa broj prolaza kroz sve petƩe dobijamo
po principu proizvoda da je x1 · x2 · . . . · xs, xto je i konaqna vrednost promenƩive A.

Dirihleov princip

Pretpostavimo da je jato golubova doletelo u golubarnik. Dirihleov princip tvrdi da ako ima
vixe golubova nego ku�ica u golubarniku, tada �e se bar u jednoj ku�ici na�i bar dva goluba.
Zbog ovoga se na engleskom govornom podruqju Dirihleov princip naziva The Pigeonhole Principle.
Navodimo 2 oblika Dirihleovog principa: slabu i jaku formu.

TEOREMA 1.1.3. Dirihleov princip – slaba forma. Ako je m kuglica smexteno u n kutija
i m > n, tada se bar u jednoj kutiji nalaze bar dve kuglice.

TEOREMA 1.1.4. Dirihleov princip – jaka forma. Ako je m kuglica smexteno u n kutija
i m > nk, tada se bar u jednoj kutiji nalazi bar k + 1 kuglica.

PRIMER 1.1.7. Dokazati da u grupi od 400 Ʃudi postoje bar 2 qoveka koji imaju ro�endan
istog dana.

RexeƬe. Primenimo Dirihleov princip (slaba forma) – kutije su sada datumi u godini, od 1.I
do 31.XII i Ƭih ima n = 366 (zbog prestupne godine i 29.II), a kuglice �e biti Ʃudi i Ƭih ima
m = 400. Kako je m = 400 > 366 = n, po Dirihleovom principu postoja�e bar 2 qoveka koji imaju
ro�endan istog dana.

PRIMER 1.1.8. Dokazati da u reqenici na srpskom jeziku koja ima 31 slovo postoje 2 ista
slova.

RexeƬe. U srpskoj �irilici postoji n = 30 razliqitih slova, a u datoj reqenici ima m = 31
slovo, pa po Dirihleovom principu (slaba forma) postoja�e u toj reqenici 2 ista slova.

PRIMER 1.1.9. U odeƩeƬu ima 30 uqenika. Na kontrolnom zadatku iz matematike pravili su
ne vixe od 6 grexaka (xest ili maƬe od xest). Dokazati da su bar 5 uqenika napravili jednak
broj grexaka (moжe i 0 grexaka).
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RexeƬe. Podelimo uqenike tog odeƩeƬa na n = 7 poskupova: X0, X1, X2, . . . , X6 (u skupu Xi su
uqenici koji su napravili taqno i grexaka).
Po Dirihleovom principu (jaka forma; za k = 4 vaжi nejednakost m = 30 > 28 = 7 · 4 = n · k) sledi
da me�u m = 30 uqenika (oni su umesto kuglica) postoji Ƭih bar k+1 = 5 koji su u istom podskupu
Xk, tj. ima bar 5 uqenika napravili jednak broj grexaka (moжe i 0 grexaka).

PRIMER 1.1.10. Dokazati da u proizvoƩnom skupu od n+1 prirodnih brojeva postoje dva qija
je razlika deƩiva sa n.

RexeƬe. Prirodan broj pri deƩeƬu sa n moжe da daje ostatke 0, 1, . . . , n− 1, pa postoji ukupno n
mogu�ih ostataka (to su kutije). Po Dirihleovom principu (slaba forma) sledi da me�u datih
n + 1 brojeva (to su kuglice) postoje dva koji pri deƩeƬu sa n daju isti ostatak, pa je Ƭihova
razlika tada deƩiva sa n.

Princip ukƩuqeƬa–iskƩuqeƬa

Jedan od osnovnih principa prebrojavaƬa — Princip zbira (Teorema 1.1.1) tvrdi da je |A∪B| =
|A|+|B| kada su A i B disjunktni skupovi. Ako A i B nisu disjunktni, sabiraƬem |A| i |B| elemente
preseka |A ∩ B| brojimo dva puta (Slika 1.1 levo). Stoga, da bi dobili pravu vrednost |A ∪ B|
moramo oduzeti |A ∩ B|:

(1.1) |A ∪ B| = |A| + |B| − |A ∩ B|.

A B

21 1

A B

C

1 1

1

2 2

2

3

Slika 1.1: Preseci dva i tri skupa.

Sliqno rasu�ivaƬe primeƬujemo i u sluqaju tri skupa (Slika 1.1 desno). Kada saberemo |A|,
|B| i |C| elemente preseka |A∩B|, |B∩C| i |C∩A| brojimo dva puta (ukoliko nisu u preseku sva tri
skupa). Da ovo ispravimo, oduzimamo |A ∩ B|, |B ∩ C| i |C ∩ A|. Ali sada smo elemente A ∩ B ∩ C,
koje smo brojali tri puta u |A| + |B| + |C|, oduzeli tako�e tri puta. Stoga, da bi dobili pravu
vrednost |A ∪ B ∪ C|, moramo da dodamo |A ∩ B ∩ C|:

(1.2) |A ∪ B ∪ C| = (|A| + |B| + |C|) − (|A ∩ B| + |B ∩ C| + |C ∩ A|) + |A ∩ B ∩ C|.

PRIMER 1.1.11. U razredu sa 30 uqenika, 12 od Ƭih voli matematiku, 14 voli fiziku, 13
informatiku, 5 uqenika voli i matematiku i fiziku, 7 voli i fiziku i informatiku, a 4 voli
matematiku i informatiku.
Tri uqenika vole sva tri predmeta. Koliko uqenika ne voli nijedan od ovih predmeta?

RexeƬe. Oznaqimo sa M skup uqenika koji vole matematiku, F koji vole fiziku i I koji vole
informatiku.
Tada po Principu ukƩuqeƬa-iskƩuqeƬa imamo:

|M ∪ F ∪ I| = |M | + |F | + |I| − |M ∩ F | − |M ∩ I| − |F ∩ I| + |M ∩ F ∩ I|.
|M ∪ F ∪ I| = 12 + 14 + 13 − 5 − 4 − 7 + 3 = 26

⇒ nijedan predmet ne voli 30 − 26 = 4 uqenika.



1.2. URE�ENI IZBORI – VARIJACIJE 11

PRIMER 1.1.12. Odrediti koliko ima prirodnih brojeva 6600 koji su deƩivi bar jednim od
brojeva 2, 3 ili 5.

RexeƬe. Oznaqimo sa D skup prirodnih brojeva deƩivih sa 2 (parnih) i 6600, sa T skup deƩivih
sa 3 i 6600 i sa P skup deƩivih sa 5 i 6600.

Preko P-U-I traжimo D ∪ T ∪ P .
Kako je svaki drugi deƩiv sa 2: |D| = 600

2 = 300.

Kako je svaki tre�i deƩiv sa 3: |T | = 600
3 = 200.

Kako je svaki peti deƩiv sa 5: |P | = 600
5 = 120.

D ∩ T deƩivi sa 2 · 3 = 6: |D ∩ T | = 600
6 = 100.

D ∩ P deƩivi sa 2 · 5 = 10: |D ∩ P | = 600
10 = 60.

T ∩ P deƩivi sa 3 · 5 = 15: T ∩ P | = 600
15 = 40.

D ∩ T ∩ P deƩivi sa 2 · 3 · 5 = 30: |D ∩ T ∩ P | = 600
30 = 20.

D ∪ T ∪ P = 300 + 200 + 120 − 100 − 60 − 40 + 20 = 440.

1.2 Ure�eni izbori – varijacije

Ponekad je poredak u kojem se elementi nalaze bitan, a ponekad nije. Na primer, req MILE je
razliqita od reqi LEMI, bez obzira xto su obe reqi duжine 4 i formirane od po jednog slova
iz skupa {E, I, L, M }. Sa druge strane, zbir brojeva 1+2+4 je isti kao zbir 4+1+2, bez obzira
xto je redosled sabiraka drugaqiji. U ovom poglavƩu �emo se baviti izborima elemenata kod
kojih je poredak bitan (zato za Ƭih kaжemo da su ure�eni izbori), a u slede�em �emo prouqavati
izbore elemenata kod kojih poredak nije bitan (a za Ƭih kaжemo da su neure�eni izbori). Tako�e
�emo nauqiti da je vaжno da li je dozvoƩeno ili nije dozvoƩeno ponavƩaƬe elemenata.

PRIMER 1.2.1. Posmatrajmo skup {1, 2, 3, 4}. Na koliko naqina moжemo da izaberemo dva broja
iz ovog skupa?

RexeƬe. Postoje qetiri razliqita odgovora na ovo pitaƬe, u zavisnosti od toga da li je bitan
poredak brojeva, kao i da li je dozvoƩeno ponavƩaƬe brojeva.

i) Ako je poredak bitan i dozvoƩeno je ponavƩaƬe brojeva, tada postoji 16 izbora:

11 12 13 14
21 22 23 24
31 32 33 34
41 42 43 44

ii) Ako je poredak bitan, a ponavƩaƬe nije dozvoƩeno, tada postoji 12 mogu�ih izbora:

12 13 14
21 23 24
31 32 34
41 42 43

iii) Ako poredak nije bitan, a dozvoƩeno je ponavƩaƬe, tada postoji 10 mogu�nosti:

11
21 22
31 32 33
41 42 43 44

iv) Ako poredak nije bitan, a nije dozvoƩeno ponavƩaƬe, tada ima 6 izbora:
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21
31 32
41 42 43

Ovaj primer pokazuje qetiri osnovna tipa kombinatornih problema. U ovom i slede�em
poglavƩu nauqi�emo da generalno rexavamo sve ove tipove problema (xto se kaжe ,,u opxtem
sluqaju“), tj. kada se traжi odrediti sve mogu�e naqine za izbor m elemenata iz skupa sa n
elemenata. U ovom poglavƩu uopxti�emo sluqajeve i) i ii) iz prethodnog primera, dok �emo se u
narednom poglavƩu baviti sluqajevima iii) i iv).

Varijacije sa ponavƩaƬem

U prethodnom primeru smo videli da je u sluqaju i) broj izbora jednak 16 = 42. Nakon jox
jednog sliqnog primera da�emo formulu.

PRIMER 1.2.2. Koliko postoji razliqitih reqi od 6 slova (koriste�i naxu azbuku sa 30 slova
i ukƩuquju�i i besmislene reqi kao npr. brƬvaru)?

RexeƬe. Za prvo slovo moжemo izabrati bilo koje od 30 slova naxe azbuke. Za drugo slovo isto
moжemo izabrati bilo koje od 30 slova naxe azbuke... To kra�e kaжemo da se svako od 6 slova
traжene moжe nezavisno izabrati na 30 naqina. Konaqno, po prinicipu proizvoda dobijamo da
traжenih reqi ima 30 · 30 · 30 · 30 · 30 · 30 = 306, tj. 729 miliona.

Svaki ure�eni izbor k elemenata sa ponavƩaƬem iz skupa X sa n elemenata u stvari odgovara
preslikavaƬu skupa {1, 2, . . . , k} u skup X. Za takve izbore kaжemo da su varijacije k-te klase sa

n elemenata i oznaqavaju se u literaturi sa V k
n.

TEOREMA 1.2.1. Neka je X skup sa n elemenata (n> 1) i neka je S skup sa k elemenata, k > 1.
Broj svih varijacije k-te klase sa n elemenata, tj. broj svih mogu�ih funkcija f : S 7→ X, jednak

je V k
n = nk.

Dokaz. Funkcija f : S 7→ X je odre�ena ako znamo vrednosti f(x1), f(x2), . . . , f(xn).
Odrediti prvo vrednost f(x1) ∈ X (to moжemo na m naqina). Zatim f(x2) ∈ X (isto moжemo

na m naqina)... PosledƬu vrednost f(xn) ∈ X (i Ƭu moжemo izabrati opet na m naqina). Po

Principu proizvoda je ukupan broj mogu�nosti za f jednak V k
n = n · n · n · . . . · n

︸ ︷︷ ︸

k

= nk.

DEFINICIJA 1.2.1. Partitivni skup skupa A je skup svih Ƭegovih podskupova. Oznaqavamo
ga sa P(A).

PRIMER 1.2.3. Neka su dati skupovi: A = {a}, B = {crvena, bela}, C = {1, 2, 3}.
Odrediti partitivne skupove P(A), P(B) i P(C).

RexeƬe. Skup A = {a} ima samo 2 podskupa: prazan skup ∅ i ceo taj skup A, pa je P(A) = {∅, A}.
Skup B = {crvena, bela} ima 4 podskupa: prazan skup ∅, 2 jednoqlana podskupa {crvena} i {bela}, kao
i ceo taj skup B = {crvena, bela}, pa dobijamo da je P(B) =

{
∅, {crvena}, {bela}, {crvena, bela}

}
.

Skup C = {1, 2, 3} ima 8 podskupova: prazan skup ∅, 3 jednoqlana podskupa {1}, {2} i {3},
3 dvoqlana podskupa {1, 2}, {1, 3} i {2, 3}, kao i ceo taj skup C = {1, 2, 3}, pa dobijamo da je

P(C) =
{
∅, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}

}
.

U prethodnom primeru smo dobili:
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|A| = 1 ⇒ |P(A)| = 2 |B| = 2 ⇒ |P(B)| = 4 |C| = 3 ⇒ |P(C)| = 8

pa moжemo da ,,pogodimo“ da |X| = n ⇒ |P(X)| = 2n, ali to nije matematiqki dokaz!

Korektan matematiqki dokaz i formulaciju ovog tvr�eƬa imamo u narednoj teoremi.

TEOREMA 1.2.2. Svaki skup X sa n elemenata ima taqno 2n podskupova, tj. |P(X)| = 2n.

Dokaz. Kada odre�ujemo podskup S skupa X, za svaki element x skupa X imamo 2 mogu�nosti:
da jeste u podskupu S, x ∈ S (1) ili da nije u podskupu S, x 6∈ S (0).

Za skup C = {1, 2, 3} i Ƭegove podskupove imamo:

∅ 000, {1} 100, {2} 010, {3} 001,

{1, 2} 110, {1, 3} 101, {2, 3} 011, {1, 2, 3} 111.

Sliqno imamo za skup

X = {1, 2, 3, . . . , n} i Ƭegove podskupove S ⊆ X

1 1 1 1
ili ili ili ili

0 0 0 0
. . .

2 · 2 · 2 · . . . · 2 = 2n (ovde smo koristili princip proizvoda).

Napomena. Istaknimo da postupak pridruжivaƬa niza bitova (0/1) podskupu nalazi primenu u
nekim programskim jezicima, npr. u Paskalu, koji ima tip podataka skup.

PRIMER 1.2.4. Koja je vrednost promenƩive A nakon izvrxeƬa slede�eg koda?

A := 0
for x1 := 1 to n

for x2 := 1 to n
for x3 := 1 to n

...
for xk := 1 to n

A := A + 1
end for
...

end for
end for

end for

RexeƬe. Poqetna vrednost promenƩive A jednaka je 0 i A se uve�ava za 1 svaki put kada se
pro�e kroz korak ugƬeжdene petƩe sa nizom brojeva x1, x2, . . . , xk takvim da svaki moжe da uzme
bilo koju vrednost

16 x1, x2, . . . , xk−1, xk 6 n.

Broj ovakvih nizova brojeva jednak je broju naqina da se s brojeva izabere sa ponavƩaƬem iz skupa
{1, 2, . . . , n}. Sada iz Teoreme 1.2.1 vidimo da �e vrednost promenƩive A nakon izvrxeƬa koda biti
jednaka

V k
n = nk.
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Varijacije bez ponavƩaƬa

Neka je f : {1, 2, . . . , n} 7→ M preslikavaƬe koje odgovara ure�enom izboru elemenata iz skupa M .
Kada je ponavƩaƬe elemenata dozvoƩeno, mogu�e je izabrati isti element dva puta, tako da vaжi
f(r) = f(s) za razliqite r i s iz {1, 2, . . . , n}. Ako ponavƩaƬe nije dozvoƩeno, tada je f(r) 6= f(s)
za svako r 6= s, pa vidimo da ure�enim izborima elemenata bez ponavƩaƬa odgovaraju injektivna
preslikavaƬa (injektivna preslikavaƬa se nazivaju jox i ,,1-1“ preslikavaƬa).

TEOREMA 1.2.3. Neka je N skup sa n elemenata i neka je M skup sa m elemenata, n,m>0. Broj
varijacija k-te klase od n elemenata, tj. broj svih injektivnih preslikavaƬa f : N 7→ M , jednak je

V n
m =

n−1∏

i=0

(m − i) = m · (m − 1) · (m − 2) · . . . · (m − n + 1).

Dokaz. Strogo formalan dokaz bi koristio Princip matematiqke indukcije po n (n je broj
elemenata skupa N = {x1, x2, . . . , xn}), ali �emo ovde dati neformalniji dokaz.

Funkcija f : N 7→ M je opet u potpunosti odre�ena ako znamo vrednosti f(x1), f(x2), . . . , f(xn).
Za opis funkcije f : N 7→ M prvo �emo odrediti vrednost f(x1) ∈ M . Ona moжe da se izabere

na m naqina. Zatim f(x2) ∈ M moжemo izabrati na m − 1 naqina – to su svi brojevi iz skupa M
sem ve� izabranog f(x1). DaƩe, f(x3) ∈ M moжemo izabrati na m − 2 naqina – to su svi brojevi
iz skupa M sem ve� izabranih f(x1) i f(x2)... PosledƬu vrednost f(xn) ∈ M moжemo izabrati na
m − n + 1 naqina. Konaqno, po Principu proizvoda dobijamo da je ukupan broj mogu�nosti za f
jednak m · (m − 1) · (m − 2) · . . . · (m − n + 1).

Moжe se videti da ure�eni izbor n elemenata bez ponavƩaƬa iz skupa M sa m elemenata u
stvari odgovara ,,1-1“ preslikavaƬu skupa {1, 2, . . . , n} u skup M . Za takve izbore kaжemo da su
varijacije bez ponavƩaƬa sa m elemenata n-te klase.

U prethodnoj teoremi smo izveli formulu za broj varijacija bez ponavƩaƬa sa m elemenata
n-te klase: V n

m = m · (m − 1) · (m − 2) · . . . · (m − n + 1).

Kasnije, kada uvedemo pojam faktorijela, vide�emo da je ona jednaka V n
m =

m!

(m − n)!
.

PRIMER 1.2.5. I kolokvijum iz Verovatno�e i statistike, VIXER 2018.
Od 7 жena i 4 muxkarca treba izabrati delegaciju. Na koliko se naqina moжe izabrati delegacija
ako se ona sastoji od predsednika, sekretara i blagajnika?

RexeƬe. U ostalim delovima ovog zadatka na kolokvijumu bio je bitan pol Ʃudi. Ovde
razmatramo na koliko naqina moжemo izabrati troqlanu delagaciju od 11 Ʃudi.

Predsednik kluba moжe da se izabere na 11 naqina, izme�u preostalih osoba sekretar moжe
da se izabere na 10 naqina, i, konaqno, blagajnik na 9 naqina, tako da je broj razliqitih izbora
jednak broju ure�enih izbora bez ponavƩaƬa 3 osobe iz skupa sa 11 osoba, tj.

11 · 10 · 9 = 990.

PRIMER 1.2.6. U kampaƬi pred predsedniqke izbore, kandidat AV treba da obi�e sedam od
petnaest gradova u Srbiji. Da bi postigao xto boƩi efekat pred izbore, kandidat je izabrao da
svoju kampaƬu zavrxi u Beogradu. Na koliko razliqitih naqina se moжe realizovati kampaƬa?

RexeƬe. S obzirom da je posledƬi grad u kampaƬi ve� izabran, kandidat AV u stvari treba
da izabere prvih xest gradova koje �e obi�i od preostalih qetrnaest gradova u Srbiji. Kako je
bitan redosled obilaska gradova, broj ovih izbora jednak je

14 · 13 · 12 · 11 · 10 · 9 = 2 162 160.



1.3. PERMUTACIJE 15

1.3 Permutacije

Iako su permutacije samo specijalni sluqaj varijacija, zbog svog velikog znaqaja zasluжuju
odvojeno poglavƩe.

Permutacije su svakako jedan od najbitnijih kombinatornih pojmova. ƫihov znaqaj se ogleda
i u tome xto je Miklox Bona (ma�. Miklós Bóna) celu jednu kƬigu posvetio permutacijama – to
je ,,Kombinatorika permutacija“, [8]. Ovde �emo dati neke od osnovnih kombinatornih svojstava
permutacija, koja nisu deo uobiqajene sredƬoxkolske ili fakultetske literature.

Prvo �emo dati jednu od dve definicije pojma permutacije.

DEFINICIJA 1.3.1. Permutacija konaqnog skupa Xn = {x1, x2, . . . , xn} je ure�ena n-torka
(p1, p2, . . . , pn), pri qemu je pi ∈ Xn za i = 1, 2 . . . , n i pi 6= pj za i 6= j. Takvu permutaciju �emo
skra�eno prikazivati1 kao p1 p2 . . . pn.

Bez umaƬeƬa opxtosti, u ostatku teksta (sem ako ne naglasimo drugaqije) uzima�emo da je skup
Xn = Nn = {1, 2, . . . , n}, a skup svih permutacija nad ovim skupom oznaqava�emo sa Sn.

PRIMER 1.3.1. Neka je skup X4 = {a, b, c, d}. Tada je

(b, d, c, a)

jedna permutacija toga skupa i Ƭu �emo jox oznaqavati i sa bdca (kao niz slova).

(a, d, b, a) i (a, b, c) nisu permutacije skupa X4 jer moraju da imaju sve elemente razliqite i da su
ure�ene qetvorke.

Sada �emo uvesti pojam leksikografskog poretka. To je naqin na koji se ure�uju razni spiskovi,
telefonski imenici, reqi u reqnicima...

DEFINICIJA 1.3.2. Neka je u skupu Xn = {x1, x2, . . . , xn} dato ure�eƬe (relacija poretka) sa
x1 < x2 < . . . < xn i neka su svi ai i bj elementi skupa Xn.

Tada kaжemo da su ure�ena n–torka (a1, . . . , an) i ure�ena m–torka (b1, . . . , bm) u relaciji maƬe,
tj. (a1, . . . , an) < (b1, . . . , bm) ako

• postoji neki broj k ∈ N za koji vaжi da je ak < bk i ai = bi (∀i < k) ili

• ako je n < m, a ai = bi (∀i6 n).

Ovako uvedena relacija poretka na skupu reqi sa slovima iz skupa Xn naziva se leksikografski
poredak.

PRIMER 1.3.2. Odrediti sve permutacije u leksikografskom poretku slede�ih skupova:
N1 = {1}; N2 = {1, 2}; N3 = {1, 2, 3} i N4 = {1, 2, 3, 4}.

RexeƬe. U skupu N1 = {1} postoji samo jedna permutacija: 1.

U skupu N2 = {1, 2} postoje 2 permutacije: 12 i 21.

U skupu N3 = {1, 2, 3} postoji 6 permutacija: 123 132 213 231 312 321.

U skupu N4 = {1, 2, 3, 4} postoje 24 permutacije:

1234 1243 1324 1342 1423 1432 2134 2143 2314 2341 2413 2431

3124 3142 3214 3241 3412 3421 4123 4132 4213 4231 4312 4321

Ilustrujmo pojam permutacije i kroz jedan primer iz svakodnevnog жivota.

PRIMER 1.3.3. Problem 8 topova. Na koliko razliqitih naqina 8 topova moжe da se postavi
na xahovsku tablu, pod uslovom da se nikoja dva topa me�usobno ne napadaju?

1Jedan od razloga je da pravimo razliku izme�u same permutacije i ciklusnog predstavƩaƬa permutacije xto
�emo uvesti kasnije. Do zabune bi moglo do�i kada se permutacija sastoji od samo jednog ciklusa.
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RexeƬe. U svaku liniju moжemo staviti najvixe po jednog topa (u stvari, taqno jednog topa).
U A liniji imamo 8 mogu�nosti. Kada smo izabrali jednu, u B liniji imamo 7 mogu�nosti (jer
ne moжemo da stavimo u isti red gde je top u liniji A), itd. Na kraju, za H liniju nemamo
izbora, nego osmog topa moramo da stavimo u jedini slobodan red. Ukupno, broj mogu�nosti je
8 · 7 · . . . · 1 = 8! = 40320.

Slika 1.2. Problem 8 topova koji se ne napadaju.

Praktiqno svakom rasporedu topova, pridruжujemo jednu permutaciju: na Slici 1.2 je prikazan
raspored topova A3, B5, C2, D1, E7, F8, G6, H4 u xahovskoj notaciji i tom rasporedu odgovara
permutacija 35217864.

U ovom primeru, smo i izveli formulu da je broj permutacija skupa Xn (xto je u stvari broj
varijacija n-te klase od n elemenata) jednak

V n
n = Pn = n! = 1 · 2 · . . . · n.

PRIMER 1.3.4. Okruжno takmiqeƬe 2021. za VII razred

Na policu treba rasporediti 9 razliqitih kƬiga oznaqenih brojevima od 1 do 9. Na koliko
naqina je to mogu�e da se uradi tako da:

a) kƬiga 1 i kƬiga 2 budu jedna do druge; b) kƬiga 1 i kƬiga 2 ne budu jedna do druge?

RexeƬe. a) Ako spojimo kƬige 1 i 2 u jednu novu, veliku kƬigu, onda raspore�ujemo 8 objekata,
xto moжemo da uqinimo na 8! naqina. Ali ove 2 kƬige moжemo da spojimo ili kao 12 ili kao 21,
xto je 2 razliqita naqina (ovo se qesto zaboravƩa!), pa datih rasporeda ima 2 · 8! = 80 640.

b) Ovde �emo od ukupnog broja rasporeda kƬiga (i gde su 1 i 2 jedna do druge i gde nisu), xto je
9!, oduzeti one koji nam ne odgovaraju, a to su oni gde SU 1 i 2 jedna do druge (to je ono xto smo
dobili u delu pod a): 9! − 2 · 8! = 9 · 8! − 2 · 8! = (9 − 2) · 8! = 7 · 8! = 282240.

Permutacija se moжe posmatrati i kao preure�eƬe nekog fiksnog redosleda. Zamena fiksnog

redosleda (x1, x2, . . . , xn) sa (p1, p2, . . . , pn) predstavƩa se sa

(
x1 x2 . . . xn

p1 p2 . . . pn

)

qime je definisano

preslikavaƬe p(xi) = pi koje meƬa xi sa pi, i = 1, 2, . . . , n. Tako smo doxli do alternativne defini-
cije permutacije:

DEFINICIJA 1.3.3. Permutacija skupa Xn = {x1, x2, . . . , xn} je bilo koje bijektivno
preslikavaƬe σ skupa Nn = {1, 2, . . . , n} na skup Xn, tj. σ : Nn → Xn.

Kada je Xn = Nn, vrednost xi za koju je p(xi) = xi, naziva se fiksna taqka ove permutacije.
Permutacija koja nema fiksnih taqaka, tj. kod koje je p(xi) 6= xi za svako xi ∈ Xn, naziva se
deranжman (eng. derangment).

Identiqka permutacija (ili polazna permutacija), u oznaci ε, je permutacija kod koje je ε(i) = i,
za sve i ∈ Nn.

Kod identiqke permutacije svi elementi predstavƩaju fiksne taqke.
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PRIMER 1.3.5. Permutaciju (b, d, c, a) iz Primera 1.3.1 moжemo posmatrati i kao slede�e

preslikavaƬe σ : N4 → X4 dato sa σ =

(
1 2 3 4
b d c a

)

, odnosno kao preslikavaƬe odre�eno pomo�u

σ(1) = b, σ(2) = d, σ(3) = c, σ(4) = a.

Ciklusi

Sada smo spremni da uvedemo pojam ciklusa, koji je izuzetno znaqajan.

DEFINICIJA 1.3.4. Posmatrajmo podskup Y = {y1, y2, . . . , yd} skupa Xn. Permutacija

(
y1 y2 . . . yd−1 yd

y2 y3 . . . yd y1

)

u kojoj zamene p(y1) = y2, p(y2) = y3, . . . , p(yd−1) = yd, p(yd) = y1 formiraju zatvoren krug se naziva
ciklus. Prethodno oznaqavaƬe ciklusa uobiqajeno se skra�eno prikazuje tako xto izme�u zagrada
stoje redom vrednosti koje meƬaju mesta (posledƬa meƬa mesto sa prvom):

(y1, y2, . . . , yd).

Broj d elemenata koji formiraju ciklus naziva se duжina ciklusa.
Transpozicija je ciklus duжine d = 2.

Fiksne taqke permutacije su ciklusi duжine 1.

Ciklus od n objekata ili n-ciklus ima oblik a1a2a3 . . . an gde se smatra da je an pored a1, tako
da je

a1a2a3 . . . an = ajaj+1 . . . ana1a2 . . . aj−1

(npr. imamo a1a2a3 = a2a3a1 = a3a1a2). Jedan n-ciklus moжemo zamisliti kao n Ʃudi koji sede za
okruglim stolom. To �emo ilustrovati slede�im primerom.

PRIMER 1.3.6. Na koliko naqina se iz skupa od n Ʃudi Ƭih k moжe rasporediti za okrugli
sto? (Rasporedi koji se dobijaju rotiraƬem smatraju se isti, dok se simetriqni rasporedi
smatraju razliqitim.)

RexeƬe. Prvog qoveka moжemo odabrati na n naqina. Drugog biramo od preostalih n − 1 i
stavƩamo ga desno od prvog. Slede�eg biramo od preostalih n− 2 i stavƩamo ga desno od drugog.
NastavƩamo ovaj postupak, sve dok na izaberemo i posledƬeg (k-tog) qoveka (xto moжemo uqiniti
na n − k + 1 naqina). Stoga ovakvih izbora ima

n · (n − 1) · (n − 2) · . . . · (n − k + 1).

Ali nisu svi ovi izbori razliqiti. Isti su oni koji se mogu dobiti rotiraƬem stola (tj. imamo u
svakoj grupi k istih izbora, koji predstavƩaju isti raspored za okruglim stolom. Stoga dolazimo

do toga da datih rasporeda ima
n · (n − 1) · (n − k + 1)

k
.

U prethodnom primeru smo pokazali da postoji
n · (n − 1) · (n − k + 1)

k
razliqitih ciklusa

duжine k na skupu Xn.

DEFINICIJA 1.3.5. Ciklus duжine n, koji sadrжi sve elemente skupa Xn, se naziva cikliqna
(cirkularna) permutacija.
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U skladu sa prethodnim, postoji
n · (n − 1) · . . . · 1

n
= (n − 1)! cikliqnih permutacija skupa Xn.

Klasu ekvivalencije elementa a qine elementi ciklusa koji sadrжi a, tj.

Ca = {a, p(a), p(p(a)), p(p(p(a))), . . . , pd−1(a)}.

Broj elemenata klase ekvivalencije d je duжina odgovaraju�eg ciklusa.

TEOREMA 1.3.1. Svaka permutacija skupa Xn je ili ciklus ili se moжe predstaviti kao unija
disjunktnih ciklusa.

Dokaz. Ciklusni zapis za proizvoƩnu permutaciju π moжe da se dobije pomo�u slede�eg postup-
ka, koji se ponavƩa sve dok svi elementi ne budu raspore�eni u cikluse.

Izabrati proizvoƩan element a koji jox nije raspore�en u neki ciklus. Novi ciklus
qine elementi (

a, π(a), π(π(a)), π(π(π(a))), . . . , πd−1(a)
)

koje re�amo sve dok ne do�emo do najmaƬeg prirodnog broja d za koji vaжi πd(a) = a.

Kako su razliqite klase ekvivalencije relacije ̺ disjunktne, dobijamo da je svaka permutacija
ili ciklus ili se moжe predstaviti kao unija disjunktnih ciklusa.

Ovako predstavƩaƬe se naziva ciklusni zapis ili ciklusna dekompozicija permutacije.

PRIMER 1.3.7. Odrediti ciklusni zapis permutacije α = 24513.

RexeƬe. Primetimo da za permutaciju α = 24513 vaжi

α(1) = 2, α(2) = 4, α(4) = 1.

Permutacija α xaƩe element 1 u 2, 2 u 4 i 4 nazad u 1, i tada kaжemo da ovi elementi qine ciklus
(1, 2, 4) duжine 3. Sliqno, elementi 3 i 5 qine ciklus (3, 5) duжine 2, pa je ciklusni zapis ove
permutacije α = (1, 2, 4)(3, 5).

PRIMER 1.3.8. Napisati ciklusni zapis za permutaciju π =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
3 5 7 8 4 6 1 2 9

)

.

RexeƬe. π = (1, 3, 7)(2, 5, 4, 8)(6)(9).

Postoje dva naqina da promenimo ciklusni zapis bez uticaja na samu permutaciju. Svaki
ciklus moжe da poqne bilo kojim od svojih elemenata — na primer, (7, 8, 2, 1, 3) i (1, 3, 7, 8, 2)
predstavƩaju isti ciklus. Tako�e, poredak ciklusa nije vaжan — na primer, (1, 2, 4)(3, 5) i
(3, 5)(1, 2, 4) predstavƩaju istu permutaciju. Bitni su podela elemenata skupa na cikluse, kao
i Ƭihov poredak unutar ciklusa, i oni su jedinstveno odre�eni ciklusnim zapisom.

Time smo videli da ciklusni zapis nije jedinstven. Uobiqajeno je da se ciklus zapisuje tako
xto mu je najmaƬi element na prvoj poziciji i na taj naqin dolazimo do jedinstvene reprezentacije
ciklusa. Tako�e, cikluse �emo pore�ati tako da su im prvi elementi u rastu�em redosledu.

Uvedimo pojam reda permutacije, a zatim �emo dati tvr�eƬe koje povezuje ovaj pojam sa duжi-
nama ciklusa u permutaciji.

DEFINICIJA 1.3.6. Red permutacije p je najmaƬi prirodan broj d za koji vaжi

pd = p(p(p...(p)...))
︸ ︷︷ ︸

d

= ε.

Drugim reqima, red permutacije je najmaƬi broj koliko puta treba da napravimo kompoziciju
permutacije sa samom sobom da bismo dobili identiqku permutaciju.
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Naglasimo da je u prethodnoj definiciji d prirodan broj. ,,Stepen“ permutacije se moжe uvesti
i za proizvoƩan ceo broj na slede�i naqin: p0 = ε, a p−k = (p−1)k (gde je p−1 inverzna permutacija).

TEOREMA 1.3.2. Red permutacije p jednak je najmaƬem zajedniqkom sadrжaocu duжina svih
ciklusa u p.

Ilustrujmo pojam reda permutacije na nekoliko primera.

PRIMER 1.3.9. Odrediti red permutacije

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 3 1 5 4 7 8 9 6

)

.

RexeƬe. Ciklusni zapis ove permutacije je (1, 2, 3)(4, 5)(6, 7, 8, 9), tj. ciklusi imaju duжine 3, 2 i
4. Na osnovu toga dobijamo da je red ove permutacije NZS(3, 2, 4) = 12.

PRIMER 1.3.10. Preferans xpil od 32 karte je podeƩen u dva jednaka dela i promexan
preplitaƬem, tako da ako je poqetni poredak karata bio 1, 2, 3, 4, . . . , krajƬi poredak je 1, 17, 2, 18, . . .
Koliko puta treba primeniti ovakvo mexaƬe da bi se xpil vratio u originalni poredak?

RexeƬe. Permutacija koja odgovara mexaƬu xpila je
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32
1 17 2 18 3 19 4 20 5 21 6 22 7 23 8 24 9 25 10 26 11 27 12 28 13 29 14 30 15 31 16 32

)

.

Ciklusni zapis ove permutacije je

(1)(2, 17, 9, 5, 3)(4, 18, 25, 13, 7)(6, 19, 10, 21, 11)(8, 20, 26, 29, 15)(12, 22, 27, 14, 23)(16, 24, 28, 30, 31)(32)

i on ima 6 ciklusa duжine 5 i 2 ciklusa duжine 1, te �e se xpil karata vratiti na poqetni
raspored (to �e se desiti kad do�emo do identiqke permutacije, pa je potreban broj mexaƬa
jednak redu permutacije) ve� nakon NZS(1, 5, 5, 5, 5, 5, 5, 1) = 5 mexaƬa.

Transpozicije

Sada �emo navesti nekoliko svojstava transpozicija. ƫih smo uveli u Definiciji 1.3.4, ali
�emo ih dodatno pojasniti zbog Ƭihovog znaqaja.

Transpozicija τi,j meƬa brojeve i i j (i < j), a ostale brojeve ostavƩa na svom mestu:

τ(i) = j, τ(j) = i, i τ(k) = k za k 6= i, j.

Ako ho�emo ovu permutaciju da predstavimo kao niz brojeva, ona bi imala slede�i oblik:

12 . . . (i − 1)j(i + 1) . . . (j − 1)i(j + 1) . . . (n − 1)n.

Broj transpozicija skupa Xn iznosi
n(n − 1)

2
, jer elemente i i j koji meƬaju mesta moжemo iz

skupa Nn = {1, 2, . . . , n} odabrati na
(
n
2

)
naqina.

TEOREMA 1.3.3. Svaka permutacija se moжe predstaviti kao kompozicija identiqke
permutacije ε i transpozicija.

Ovo predstavƩaƬe kao kompozicija identiqke permutacije ε i transpozicija nije jedinstvena,
ali naredne 2 teoreme nam opisuju uslove da bi takva reprezentacija bila minimalna. Do Teoreme
1.3.4 je doxao ma�arski matematiqar Denex (ma�. j. Dénes) 1959. godine.
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TEOREMA 1.3.4. Neka su t2, t3, . . . , tn transpozicije iz Sn. Tada je proizvod tn · tn−1 · . . . · t2
cikliqna permutacija ako i samo ako graf G(t2, t3, . . . , tn) kod koga su temena 1, 2, . . . , n, dok su grane
t2, t3, . . . , tn (taqnije ako traspozicija t meƬa mesta elemenata i i j tada su qvorovi i i j povezani
granom), predstavƩa jedno stablo.

Sada �emo dati i jednu generalizaciju ovog tvr�eƬa.

TEOREMA 1.3.5. Kompozicija transpozicija je minimalne duжine ako i samo ako multigraf
koji se dobija kada granom spojimo elemente koje meƬamo u transpoziciji ne sadrжi konturu.

Permutaciju moжemo predstaviti i orijentisanim grafom. U Ƭemu postoji grana (xi, xj) ako
i samo ako je xj = p(xi). Orijentisani grafovi predstavƩaju dobru vizuelnu reprezentaciju per-
mutacije. Oni nalaze svoje mesto u metodi ,,Faktorizacija u slobodnim monoidima“ koja direktno
odgovara grafovskoj definiciji permanenta (genaratorima u slobodnom monoidu odgovaraju fak-
tori digrafa).

Sva ova predstavƩaƬa permutacija �emo dati u slede�em primeru.

PRIMER 1.3.11. Odrediti sve permutacije skupa N5 = {1, 2, 3, 4, 5} koje zadovoƩavaju uslove

−26 p(i) − i6 3 i p(i) − i 6= −1, p(i) − i 6= 2.

RexeƬe. Svaku permutaciju �emo predstaviti na Slici 1.3 kao preure�eƬe, preko dekompozicije
u disjunktne cikluse ispod toga, kao kompoziciju transpozicija u sredini i preko odgovaraju�eg
orijentisanog grafa na desnoj strani. Ima 9 takvih permutacija:

1. 1 2 3 4 5
(1)(2)(3)(4)(5)

ε

1 2 3 4 5

2. 1 2 4 5 3
(1)(2)(3, 4, 5)

τ3,4 ◦ τ4,5
1 2 3 4 5

3. 1 3 4 2 5
(1)(2, 3, 4)(5)

τ2,3 ◦ τ3,4
1 2 3 4 5

4. 1 5 4 2 3
(1)(2, 5, 3, 4)

τ2,5 ◦ τ3,5 ◦ τ3,4
1 2 3 4 5

5. 2 3 1 4 5
(1, 2, 3)(4)(5)

τ1,2 ◦ τ2,3
1 2 3 4 5

6. 2 5 1 4 3
(1, 2, 5, 3)(4)

τ1,2 ◦ τ2,5 ◦ τ3,5
1 2 3 4 5

7. 4 2 1 5 3
(1, 4, 5, 3)(2)

τ1,4 ◦ τ4,5 ◦ τ3,5
1 2 3 4 5

8. 4 3 1 2 5
(1, 4, 2, 3)(5)

τ1,4 ◦ τ2,4 ◦ τ2,3
1 2 3 4 5

9. 4 5 1 2 3
(1, 4, 2, 5, 3)

τ1,4 ◦ τ2,4 ◦ τ2,5 ◦ τ3,5

1 2 3 4 5

Slika 1.3. Permutacije skupa N5 za koje je −2 6 p(i) − i 6 3 i p(i) − i 6= −1, 2.



1.3. PERMUTACIJE 21

Generalizacija ovog primera je pojam permutacija sa ograniqeƬima.

Na osnovu prethodnog primera vidimo i kako proizvoƩnu permutaciju moжemo predstaviti kao
kompoziciju transpozicija. MeƬa�emo mesta (transpozicijama) uzastopnim elementima u svakom
od ciklusa duжine ve�e od 1.

PRIMER 1.3.12. Predstaviti permutaciju π =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
3 5 7 8 4 6 1 2 9

)

kao kompoziciju

transpozicija.

RexeƬe. U Primeru 1.3.8 smo dobili da je π = (1, 3, 7)(2, 5, 4, 8)(6)(9).

Prvi ciklus (1, 3, 7) moжemo predstaviti kao (1, 3, 7) = τ1,3 ◦ τ3,7.

Drugi ciklus (2, 5, 4, 8) moжemo predstaviti kao (2, 5, 4, 8) = τ2,5◦τ5,4◦τ4,8. Kako je uobiqajenije da
transpoziciju τ5,4 pixemo kao τ4,5 dolazimo do predstavƩaƬa ovog ciklusa: (2, 5, 4, 8) = τ2,5◦τ4,5◦τ4,8.

Kako se polazna permutacija π sastoji od ova 2 netrivijalna ciklusa (ostali ciklusi su duжine
1 i predstavƩaƬu fiksne taqke permutacije), ona se predstavƩa kao kompozicija transpozicija na
slede�i naqin: π = τ1,3 ◦ τ3,7 ◦ τ2,5 ◦ τ4,5 ◦ τ4,8.

Napomena. Ova permutacija se moжe predstaviti kao kompozicija identiqke permutacije ε i
transpozicija π = ε ◦ τ1,3 ◦ τ3,7 ◦ τ2,5 ◦ τ4,5 ◦ τ4,8, ali to je ekvivalentno predstavƩaƩe onom xto smo
dobili u prethodnom primeru (identiqka permutacija ε ne meƬa mesta nijednom elementu, pa je
moжemo izostaviti iz date kompozicije).

TEOREMA 1.3.6. Svaka permutacija p ∈ Sn moжe se predstaviti kao kompozicija transpozicija
τ1,2, τ2,3, τ3,4, . . . , τn−1,n.

Dokaz. Prvo �emo pokazati da se proizvoƩna transpozicija τp,q (p < q) moжe predstaviti kao
kompozicija datih transpozicija:

τp,q = τp,p+1 ◦ τp+1,p+2 ◦ . . . ◦ τq−2,q−1 ◦ τq−1,q ◦ τq−2,q−1 ◦ τq−3,q−2 ◦ . . . ◦ τp+1,p+2 ◦ τp+1,p.

Pokaжimo da gorƬa formula stvarno predstavƩa transpoziciju τp,q.

Pomo�u τp,p+1 ◦ τp+1,p+2 ◦ . . . ◦ τq−2,q−1 ◦ τq−1,q dovodimo element p na poziciju q, dok sve elemente
p + 1, p + 2, . . . , q − 1, q pomeramo za 1 mesto u levo. DaƩe sa τq−2,q−1 ◦ τq−3,q−2 ◦ . . . ◦ τp+1,p+2 ◦ τp+1,p

dovodimo element q (sa pozicije q− 1) na poziciju p, dok sve elemente p+1, p+2, . . . , q− 1 pomeramo
za 1 mesto u desno (tako da su oni na svojoj polaznoj poziciji). Time smo pokazali da je gorƬom
formulom bax predstavƩena transpozicija τp,q.

Teorema 1.3.3 kaжe da se svaka permutacija p ∈ Sn moжe se predstaviti kao kompozicija trans-
pozicija, pa na osnovu prethodnog sledi da se svaka permutacija p ∈ Sn moжe se predstaviti kao
kompozicija slede�ih transpozicija: τ1,2, τ2,3, τ3,4, . . . , τn−1,n.

PRIMER 1.3.13. Predstaviti permutaciju π iz Primera 1.3.12 preko transpozicija τ1,2, τ2,3,
τ3,4, . . . , τ8,9.

RexeƬe. U Primeru 1.3.12 smo dobili π = τ1,3 ◦ τ3,7 ◦ τ2,5 ◦ τ4,5 ◦ τ4,8. Na osnovu dokaza prethodne
Teoreme dobijamo:

π = (τ1,2 ◦ τ2,3 ◦ τ1,2) ◦ (τ3,4 ◦ τ4,5 ◦ τ5,6 ◦ τ6,7 ◦ τ5,6 ◦ τ4,5 ◦ τ3,4) ◦ (τ2,3 ◦ τ3,4 ◦ τ4,5 ◦ τ3,4 ◦ τ2,3) ◦ τ4,5 ◦ (τ4,5 ◦
τ5,6 ◦ τ6,7 ◦ τ7,8 ◦ τ6,7 ◦ τ5,6 ◦ τ4,5).

Napomena. Kako je τ4,5 ◦ τ4,5 = ε (xto se javƩa na kraju prvog reda prethodne formule), ovu
permutaciju moжemo prikazati i kao:

π = τ1,2 ◦ τ2,3 ◦ τ1,2 ◦ τ3,4 ◦ τ4,5 ◦ τ5,6 ◦ τ6,7 ◦ τ5,6 ◦ τ4,5 ◦ τ3,4 ◦ τ2,3 ◦ τ3,4 ◦ τ4,5 ◦ τ3,4 ◦ τ2,3 ◦ τ5,6 ◦ τ6,7 ◦ τ7,8 ◦ τ6,7 ◦ τ5,6 ◦ τ4,5.



22 1. KOMBINATORIKA

Znak permutacije

Slede�i bitan osnovni pojam vezan za permutacije je pojam inverzije, koji je direktno povezan
sa pojmom znaka permutacije, xto igra bitnu ulogu kod definicije determinante u Linearnoj
algebri, tj. u InжeƬerskoj matematici na Visokoj xkoli.

DEFINICIJA 1.3.7. Ako u permutaciji σ elementi σi i σk zadovoƩavaju σi > σk, pri qemu je
i < k, kaжemo da elementi σi i σk obrazuju inverziju. Znaqi, dva elementa u permutaciji obrazuju
inverziju, ako nam prvo ide ve�i, a zatim maƬi.

Permutacija σ je parna ukoliko je ukupan broj inverzija u Ƭoj paran, a neparna ako je ukupan
broj inverzija neparan. Znak (parnost) permutacije σ, u oznaci sgn σ, definixemo kao

sgn σ =

{
1 ako je σ parna permutacija

−1 ako je σ neparna permutacija
= (−1) broj inverzija .

Moжe se pokazati da za znak permutacije vaжi formula

sgn σ =
∏

i<j

σ(j) − σ(i)

j − i
.

PRIMER 1.3.14. Koliko inverzija obrazuje broj a) 1; b) n ako se nalazi na k–tom mestu u
permutaciji brojeva 1, 2, . . . , n?

RexeƬe. a) k − 1 (sa svim brojevima koji su pre Ƭega qini inverziju);

b) n − k (sa svim brojevima koji su posle Ƭega qini inverziju).

PRIMER 1.3.15. Permutacija bdca skupa {a, b, c, d} je parna, jer ima 4 inverzije: b i a qine prvu
(na prvom mestu je ”ve�e” slovo b, nego na qetvrtom mestu gde je ”maƬe” slovo a), d i c drugu, d i
a tre�u, a c i a qetvrtu. Svi ostali elementi ne qine inverziju.

PRIMER 1.3.16. Identiqna permutacija ǫ = 12 . . . n je parna, jer u Ƭoj nema inverzija, tj.
ukupan broj inverzija je nula (nikoja dva elementa ne qine inverziju, jer uvek ide prvo maƬi broj,
pa onda ve�i).

PRIMER 1.3.17. Permutacija n(n − 1) . . . 21 ima najvixe inverzija (svaka dva elementa u ovoj
permutaciji obrazuju inverziju): n na prvom mestu qini inverziju sa svih ostalih n − 1 brojeva,
n−1 na drugom mestu qini inverziju sa ostalih n−2 brojeva (sem n, jer smo tu ve� brojali), itd.
do 2 koji qini jednu inverziju sa 1 koji se nalazi iza Ƭega - stoga je ukupan broj inverzija u ovoj

permutaciji jednak (n − 1) + (n − 2) + . . . + 1 = n(n−1)
2 =

(
n
2

)
.

Znak ove permutacije zavisi od ostatka pri deƩeƬu broja n sa 4 – ako je n deƩivo sa 4 ili
daje ostatak 1 pri deƩeƬu sa 4 permutacija je parna, a ako daje ostatak 2 ili 3 pri deƩeƬu sa 4
permutacija je neparna.

PRIMER 1.3.18. U svakoj transpoziciji ima 2(j− i−1)+1 parova brojeva koji qine inverziju:
(j, i), (j, k), (k, i), gde je k proizvoƩan broj izme�u i i j, tj. k ∈ {i + 1, i + 2, . . . , j − 1}.

Stoga je transpozicija neparna permutacija.

Znak permutacije moжe se odrediti na 3 naqina: pomo�u inverzija (xto smo imali u Definiciji
1.3.7), na osnovu kompozicije transpozicija (Teorema 1.3.3) i preko ciklusnog zapisa (Teorema
1.3.1). Sada �emo detaƩnije opisati svaki od ovih naqina.

I Permutacija p je parna ukoliko je ukupan broj inverzija u p paran, a neparna ako je ukupan
broj inverzija u p neparan. Moжe se re�i da se znak permutacije p dobija po formuli

sgn p = (−1) broj inverzija .
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II Ukoliko se permutacija moжe predstaviti kao kompozicija parnog broja transpozicija ona
je parna, a ako se moжe predstaviti kao kompozicija neparnog broja transpozicija ona je
neparna (tj. polaze�i od polazne permutacije bitno je koliko je potrebno zamena mesta po
dva elementa da bi dobili datu permutaciju). Odnosno, imamo formulu

sgn p = (−1) broj transpozicija .

III Ukoliko je p permutacija skupa Xn (koji ima n elemenata) predstavƩena u ciklusnom zapisu
i ako taj zapis ima c razliqitih ciklusa, tada je

sgn p = (−1)n−c .

PRIMER 1.3.19. Odrediti znak permutacije σ = 2431.

RexeƬe. Ve� smo videli u Primeru 1.3.15 (slovnoj permutaciji bdca odgovara brojevna 2431) da
je ova permutacija parna - tamo smo izbrojali da ima paran broj inverzija (4).

Permutacija σ = 2431 moжe se dobiti od polazne permutacije ǫ = 1234 ako prvo zamenimo
mesta prva dva elementa (tada dobijamo permutaciju 2134), a zatim ako zamenimo mesta drugog i
qetvrtog elementa (to su 1 i 4). Stoga imamo da je permutacija σ predstavƩena preko kompozicije
transpozicija kao

σ = ε ◦ τ12 ◦ τ24.

Ovo predstavƩaƬe moжe biti i jednostavnije σ = τ12 ◦ τ24 (ali i ono ima isto 2 transpozicije).
Stoga je znak ove permutacije (−1)2 = 1, tj. ona je parna.

Ciklusni zapis ove permutacije je σ = (1, 2, 4)(3) i on ima c = 2 ciklusa. Na osnovu toga
dobijamo da je sgn σ = (−1)4−2 = 1, pa smo opet naxli da je permutacija σ parna.

Za kraj ovog dela o znaku permutacije, navex�emo strogo-formalnu (matematiqku) definiciju
pojma determinante, sa kojim ste se sreli u InжeƬerskoj matematici.

DEFINICIJA 1.3.8. Determinanta matrice A, u oznaci det(A), |A| ili det A, je suma po svim
permutacijama σ iz skupa Sn:

|A| =
∑

σ∈Sn

(sgn σ) a1 σ(1) · a2 σ(2) · . . . · an σ(n),

gde sgnσ oznaqava znak permutacije.

1.4 Neure�eni izbori – kombinacije

U ovom poglavƩu �emo se pozabaviti neure�enim izborima, tj. kombinacijama. Kasnije �emo
dati Ƭihovu vezu sa permutacijama sa ponvaƩaƬem. Na kraju �emo dati osobine binomnih koefi-
cijenata i navesti tvr�eƬe Binomne formule.

Kombinacije bez ponavƩaƬa

U prethodnim poglavƩima smo dali strogo-matematiqke definiciju pojma ure�enog izbora k
elemenata konaqnog skupa X koristili preslikavaƬe f iz ure�enog skupa {1, 2, . . . , k} u skup X.
Tako smo f(1) izabrali prvo, zatim f(2), ..., a f(k) na kraju.



24 1. KOMBINATORIKA

Kod neure�enog izbora elemenata skupa X nije vaжno koji je element izabran prvi, a koji
posledƬi, tako da nema potrebe uvoditi preslikavaƬa. Kako sada razmatramo neure�ene izbore
elemenata bez ponavƩaƬa vidimo da oni predstavƩaju k-toqlane podskupove skupa X. Neure�eni
izbori elemenata u literaturi se najqex�e nazivaju kombinacije.

DEFINICIJA 1.4.1. Neka su n>k nenegativni celi brojevi. Binomni koeficijent
(
n
k

)
moжemo

izraqunati na slede�i naqin:

(
n

k

)

=
n(n − 1)(n − 2) · . . . · (n − k + 1)

k(k − 1) · . . . · 2 · 1 =

k−1
Y

i=0

(n − i)

k!
=

n!

k! · (n − k)!
.

Dakle, binomni koeficijent
(
n
k

)
, izraqunavamo tako xto u brojiocu razlomka (gore) napixemo

k uzastopnih brojeva poqev od n, tj. n, n − 1, n − 2, . . . , n − k + 2, n − k + 1, a u imeniocu razlomka
(dole) napixemo k uzastopnih brojeva poqev od k, tj. k, k − 1, k − 2, . . . , 2, 1.

Neke vrednosti binomnih koeficijenata su
(
n
0

)
= 1,

(
n
1

)
= n i

(
n
n

)
= 1. Definicija 1.4.1 moжe da

se proxiri na sve realne vrednosti n, tako da pixemo

(−0, 5

3

)

=
(−0, 5) · (−1, 5) · (−2, 5) · (−3, 5)

4 · 3 · 2 · 1 =
35

128
= 0, 2734375.

Prethodno, nalazi primenu pri odre�ivaƬu gotovih formula za Maklorenove polinome u predmetu
InжeƬerska matematika.
Ovu definiciju moжemo da proxirimo i na negativne vrednosti k i na vrednosti n > k dogovorom
da je tako xto uvedemo da vaжi

(
n

k

)

= 0 za k < 0 i k > n.

TEOREMA 1.4.1. Broj kombinacija (neure�enih izbora) bez ponavƩaƬa k-te klase od n

elemenata, tj. broj k-toqlanih podskupova n-toqlanog skupa X, jednak je Ck
n =

(
n

k

)

.

Dakle, kad god od n objekata treba da istovremeno odaberemo k objekata, to moжemo uqiniti
na Ck

n =
(
n
k

)
naqina.

PRIMER 1.4.1. Pismeni ispit, jun2 2020.
Koliko ima troqlanih podskupova skupa {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}?

RexeƬe 1. Mogli bi da nabrajamo sve troqlane podskupove, ali bi to potrajalo:

{1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 2, 5}, {1, 2, 6}, {1, 2, 7}, {1, 2, 8}, {1, 3, 4}, {1, 3, 5}, {1, 3, 6}, {1, 3, 7}, {1, 3, 8}, . . . ,
{3, 6, 8}, {3, 7, 8}, {4, 5, 6}, {4, 5, 7}, {4, 5, 8}, {4, 6, 7}, {4, 6, 8}, {4, 7, 8}, {5, 6, 7}, {5, 6, 8}, {5, 7, 8}, {6, 7, 8}.
1 najmaƬi, 2 sredƬi, najve�i: 3, 4, 5, 6, 7, 8 (6 mogu�nosti)
1 najmaƬi, 3 sredƬi, najve�i: 4, 5, 6, 7, 8 (5 mogu�nosti)
1 najmaƬi, 4 sredƬi, najve�i: 5, 6, 7, 8 (4 mogu�nosti)
1 najmaƬi, 5 sredƬi, najve�i: 6,7, 8 (3 mogu�nosti)
1 najmaƬi, 6 sredƬi, najve�i: 7, 8 (2 mogu�nosti)
1 najmaƬi, 7 sredƬi, najve�i: 8 (1 mogu�nost)
Kada je 1 najmaƬi imamo 6 + 5 + 4 + 3 + 2 + 1 = 21 podskup.
Sliqno, kada je 2 najmaƬi imamo 5 + 4 + 3 + 2 + 1 = 15 podskupova.
Kada je 3 najmaƬi imamo 4 + 3 + 2 + 1 = 10 podskupova.
Kada je 4 najmaƬi imamo 3+2+1 = 6 podskupova ({4, 5, 6}, {4, 5, 7}, {4, 5, 8}, {4, 6, 7}, {4, 6, 8}, {4, 7, 8}).
Kada je 5 najmaƬi imamo 2 + 1 = 3 podskupa ({5, 6, 7}, {5, 6, 8}, {5, 7, 8}).
Kada je 6 najmaƬi imamo 1 podskup ({6, 7, 8}).
Ukupno imamo 21 + 15 + 10 + 6 + 3 + 1 = 56 podskupova.
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RexeƬe 2. Prema Teoremi 1.4.1 troqlani podskupovi predstavƩaju kombinacije 3. klase od 8

elemenata, C8
3 i brжe ih prebrojavamo preko binomnog koeficijenta:

(
8

3

)

=
8 · 7 · 6
3 · 2 · 1 = 56.

PRIMER 1.4.2. Xkolsko takmiqeƬe 1990. za IV razred

Na pravoj p date su redom taqke A, B, C, D, E.
Zapisati sve razliqite duжi qiji su krajevi date taqke. Koliko ima takvih duжi?

A B C D E p

RexeƬe 1. Ima ih 10: 1. AB, 2. AC, 3. AD, 4. AE, 5. BC, 6. BD, 7. BE, 8. CD, 9. CE, 10. DE.

RexeƬe 2. Oba kraja duжi moжemo istovremeno odabrati iz skupa {A,B,C,D,E} na
(
5
2

)
= 5·4

2·1 = 10
naqina, pa ima 10 duжi.

PRIMER 1.4.3. Koja je vrednost promenƩive A nakon izvrxeƬa slede�eg koda?

A := 0
for x1 := 1 to n

for x2 := x1 + 1 to n
for x3 := x2 + 1 to n

...
for xk := xk−1 + 1 to n

A := A + 1
end for
...

end for
end for

end for

RexeƬe. Poqetna vrednost promenƩive A jednaka je 0 i A se uve�ava za 1 svaki put kada se
pro�e kroz korak ugƬeжdene petƩe sa nizom brojeva x1, x2, . . . , xk takvim da je

16 x1 < x2 < . . . < xs−1 < xk 6 n.

Broj ovakvih nizova brojeva jednak je broju naqina da se k brojeva izabere bez ponavƩaƬa iz skupa
{1, 2, . . . , n}. Sada iz Teoreme 1.4.1 vidimo da �e vrednost promenƩive A nakon izvrxeƬa koda biti
jednaka

C k
n =

(
n

k

)

.

Kombinacije sa ponavƩaƬem

Ako dozvolimo ponavƩaƬe u neure�enom izboru elemenata skupa X, onda on vixe ne predstavƩa
obiqan podskup skupa X.

PRIMER 1.4.4. Koliko ima naqina da se izaberu tri novqi�a iz kase koja sadrжi novqi�e od
1, 2, 5 i 10 dinara, ukoliko redosled biraƬa novqi�a nije bitan ve� samo broj izabranih novqi�a
svake vrste i ako u kasi postoji bar tri novqi�a svake vrste?
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RexeƬe. Postoji 20 naqina, prikazanih u slede�oj tabeli:

1d 1d 1d 1d 1d 2d 1d 1d 5d 1d 1d 10d
1d 2d 2d 1d 2d 5d 1d 2d 10d

1d 5d 5d 1d 5d 10d
1d 10d 10d

2d 2d 2d 2d 2d 5d 2d 2d 10d
2d 5d 5d 2d 5d 10d

2d 10d 10d
5d 5d 5d 5d 5d 10d

5d 10d 10d
10d 10d 10d

Tabela 1.1: Izbor 3 novqi�a iz kase sa novqi�ima od 1, 2, 5 i 10 dinara.

PRIMER 1.4.5. Koliko ima naqina da se izaberu xest novqanica iz kase koja sadrжi novqanice
od 10, 20, 50, 100, 200, 500, 1000, 2000 i 5000 dinara? Kao i u prethodnom pitaƬu, i u ovom sluqaju
redosled biraƬa novqanica nije bitan, novqanice iste vrednosti se ne razlikuju, a u kasi postoji
bar deset novqanica svake vrste.

RexeƬe. Ovde je broj rexeƬa veoma veliki, tako da bi ispisivaƬe svih mogu�ih rexeƬa veoma
dugo trajalo. Zbog toga �emo razmotriti kako moжemo da odredimo jedan izbor.

Ovde redosled izabranih novqanica nije bitan (kombinacije i sa ponavƩaƬem su neure�eni
izbori) i imamo dovoƩno od svake vrste novqanica (u tekstu je dato da ima 10, a dovoƩno je
da ima bar po 6 od svake vrste). Treba da na�emo broj kombinacija sa ponavƩaƬem klase 6 od
8 elemenata.

Pretpostavimo da kasa ima devet pregrada, po jednu za svaku vrstu novqanica. Na Slici 1.4 je
ilustrovan izbor jedne novqanice od 50 dinara, dve novqanice od 200 dinara i po jedne novqanice
od 500 dinara, 1000 dinara i od 5000 dinara:

• • • • • •
10d 20d 50d 100d 200d 500d 1000d 2000d 5000d

Slika 1.4: Kasa sa markiranim izabranim novqanicama.

Na sliqan naqin, svaki izbor 6 novqanica moжemo da predstavimo pomo�u 6×• raspore�enih u
pregradama kase. Obriximo dno kase sa oznakama vrednosti novqanica, levu ivicu prve pregrade i
desnu ivicu posledƬe pregrade, pa se svaki izbor 6 novqanica moжe predstaviti pomo�u rasporeda
6 markera (•) i 8 ivica | (ukupno imamo 6 + 8 = 14 pozicija):

• • • • • •

Traжenih rasporeda ima kao i izbora 6 pozicija za • od ukupno 14 mogu�ih pozicija, xto je broj
kombinacija

(
14

6

)

=
14 · 13 · 12 · 11 · 10 · 9

6 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1 = 3003.

UopxteƬem gorƬeg pristupa moжemo dokazati slede�u teoremu.

TEOREMA 1.4.2. Broj kombinacija sa ponavƩaƬem k te klase od n elemenata jednak je

C k
n =

(
n + k − 1

k

)

.

Dokaz. Svaki neure�eni izbor k elemenata sa ponavƩaƬem skupa X, koji ima n elemenata, moжe
da se predstaviti pomo�u niza od k × • i n − 1 × |.
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Na primer, neure�eni izbor bbddd od 5 elemenata iz skupa X = {a, b, c, d} moжe da se
predstavi pomo�u niza od 5 × ∗ i 3 × |:

• • • • •

Sliqno kao i u prethodnom primeru, niz od k × • i n − 1 × | (to je ukupno k + (n − 1) = n + k − 1

pozicija), te takvih nizova ima koliko i kombinacija

(
n + k − 1

k

)

.

PRIMER 1.4.6. Na koliko naqina se 7 istih lopti moжe rasporediti u 6 razliqitih kutija?

RexeƬe. Broj mogu�ih rasporeda lopti je jednak broju kombinacija sa ponavƩaƬem klase 7 od
6 elemenata, tj.

(
7+6−1

8

)
=

(
12
7

)
= 792.

PRIMER 1.4.7. Koja je vrednost promenƩive A nakon izvrxeƬa slede�eg koda?

A := 0
for x1 := 1 to n

for x2 := x1 to n
for x3 := x2 to n

...
for xk := xk−1 to n

A := A + 1
end for
...

end for
end for

end for

RexeƬe. Poqetna vrednost promenƩive A jednaka je 0 i A se uve�ava za 1 svaki put kada se
pro�e kroz korak ugƬeжdene petƩe sa nizom brojeva x1, x2, . . . , xk takvim da je

16 x1 6 x2 6 . . .6 xk−1 6 xk 6 n.

Broj ovakvih nizova brojeva jednak je broju naqina da se izabere k brojeva sa ponavƩaƬem iz skupa
{1, 2, . . . , n}. Sada iz Teoreme 1.4.2 vidimo da �e vrednost promenƩive A nakon izvrxeƬa koda biti
jednaka

C k
n =

(
n + k − 1

k

)

.

PRIMER 1.4.8. Koliko rexeƬa ima jednaqina

x1 + x2 + . . . + xk = n,

gde su x1, x2, . . . , xk nenegativni celi brojevi?

RexeƬe. Neka je skup X = {1, 2, . . . , k}. Ako pretpostavimo da broj xi, za 16 i6k, oznaqava koliko
je puta izabran element i iz skupa X, onda vidimo da svako rexeƬe gorƬe jednaqine (x1, x2, . . . , xk)
oznaqava taqno jedan neure�eni izbor n elemenata sa ponavƩaƬem iz skupa sa k elemenata:

(x1, x1 + x2, x1 + x2 + x3 . . . , x1 + x2 + . . . + xk).

Tako�e vaжi i obratno: svaki neure�eni izbor n elemenata sa ponavƩaƬem iz skupa sa k elemenata
odre�uje taqno jedno rexeƬe (x1, x2, . . . , xk) gorƬe jednaqine.
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Stoga rexeƬa jednaqine ima koliko i ovakvih neure�enih izbora, a to je

(
k + n − 1

n

)

.

Napomena. Prema Uslovu simetriqnosti (Lema 1.6.2) iz PoglavƩa 1.7. Binomni identiteti,
imamo da je broj rexeƬa jednaqine x1 + x2 + . . . + xk = n jednak i

(
k+n−1

k−1

)
.

PRIMER 1.4.9. Na polici se nalazi n kƬiga. Na koliko naqina se moжe izabrati k kƬiga sa
police, tako da nikoje dve izabrane kƬige nisu bile susedne na polici?

RexeƬe. Neka x1 oznaqava broj kƬiga na polici ispred prve izabrane kƬige, xi, 2 6 i 6 k, broj
kƬiga na polici koje se nalaze izme�u (i−1)-ve i i-te izabrane kƬige, a xk+1 broj kƬiga na polici
iza posledƬe izabrane kƬige. S obzirom da brojevi xi, 1 6 i 6 k + 1, prebrojavaju sve neizabrane
kƬige sa police, vaжi da je

x1 + x2 + . . . + xk + xk+1 = n − k.

S druge strane, iz uslova da izabrane kƬige nisu bile susedne vidimo da vaжi

x2, x3, . . . , xk > 1,

dok je
x1, xk+1 > 0.

Da bismo izbegli ove razliqitosti, uvodimo smene yi = xi − 1, za 16 i6 k + 1. Tada su yi > 0 za
koje vaжi da je

y1 + y2 + . . . + yk+1 = (n − k + 2) − (k + 1) = n − 2k + 1.

Iz prethodnog primera znamo da je broj rexeƬa ove jednaqine

(
n − k + 1

n − 2k + 1

)

.

To je i broj mogu�ih izbora k nesusednih kƬiga sa police.

1.5 Permutacije sa ponavƩaƬem

Posebnu vrstu izbora qine permutacije familije elemenata, u kojoj se neki od elemenata sadrжe
vixe puta. Tada se mora povesti raquna kako bi se izbeglo da se isti izbor prebrojava vixe puta.
Razmotrimo slede�i problem:

PRIMER 1.5.1. Koliko razliqitih reqi, ukƩuquju�i besmislene, moжe da se sastavi od slova
reqi MATEMATIKA?

RexeƬe 1. Iako imamo 10 slova, neka su ista, tako da odgovor ovde nije 10!. Naime, sada treba
da prebrojimo permutacije familije slova u kojoj se slovo A pojavƩuje 3 puta, slova M i T po dva
puta, a slova E, I i K po jedanput. Ovakva permutacija �e biti odre�ena ukoliko znamo na koje
3 pozicije u reqi se nalaze slova A, na koje 2 pozicije slova M, na koje 2 slova T... Tri pozicije
za slova A se mogu izabrati na

(
10
3

)
naqina, a zatim se izme�u preostalih 7 pozicija 2 pozicije

za slova M mogu izabrati na
(
7
2

)
naqina. NastavƩaju�i daƩe, od preostalih 5 pozicija 2 pozicije

za slova T se mogu izabrati na
(
5
2

)
naqina, a na preostale 3 pozicije treba da ispremextamo

slova E, I i K, xto se moжe uraditi na 3! naqina. Ukupan broj traжenih permutacija jednak je
(
10
3

)
·
(
7
2

)
·
(
5
2

)
· 3! = 120 · 21 · 10 · 6 = 151 200.

RexeƬe 2. Zamislimo najpre da se sva slova u reqi razlikuju, tako da imamo 3 razliqita slova
A, 2 razliqita slova M i 2 razliqita slova T. Na primer, moжemo da ih uqinimo razliqitim
dodaju�i im indekse: M1A1T1E1M2A2T2I1K1A3. Sada imamo 10 razliqitih slova, koja moжemo da
rasporedimo na 10! razliqitih naqina. Posmatrajmo proizvoƩnu req saqiƬenu od ,,neindeksirane“
reqi MATEMATIKA, na primer AAAEIKMT. Od koliko razliqitih ,,indeksiranih“ reqi
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moжemo da dobijemo ovu req brisaƬem indeksa? Indeksi 3 slova A mogu da se rasporede na
3! naqina, indeksi 2 slova M mogu da se rasporede (nezavisno) na 2! naqina, i indeksi 2 slova
R mogu da se rasporede (nezavisno) na 2! naqina i konaqno za po jedno slovo E, I i K imamo
po 1! mogu�nosti. Prema tome, req AAAEIKMT, kao i bilo koju drugu req dobijenu od reqi
MATEMATIKA, moжemo da indeksiramo na 3! · 2! · 2! · 1! · 1! · 1! naqina. Broj neindeksiranih reqi,

xto je i rexeƬe problema, jednak je
10!

3! · 2! · 2! · 1! · 1! · 1!
.

UopxtavaƬem RexeƬa 1 predstavƩaƬem 3! kao 3! =
(
3
1

)
·
(
2
1

)
·
(
1
1

)
, dobijamo slede�u teoremu.

TEOREMA 1.5.1. Broj permutacija familije sa n elemenata, u kojoj se prvi element sadrжi
n1 puta, drugi element n2 puta, . . . , a k-ti element nk puta (pri tome vaжi n1 + n2 + . . . + nk = n),
jednak je

(
n

n1

)(
n − n1

n2

)(
n − n1 − n2

n3

)

· . . . ·
(

n − n1 − . . . − nk−2

nk−1

)

·
(

nk

nk

)

.

Dokaz. Primetimo da postoji
(

n
n1

)
naqina da se n1 kopija prvog elementa rasporedi izme�u

n pozicija u permutaciji. Nakon toga preostaje n− n1 slobodnih pozicija, izme�u kojih n2 kopija
drugog elementa moжe da se rasporedi na

(
n−n1

n2

)
naqina, ostavƩaju�i n−n1−n2 slobodnih pozicija.

NastavƩaju�i na ovaj naqin raspore�ivaƬe kopija elemenata, moжemo da vidimo da �e na kraju
kopije k-tog elementa mo�i da se rasporede na

(
n−n1−...−nk−1

nk

)
=

(
nk

nk

)
= 1 naqina. Po Principu

proizvoda, broj traжenih permutacija je jednak

(
n

n1

)(
n − n1

n2

)(
n − n1 − n2

n3

)

· . . . ·
(

n − n1 − . . . − nk−2

nk−1

)

·
(

nk

nk

)

.

Iz 2 rexeƬa prethodnog primera uspostavi�emo vezu izme�u broja permutacija sa ponavƩaƬem
koje smo prebrojali na 2 razliqita naqina.

TEOREMA 1.5.2. Za binomne koeficijente vaжi slede�a jednakost

(
n

n1

)(
n − n1

n2

)(
n − n1 − n2

n3

)

· . . . ·
(

nk

nk

)

=
n!

n1! · n2! · n3! · . . . · nk!
.

Dokaz. Pomo�u Faktorijelne reprezentacije binomnih koeficijenata (Lema 1.6.1 iz poglavl-
ja 1.6. Osobine binomnih koeficijenta) mogu�e je prikazati polinomne koeficijente na znatno
jednostavniji naqin:

(
n

n1, n2, . . . , nk

)

=

(
n

n1

)(
n − n1

n2

)(
n − n1 − n2

n3

)

· . . . ·
(

n − n1 − · · · − nk−1

nk

)

=
n!

n1!(n − n1)!
· (n − n1)!

n2!(n − n1 − n2)!
· (n − n1 − n2)!

n3!(n − n1 − n2 − n3)!
·

. . . · (n − n1 − . . . − nk−1)!

nk!(n − n1 − . . . − nk−1 − nk)!
=

n!

n1! · n2! · n3! · . . . · nk!
.

Kako bismo izbegli stalno ponavƩaƬe dugaqkog proizvoda binomnih koeficijenata iz prethod-
ne teoreme, ili razlomka sa faktorijalima iz prethodne leme, uvex�emo slede�u definiciju
polinomnih koeficijenata (ponegde se nazivaju i multinomijalni koeficijenti).

DEFINICIJA 1.5.1. Neka vaжi n1+n2+. . .+nk = n. Tada se polinomni koeficijent
(

n
n1,n2,...,nk

)

definixe pomo�u
(

n

n1, n2, . . . , nk

)

=
n!

n1! · n2! · n3! · . . . · nk!
.



30 1. KOMBINATORIKA

PRIMER 1.5.2. Ana, Bojana, Vesna i Gordana igraju tabli�. Na koliko naqina se Ƭima moжe
podeliti po 6 karata i na talon izbaciti 4 karte iz standardnog xpila od 52 karte?

RexeƬe. Na poqetku deƩeƬa 4 karte idu na talon i Ƭih moжemo odabrati na
(
52
4

)
. Ani se 6

karata moжe podeliti na
(
48
6

)
naqina (nakon izbacivaƬa 4 na talon u xpilu je ostalo 52 − 4 = 48

karata). Bojani se tada pet karata moжe podeliti na
(
42
6

)
naqina (nakon podele karata Ani u

xpilu je ostalo 48− 6 = 42 karata. Vesni se 6 karata moжe podeliti na
(
36
6

)
naqina. Gordani se 6

karata moжe podeliti na
(
30
6

)
naqina. Preostale 24 karte ostaju na stolu. Po principu proizvoda,

ukupan broj razliqitih deƩeƬa je jednak

(
52

4, 6, 6, 6, 6, 24

)

=

(
52

4

)

·
(

48

6

)

·
(

42

6

)

·
(

36

6

)

·
(

30

6

)

·
(

24

24

)

= 270725 · 12271512 · 5245786 · 1947792 · 593775 · 1

= 20 155 867 493 649 826 939 163 523 360 000.

Prethodni primer predstavƩa primer izbora u kome razliqite objekte treba smestiti u
razliqite kutije: razliqiti objekti su 52 karte iz xpila, a 6 razliqitih kutija se koristi
za karte na talonu, karte svake od 4 devojke, kao i za ostatak xpila.

TEOREMA 1.5.3. Broj naqina da se n razliqitih objekata smesti u k razliqitih kutija, tako
da se u kutiji i nalazi ni objekata za 16 i6 k, pri qemu je n1 + n2 + . . . + nk = n, jednak je

(
n

n1, n2, . . . , nk

)

.

1.6 Osobine binomnih koeficijenata

Binomni koeficijenti

(
n

k

)

imaju veliki broj primena i jedan su od najvaжnijih kombinatornih

pojmova. U ovom poglavƩu �emo prouqiti neke od Ƭihovih osnovnih osobina, koje uglavnom ne�emo
pokazivati. Koga zanimaju dokazi, mogu ih na�i u u
beniku [17].

FAKTORIJELNA REPREZENTACIJA

Binomni koeficijenti se najjednostavnije predstavƩaju pomo�u faktorijela.

TEOREMA 1.6.1. Faktorijelna reprezentacija. Za cele brojeve n i k, takve da je n > k > 0,
vaжi

(1.3)

(
n

k

)

=
n!

k!(n − k)!
.

USLOV SIMETRIQNOSTI

Pomo�u (1.3) lako se dokazuje i slede�e tvr�eƬe.

TEOREMA 1.6.2. Uslov simetriqnosti. Za svaki ceo broj n> 0 i svaki ceo broj k vaжi

(1.4)

(
n

k

)

=

(
n

n − k

)

.
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Dokaz. Iz jednakosti (1.3) dobijamo
(

n

k

)

=
n!

k!(n − k)!
=

n!

(n − k)!k!
=

n!

(n − k)!(n − (n − k))!
=

(
n

n − k

)

.

Kombinatorno, jednakost (1.4) znaqi da je broj k-toqlanih podskupova skupa X sa n elemenata
jednak broju podskupova sa n − k elemenata. Ovo se moжe proveriti i direktno — dovoƩno je
svakom k-toqlanom podskupu dodeliti Ƭegov komplement u X.

ADICIONA FORMULA

Pomo�u (1.3) je tako�e mogu�e dokazati i slede�e tvr�eƬe.

TEOREMA 1.6.3. Adiciona formula. Za cele brojeve n i k vaжi

(1.5)

(
n

k

)

=

(
n − 1

k

)

+

(
n − 1

k − 1

)

.

Jednakost (1.5) se u stranoj literaturi naziva Paskalov identitet (eng. Pascal’s identity). Jedan
od glavnih razloga za to je xto je blisko povezana sa tzv. Paskalovim trouglom, koji je predstavƩen
u Tabeli 1.2.

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
...

...

Tabela 1.2: Paskalov trougao.

Paskalov trougao se dobija tako xto se poqne sa redom koji sadrжi samo broj 1, a zatim se
svaki slede�i red dobija tako xto se ispod svakog para uzastopnih brojeva u prethodnom redu
napixe Ƭihov zbir, i na kraju se na oba kraja novog reda stavi broj 1 (1 i nixta daje 1).

U Paskalovom trouglu (n + 1)-vi red sadrжi binomne koeficijente
(
n
0

)
,

(
n
1

)
, . . . ,

(
n
n

)
. Paskalov

trougao omogu�ava i da se proizvoƩan binomni koeficijent izraquna koriste�i samo sabiraƬe:
za

(
n
k

)
treba izraqunati samo one vrednosti koje se u Paskalovom trouglu nalaze gore levo i gore

desno od tog binomnog koeficijenta.

BINOMNA TEOREMA

Najvaжnije svojstvo binomnih koeficijenata iskazano je u slede�oj teoremi. Ona se qesto
naziva i Binomni razvoj ili Razvoj stepena binoma, dok se sama formula (1.6) naziva Binomna
formula.

TEOREMA 1.6.4. Binomna teorema. Za svaki nenegativni ceo broj n vaжi

(1.6) (x + y)n =

n∑

k=0

(
n

k

)

xn−kyk

(ovo je jednakost dva polinoma sa promenƩivama x i y, pa vaжi za proizvoƩne x i y).
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PRIMER 1.6.1. Kako glasi izraz (a + b)4 u razvijenom obliku?

RexeƬe. Iz Binomne teoreme dobijamo da je

(a + b)4 =

4∑

k=0

(
4

k

)

akb4−k =

(
4

0

)

a4 +

(
4

1

)

a3b +

(
4

2

)

a2b2 +

(
4

3

)

ab3 +

(
4

4

)

b4

= a4 + 4a3b + 6a2b2 + 4ab3 + b4.

Primetimo da se koeficijenti 1 4 6 4 1 u Binomnom razvoju javƩaju kao 5-ta vrsta u Paskalovom
trouglu. Uopxte, imamo da za razvoj (a + b)n koristimo (n + 1)-vu vrstu (tj. onu vrstu koja poqiƬe
sa 1 i n) u Paskalovom trouglu (pri qemu se stepeni uz a smaƬuju, a uz b pove�avaju).

PRIMER 1.6.2. Koji je koeficijent uz x10y12 u razvoju izraza (x + y)22?

RexeƬe. Iz Binomne teoreme sledi da je ovaj koeficijent jednak

(
22

10

)

=
22!

10!12!
= 646 646.

PRIMER 1.6.3. Koji je koeficijent uz x10y12 u razvoju izraza (3x − 2y)22?

RexeƬe. Najpre, primetimo da je ovaj izraz jednak
(
3x + (−2y)

)22
. Sada iz Binomne teoreme

sledi da je

(
3x + (−2y)

)22
=

22∑

k=0

(
22

k

)

(3x)k(−2y)22−k.

Sabirak x10y12 u ovom izrazu se dobija za k = 10, i Ƭegov koeficijent je jednak

(
22

10

)

310(−2)12 =
22!

10!12!
310212 = 156 400 843 382 784.

Ako u Binomnoj teoremi stavimo y = 1 tada dobijamo vaжan specijalni sluqaj

(1.7) (1 + x)n =

n∑

k=0

(
n

k

)

xk.

Pomo�u Binomne teoreme moжemo da dokaжemo mnoge identitete sa binomnim koeficijentima.
Ovim poslom �emo se vixe baviti u slede�em odeƩku, a ovde �emo navesti samo jox dva identiteta.

POSLEDICA. 1.6.5. Za nenegativan ceo broj n vaжi

n∑

k=0

(
n

k

)

= 2n.

Dokaz. Koriste�i Binomnu teoremu sa x = 1 i y = 1 dobijamo

2n = (1 + 1)n =
n∑

k=0

(
n

k

)

1n−k · 1k =
n∑

k=0

(
n

k

)

.

Ova posledica ima i interesantan kombinatorni dokaz. U tu svrhu prebroja�emo sve pod-
skupove skupa X sa n elemenata na dva naqina. S jedne strane, X ima 2n razliqitih podskupova
(Teorema 1.2.2). S druge strane, za svako k = 0, 1, . . . , n, skup X ima

(
n
k

)
podskupova sa taqno

k elemenata. Zbog toga,
n

X

k=0

(
n
k

)
tako�e predstavƩa ukupan broj podskupova skupa X, pa stoga vaжi

jednakost iz tvr�eƬa.
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POSLEDICA. 1.6.6. Za nenegativan ceo broj n vaжi

n∑

k=0

(−1)k

(
n

k

)

= 0.

Dokaz. StavƩaƬem x = 1 i y = −1 u Binomnu teoremu dobijamo

0 = 0n =
(
1 + (−1)

)n
=

∑

k=0

(
n

k

)

1n−k(−1)k =
∑

k=0

(−1)k

(
n

k

)

.

SabiraƬem, odnosno oduzimaƬem, identiteta iz prethodne dve posledice dobijamo da vaжe i
slede�e jednakosti:

(
n

0

)

+

(
n

2

)

+

(
n

4

)

+ . . . = 2n−1 =

(
n

1

)

+

(
n

3

)

+

(
n

5

)

+ . . . .

POLINOMNA TEOREMA

Podsetimo se da za polinomne koeficijente vaжi Lema 1.5.2, tj.

(
n

n1, n2, . . . , nk

)

=
n!

n1! · n2! · n3! · . . . · nk!
.

S obzirom da polinomni koeficijenti uopxtavaju binomne koeficijente, mogu�e je dokazati i
slede�e tvr�eƬe.

TEOREMA 1.6.7. Polinomna teorema. Za proizvoƩne realne brojeve x1, x2, . . . , xm i za svaki
prirodan broj n> 1 vaжi

(x1 + x2 + . . . + xm)n =
∑

k1 + . . . + km = n
k1, . . . , km > 0

(
n

k1, k2, . . . , km

)

xk1

1 xk2

2 · . . . · xkm
m .

PRIMER 1.6.4. Kako glasi izraz (x + y + z)3 u razvijenom obliku?

RexeƬe. Po Polinomnoj teoremi imamo da vaжi

(x + y + z)3 =
(

3
3,0,0

)
x3 +

(
3

0,3,0

)
y3 +

(
3

0,0,3

)
z3 +

(
3

2,1,0

)
x2y +

(
3

2,0,1

)
x2z +

(
3

1,2,0

)
xy2 +

(
3

0,2,1

)
y2z +

(
3

1,0,2

)
xz2 +

(
3

0,1,2

)
yz2 +

(
3

1,1,1

)
xyz

=
3!

3!0!0!
x3 +

3!

0!3!0!
y3 +

3!

0!0!3!
z3 +

3!

2!1!0!
x2y +

3!

2!0!1!
x2z +

3!

1!2!0!
xy2 +

3!

0!2!1!
y2z +

3!

1!0!2!
xz2 +

3!

0!1!2!
yz2 +

3!

1!1!1!
xyz

= x3+y3+z3+3x2y+3x2z+3xy2+3y2z+3xz2+3yz2+6xyz.

PRIMER 1.6.5. Prijemni ispit za ETF 2021.

Koliko ima sabiraka u razvijenom obliku izraza (a + b + c)
10?

RexeƬe. Broj qlanova jednak je broju rexeƬa jednaqine k1+k2+k3 = 10, k1, k2, k3>0, u Polinomnoj
formuli. To smo ve� uradili u Primeru 1.4.8, pa je to

(
3+10−1

10

)
=

(
12
10

)
=

(
12
2

)
= 12·11

2·1 = 66.
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Desna strana Polinomne formule obiqno ima dosta sabiraka, s obzirom da se sabira po svim
predstavƩaƬima broja n pomo�u m sabiraka, ali se ova teorema ionako najqex�e koristi kako
bismo odredili koeficijent uz neki odre�eni qlan.

PRIMER 1.6.6. Koji je koeficijent uz qlan x2y3z5 u razvoju izraza (x + y − z)10?

RexeƬe. PrimeƬuju�i Polinomnu teoremu na izraz
(
x + y + (−z)

)10
vidimo da je traжeni

koeficijent jednak
(

10

2, 3, 5

)

(−1)5 = −2 520,

gde qinilac (−1)5 dolazi iz proizvoda x2y3(−z)5.

IZVLAQEƫE IZ ZAGRADA

TEOREMA 1.6.8. Za ceo broj k 6= 0 i proizvoƩan broj n, n 6= k, vaжi

(1.8)

(
n

k

)

=
n

k

(
n − 1

k − 1

)

=
n

n − k

(
n − 1

k

)

.

SUMACIONA FORMULA

TEOREMA 1.6.9. Za cele brojeve n i m, n,m> 0 vaжi

(1.9)

n∑

k=0

(
r + k

k

)

=

(
r

0

)

+

(
r + 1

1

)

+ . . . +

(
r + n

n

)

=

(
r + n + 1

n

)

,

(1.10)

n∑

k=0

(
k

m

)

=

(
0

m

)

+

(
1

m

)

+ . . . +

(
n

m

)

=

(
n + 1

m + 1

)

.

Jednakost (1.10) se qesto pojavƩuje u primenama.
Na primer, za m = 1 dobijamo formulu za zbir prvih n prirodnih brojeva (koji se moжe

iskoristiti i za odre�ivaƬe zbira aritmetiqke progresije):

(
0

1

)

+

(
1

1

)

+ . . . +

(
n

1

)

= 0 + 1 + . . . + n =

(
n + 1

2

)

=
(n + 1)n

2
.

Pretpostavimo da жelimo da na�emo zbir 12 + 22 + . . . + n2. Ako primetimo da je k2 = 2
(
k
2

)
+

(
k
1

)
,

tada dobijamo da je
n∑

k=0

k2 =

n∑

k=0

(

2

(
k

2

)

+

(
k

1

))

= 2

(
n + 1

3

)

+

(
n + 1

2

)

.

RexeƬe, koje smo dobili u binomnim koeficijentima, moжemo da vratimo u uobiqajenu notaciju:

12 + 22 + . . . + n2 = 2 (n+1)n(n−1)
6 + (n+1)n

2 = 1
6n(n + 1)(2n + 1).

Napomena. Zbir 13 + 23 + . . . + n3 moжe da se dobije na sliqan naqin, jer svaki polinom
a0 +a1k +a2k

2 + . . .+amkm moжe da se izrazi u obliku b0

(
k
0

)
+ b1

(
k
1

)
+ . . .+ bm

(
k
m

)
za pogodno izabrane

koeficijente b0, b1, . . . , bm.
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NEGACIJA GORƫEG INDEKSA

TEOREMA 1.6.10. Za svaki ceo broj k i proizvoƩan broj n vaжi

(1.11)

(−n

k

)

= (−1)k

(
n + k − 1

k

)

.

Negacija gorƬeg indeksa je qesto korisna pri raznim sumiraƬima binomnih koeficijenata.

PRIMER 1.6.7. Dokazati sumacionu formulu

(1.12)
n∑

k=0

(−1)k

(
r

k

)

=

(
r

0

)

−
(

r

1

)

+ . . . + (−1)n

(
r

n

)

= (−1)n

(
r − 1

n

)

.

RexeƬe. Koriste�i redom negaciju gorƬeg indeksa (1.11) i prvu sumacionu formulu (1.9)
dobijamo

n∑

k=0

(−1)k

(
r

k

)

=

n∑

k=0

(−r + k − 1

k

)

=

(−r + n

n

)

= (−1)n

(
r − 1

n

)

.

POJEDNOSTAVƨIVAƫE PROIZVODA

TEOREMA 1.6.11. Za sve cele brojeve m i k i proizvoƩan broj n vaжi

(1.13)

(
n

m

)(
m

k

)

=

(
n

k

)(
n − k

m − k

)

.

SUME PROIZVODA

Jednakosti u slede�em tvr�eƬu se koriste kada treba sumirati proizvod dva binomna
koeficijenta u kojima se sumacioni indeks k nalazi na doƬem mestu.

TEOREMA 1.6.12. Za svaki ceo broj n i svaki ceo broj r > 0 vaжi

(1.14)
∑

k

(
r

k

)(
s

n − k

)

=

(
r + s

n

)

,

(1.15)
∑

k

(
r

k

)(
s

n + k

)

=

(
r + s

r + n

)

.

Sada �emo na nekoliko primera pokazati kako se ova lema moжe iskoristiti pri radu sa nekim
binomnim identitetima.

PRIMER 1.6.8. Ako je r nenegativni ceo broj, koja je vrednost izraza
∑

k

(
r

k

)(
s

k

)

k?

RexeƬe. IzvlaqeƬem iz zagrada (Lema 1.6.8) moжemo da se oslobodimo spoƩaxƬeg k:

∑

k

(
r

k

)(
s

k

)

k =
∑

k

(
r

k

)(
s − 1

k − 1

)
s

k
k = s

∑

k

(
r

k

)(
s − 1

k − 1

)

.



36 1. KOMBINATORIKA

Sada moжe da se primeni jednakost (1.15) sa n = −1. KrajƬe rexeƬe je

∑

k

(
r

k

)(
s

k

)

k = s

(
r + s − 1

r − 1

)

.

PRIMER 1.6.9. Dokazati da vaжi
n∑

k=0

(
n

k

)2

=

(
2n

n

)

.

RexeƬe. Za dokaz koristimo Uslov simetriqnosti (Lema 1.6.2) i jednakost (1.14) sa r = n, s = n:

n∑

k=0

(
n

k

)2

=

n∑

k=0

(
n

k

)(
n

n − k

)

=

(
2n

n

)

.

1.7 Jedan ilustrativan primer

Za kraj, kao ilustraciju svega xto smo radili u prethodna 3 poglavƩa uradi�emo slede�i
primer.

PRIMER 1.7.1. Koliko ima prirodnih brojeva maƬih od milion u kojima se javƩa cifra 8?

RexeƬe. Uradi�emo poopxteƬe za brojeve maƬe od 10n i traжeni broj brojeva �emo oznaqiti sa
an. Skup cifara je C = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, a S = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9} je skup cifara bez osmice.
Brojevima koji imaju k < n cifara dopisa�emo na poqetku n − k nula i taj naqin smo sve brojeve
maƬe od 10n (ukƩuquju�i i 0) sveli na ure�ene n–torke elemenata iz C (varijacije sa ponavƩaƬem
od n elemenata skupa C).

RexeƬe I: Brojeva sa taqno k osmica ima
(
n
k

)
· 9n−k: na

(
n
k

)
naqina moжemo odabrati tih k mesta na

kojima su osmice, a na ostalih n − k mesta moжe biti bilo koja od ostalih cifara, odnosno tu se
nalazi cifra iz skupa S i svaku od Ƭih moжemo odabrati na 9 razliqitih naqina (po principu
proizvoda sve moжemo odabrati na 9n−k naqina). Traжeni brojevi mogu imati 1, 2, . . . , n osmica, te

po principu zbira dobijamo da ih ima an =

n∑

k=1

(
n

k

)

9n−k =

n∑

k=0

(
n

k

)

9n−k −9n = (9+1)n −9n = 10n −9n

(pri odre�ivaƬu ove sume smo koristili Binomnu formulu). Za konkretno n = 6 dobijamo da ovih
brojeva ima 468 559.

RexeƬe II: Ukoliko je prva cifra 8 sleva na prvom mestu, na ostalim mestima moжe biti bilo koja
cifra (iz |C| = 10), pa takvih brojeva ima 10n−1. Ukoliko je prva cifra 8 sleva na drugom mestu,
na prvom mestu moжe biti bilo koja cifra iz S (|S| = 9), 8 je na drugom, a na ostalim mestima moжe
biti bilo koja cifra, pa takvih brojeva ima 9·1·10n−2. . . . Ukoliko je prva cifra 8 sleva na k–
tom mestu, na prvih (k−1) mesta moжe biti bilo koja cifra iz S, 8 je na k–tom, a na ostalim mestima
moжe biti bilo koja cifra, pa takvih brojeva ima 9k ·1·10n−k−1. . . . Ako je 8 samo na posledƬem
mestu onda takvih brojeva ima 9n−1. Kako su ovi doga�aji disjunktni po principu zbira dobijamo
da traжenih brojeva ima an = 10n−1+9·10n−2+. . .+9n−1 = (10n−1+9·10n−2+. . .+9n−1)·(10−9) = 10n−9n.

RexeƬe III (Pomo�u komplementa): Ukupno prirodnih brojeva maƬih od 10n (ukƩuquju�i i 0) ima
taqno 10n - koliko i varijacija sa ponavƩaƬem skupa C od n elemenata. Brojeva maƬih od 10n koji
ne sadrжe cifru 8 (ukƩuquju�i i 0) ima taqno 9n - koliko i varijacija sa ponavƩaƬem skupa S od
n elemenata. Razlika 10n − 9n predstavƩa broj prirodnih brojeva sa najvixe n cifara, kod kojih
se, kada su napisani u dekadnom sistemu, javƩa cifra 8, tj. an = 10n − 9n.

RexeƬe IV (Princip ukƩuqeƬa i iskƩuqeƬa): Oznaqimo sa Ai skup n–tocifrenih brojeva koji
imaju cifru 8 na i–tom mestu (za razliku od rexeƬa II, ovde to nije prvo pojavƩivaƬe cifre 8, nego
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bilo koje, tako da skupovi Ai nisu disjunktni). |Ai| = 10n−1 jer na i–tom mestu imamo fiksiranu
cifru 8, a na svakom od ostalih moжemo uzeti proizvoƩnu cifru. Za i 6= j je |Ai ∩ Aj | = 10n−2

(sliqno na i–tom i j–tom mestu imamo osmice, a na ostalim su proizvoƩne cifre). . . . Kako

je A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An =
{

88 . . . 8
︸ ︷︷ ︸

n

}

imamo da je |A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An| = 1. Kada ovo sve uvrstimo u

formulu ukƩuqeƬa i iskƩuqeƬa i sa obzirom na qiƬenicu da t skupova qiji presek traжimo
moжemo odabrati na

(
n
t

)
naqina dobijamo:

an = |A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An| =
∑

16i6n

|Ai| −
∑

16i<j6n

|Ai ∩ Aj | + . . . + (−1)n−1|A1 ∩ A2 ∩ . . . ∩ An|

=

(
n

1

)

· 10n−1 −
(

n

2

)

· 10n−2 +

(
n

3

)

· 10n−3 − . . . + (−1)n−1

(
n

n

)

· 1

= 10n − (

(
n

0

)

· 10n −
(

n

1

)

· 10n−1 +

(
n

2

)

· 10n−2 + . . . + (−1)n

(
n

n

)

· 1) = 10n − (10 − 1)n = 10n − 9n.

RexeƬe V (Pomo�u rekurentnih nizova): Na�imo vezu broja (n + 1)–cifrenih brojeva koji zado-
voƩavaju uslov zadatka, an+1, i n–tocifrenih, an. Ako se u posledƬih n cifara nalazi cifra 8
(takvih brojeva ima an) onda za novu, (n + 1)–vu, moжemo uzeti bilo koju cifru iz C, tj. takvih
brojeva ima 10 · an. Ako se u posledƬih n cifara ne nalazi cifra 8 (takvih brojeva ima 9n –
varijacije skupa S) onda (n + 1)–va mora biti 8, tj. takvih brojeva ima 1 · 9n. Tako smo doxli do
nehomogene linearne rekurentne veze

an+1 = 10an + 9n, sa poqetnim uslovom a1 = 1(∗)

(jednocifrenih brojeva koji sadrжe cifru 8 ima samo jedan: 8). Ako u (∗) zamenimo svako n sa
n + 1 dobijamo an+2 = 10an+1 + 9n+1 i ako od ove jednaqine oduzmemo (∗) pomnoжenu sa 9, dobijamo
linearnu homogenu rekurentnu vezu

an+2 − 19an+1 + 90an = 0, sa poqetnim uslovima a1 = 1, a2 = 19(∗∗)

(drugi poqetni uslov dobijamo iz (∗) za n = 1 ili prostim prebrojavaƬem: 8,18,28,. . . ,
78,80,81,82,. . . , 89,98 – ima ih 19). Karakteristiqna jednaqina za (∗∗) je t2 − 19t + 90 = 0 i Ƭene
nule su t1 = 10 i t2 = 9, pa je opxte rexeƬe jednaqine (∗∗), a samim tim i (∗), an = C1 · 10n + C2 · 9n,
gde konstante C1 i C2 odre�ujemo iz poqetnih uslova: a1 = 1 = 10C1 + 9C2 i a2 = 19 = 100C1 + 81C2.
RexavaƬem ovog sistema dobijamo C1 = 1 i C2 = −1, odnosno traжenih brojeva ima an = 10n − 9n.

RexeƬe VI (Kompjuterski program):

program brojanje;
var n,c: integer;

m,b,s: longint;
p: Boolean;

begin
writeln(’Program trazi koliko ima prirodnih brojeva manjih od 10^n u kojima se javlja cifra 8.’);
write(’Unesite broj n’);
readln(n);
s:=0;
for m:=1 to 10^n-1 do

begin
b:=m; p:=false;
repeat
c:=b mod 10;
if c=8 then p:=true

else b:=b div 10;
until (b=0) or p;
if p then s:=s+1;
end;

writeln(’Trazenih brojeva ima ’,s);
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Napomena. RexeƬe V (Pomo�u rekurentnih nizova) izlazi van ovog kursa Diskretne matematike,
ali se rad sa rekurentnim jednaqinama qesto nalazi u osnovnim kursevima Diskretne matematike
u svetu. Zbog toga smo u ovom primeru naveli i ovo rexeƬe, kao ilustraciju te materije.

1.8 RazbijaƬa broja – particije i kompozicije

Particije prirodnog broja, zajedno sa kompozicijama i particijama skupa (koje ne�emo obra-
diti u ovoj kƬizi), predstavƩaju izuzetno vaжne kombinatorne objekte, ali koji se ne pomiƬu u
standardnoj sredƬoxkolskoj matematici. Postoje i cele kƬige koje se bave Ƭima — ameriqki
matematiqar �or
 Endrius autor je 2 kƬige koje su posve�ene particijama: [2] i [3].

Particije

Particije u svom korenu imaju englesku req part (deo), ali se kod nas ovaj pojam ne prevodi.
Tako�e u celom ovom poglavƩu za delove particije mi �emo koristiti izraz sabirak (kod particija
i kompozicija prirodnog broja), odnosno podskup (kod particija skupa).

Za ukupan broj particija prirodnog broja n koristi�emo oznaku p (n), a sa p (n | P) oznaqava�emo
broj particija prirodnog broja n koje imaju neko svojstvo P. Samokonjugovane particije �emo
oznaqavati sa s.k. a sa n.s. �emo oznaqavati najve�i sabirak u datoj particiji. Izuzetno, svojstva
vezana za informacije o broju sabiraka �emo stavƩati u indeks, npr. broj particija koje imaju
taqno k sabiraka �emo oznaqavati sa p k(n), ako ima najvixe k sabiraka to �emo oznaqavati sa
p6k(n), a particije koje imaju taqno m razliqitih sabiraka �emo oznaqavati sa pm(n | 6=). Isto,
za kompozicije prirodnog broja n �emo koristiti oznake koje poqiƬu sa c, poput c (n), c (n | P), ...

DEFINICIJA 1.8.1. Particija π broja n, n ∈ N, na k sabiraka, k > 1, je familija
π = {a1, a2, . . . , ak}, takva da vaжi ai ∈ N za svako i = 1, 2, . . . , k i

n = a1 + a2 + . . . + ak.

Ako particija π = {a1, a2, . . . , ak} sadrжi αi sabiraka jednakih i, i = 1, 2, . . . , k, tada particiju π
zapisujemo na slede�i naqin

π = [1α1 2α2 . . . nαn ].

Nesre�na okolnost je da za particije u skra�enoj notaciji koristimo multiplikativne oznake
(ali te oznake su se ustalile u literaturi svuda u svetu), iako je particija u stvari suma (tj.
aditivna dekompozicija). Tako [23] je particija broja 6, koja znaqi da smo 6 predstavili kao sumu
tri dvojke. Tako�e, radi ve�e preglednosti umesto k1 pisa�emo samo k.

Osnovna razlika izme�u particija i kompozicija je xto je kod kompozicija bitan redosled
sabiraka, dok kod particija nije.

Tako, npr. particiji 1 + 2 + 2 + 5, koju moжemo zapisati i kao [1 22 5], odgovara
(

4
1,2,1

)
= 12

kompozicija iz Primera 1.8.4.

Naжalost, za particije prirodnih brojeva ne postoji eksplicitna formula kao za kompozicije,
ali zato moжemo da odredimo brojeve particija pomo�u rekurentnih veza.

TEOREMA 1.8.1. Neka je p k(n) broj particija n na k sabiraka. Tada je

p k(n) = pk(n − k) + pk−1(n − k) + . . . + p1(n − k).



1.8. RAZBIJAƫA BROJA – PARTICIJE I KOMPOZICIJE 39

Ovo tvr�eƬe moжemo iskoristiti da izraqunamo ukupan broj particija p (n) broja n. Sliqno
kao u dokazu Teoreme 1.8.3, vidimo da particije broja n mogu imati od k = 1 do k = n sabiraka.
Stoga vaжi formula za broj particija

p (n) =
n∑

k=1

p k(n).

PRIMER 1.8.1. Izraqunajmo vrednosti p (n), za 16 n6 16.

RexeƬe. Prvih 16 vrednosti funkcije broja particija p (n) je dato u Tabeli 1.3. Ovi brojevi
qine niz A000041 u Enciklopediji celobrojnih nizova [15].

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
p (n) 1 2 3 5 7 11 15 22 30 42 56 77 101 135 176 231

Tabela 1.3: Broj particija p (n) prirodnog broja n.

Do ovih vrednosti moжemo do�i korix�eƬem prethodno date formule ili prostim prebrojavaƬem
svih mogu�ih particija. Tako, za prvih nekoliko vrednosti broja n imamo:

1, 2 = 1 + 1, 3 = 2 + 1 = 1 + 1 + 1,

4 = 3 + 1 = 2 + 2 = 2 + 1 + 1 = 1 + 1 + 1 + 1.

Primetimo da je zbog ovoga p1(4) = 1, p2(4) = 2, p3(4) = 1 i p4(4) = 1.

5 = 4 + 1 = 3 + 2 = 3 + 1 + 1 = 2 + 2 + 1 = 2 + 1 + 1 + 1 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1,

6 = 5 + 1 = 4 + 2 = 4 + 1 + 1 = 3 + 3 = 3 + 2 + 1 = 3 + 1 + 1 + 1

= 2 + 2 + 2 = 2 + 2 + 1 + 1 = 2 + 1 + 1 + 1 + 1 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1.

Ove particije moжemo zapisati i kao [6], [5 1], [4 2], [4 12], [32], [3 2 1], [3 13], [23], [22 12], [2 14], [16].

7 = 6 + 1 = 5 + 2 = 5 + 1 + 1 = 4 + 3 = 4 + 2 + 1 = 4 + 1 + 1 + 1

= 3 + 3 + 1 = 3 + 2 + 2 = 3 + 2 + 1 + 1 = 3 + 1 + 1 + 1 + 1

= 2 + 2 + 2 + 1 = 2 + 2 + 1 + 1 + 1 = 2 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1

= 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1.

Odavde je p1(7) = 1, p2(7) = 3, p3(7) = 4, p4(7) = 3, p5(7) = 2, p6(7) = 1 i p7(7) = 1.
Proverimo rezultat p3(7) = 4 preko Teoreme 1.8.1:

p3(7) = p3(4) + p2(4) + p1(4) = 1 + 2 + 1 = 4.

Ovde smo koristili prethodno dobijene rezultate za p3(4), p2(4) i p1(4).

Grafiqko predstavƩaƬe particija prvi je otkrio Ferer. Ono je veoma bitno jer oslikava
neke vaжne osobine particija, a moжe se iskoristiti i za dokazivaƬe nekih tvr�eƬa vezanih za
particije (dosta ilustracija moжete videti u odeƩku ,,Identiteti sa particijama“ u [17]).

DEFINICIJA 1.8.2. Particija π broja n predstavƩa se pomo�u Fererovog dijagrama tako
xto se delovi particije pore�aju po veliqini (tj. u nerastu�i niz, poqevxi od najve�eg), a zatim
se svaki deo predstavƩa odgovaraju�im brojem simbola — mi �emo koristiti taqke • .

Particiju moжemo predstaviti i preko table Ferera, koja u svakoj vrsti umesto taqaka ima
jediniqne kvadrati�e.

Drugim reqima, dijagram Ferera particije π = [1α1 2α2 . . . kαk ] sastoji se od αk vrsta sa po
k taqaka, αn−1 vrsta sa (n− 1)-om taqkom, . . . , α2 vrsta sa 2 taqke i α1 vrsta sa po jednom taqkom.

Ukupan broj taqaka u dijagramu Ferera jednak je broju n, od koga smo i pravili particiju.



40 1. KOMBINATORIKA

PRIMER 1.8.2. Predstaviti sve particije broja 5 na 3 sabirka preko dijagrama Ferera
(odnosno preko tabli Ferera).

RexeƬe. Sve particije broja 5 na 3 sabirka su:

3 + 1 + 1 i 2 + 2 + 1.

Primetimo da kompozicija broja 5 na 3 sabirka ima ukupno 6 i one su date u Primeru 1.8.3.

Predstavimo particiju 2 + 2 + 1 preko dijagrama (table) Ferera.

• •
• •
•

Slika 1.5: Dijagram Ferera particije 2 + 2 + 1.

Ali ako bismo sada brojali koliko taqaka imamo po kolonama, opet bismo dobili jednu particiju
broja 5 – to je 3 + 2. Ova particija je konjugovana polaznoj particiji 2 + 2 + 1.

• • •
•
•

Slika 1.6: Dijagram Ferera samokon jugovane particije 3 + 1 + 1.

Ovde je prikazana samokonjugovana particija broja 5 – to je 3 + 1 + 1. Ova particija je
samokonjugovana jer i kad brojimo taqke po kolonama opet dobijamo 3 + 1 + 1.

Vixe o particijama moжete pogledati u [17], gde im je posve�eno celo jedno poglavƩe.

Particijama skupa ne�emo se baviti, samo �emo ih pomenuti kod relacija ekvivalencije.

Kompozicije

DEFINICIJA 1.8.3. Kompozicija prirodnog broja n na k sabiraka predstavƩa bilo koje
rexeƬe (a1, a2, . . . , ak) u skupu prirodnih brojeva jednaqine

(1.16) a1 + a2 + . . . + ak = n.

Kompozicija se ponekad naziva i ure�ena particija ili ure�eno razbijaƬe prirodnog broja n. O
broju kompozicija nam govore i slede�a dva tvr�eƬa.

TEOREMA 1.8.2. Broj rexeƬa jednaqine (1.16), tj. broj kompozicija jednak je

(
n − 1

k − 1

)

.

Dokaz. Ova formula se najlakxe pokazuje kombinatorno.

Broj n �emo prvo razbiti na n jedinica:

1 1 1 . . . 1 1 1.

Na svaku od n − 1 crtica koje se nalaze izme�u 1 moжemo staviti znak +. Kako treba da imamo
k sabiraka treba da stavimo k − 1 znakova +, a to moжemo uqiniti na

(
n−1
k−1

)
naqina. Kada imamo

m uzastopnih jedinica one �e predstavƩati sabirak m. Tako�e, jedinice koje se nalaze do pr-
vog znaka + predstavƩa�e prvi sabirak a1; jedinice koje se nalaze izme�u prvog i drugog znaka
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+ predstavƩa�e sabirak a2; ... ; jedinice koje se nalaze posle (k − 1)-og znaka + predstavƩa�e
posledƬi sabirak ak. Stoga i kompozicija ima

(
n−1
k−1

)
.

Direktna posledica ovog tvr�eƬa je slede�e kojim odre�ujemo ukupan broj svih mogu�ih kom-
pozicija datog prirodnog broja.

TEOREMA 1.8.3. Ukupan broj kompozicija broja n je jednak c (n) = 2n−1.

Dokaz. Prirodan broj n moжemo predstaviti kao 1 sabirak (to je samo n), kao 2 sabirka, ... ,
kao n sabiraka (to je samo 1 + 1 + . . . + 1). Stoga k u jednaqini (1.16) moжe uzimati sve vrednosti

od 1 do n, pa ukupan broj kompozicija predstavƩa sumu c (n) =
n

X

k=1

ck(n) =
n

X

k=1

(
n−1
k−1

)
= 2n−1.

PRIMER 1.8.3. Odrediti koliko ima kompozicija broja 5. Koliko tih kompozicija ima 1, 2, 3,
4, odnosno 5 sabirka?

RexeƬe. Imamo c (4) = 24 = 16 kompozicija broja 5. Prikaжimo ih:

5;

1 + 4, 2 + 3, 3 + 2, 4 + 1;

1 + 1 + 3, 1 + 2 + 2, 1 + 3 + 1, 2 + 1 + 2, 2 + 2 + 1, 3 + 1 + 1;

1 + 1 + 1 + 2, 1 + 1 + 2 + 1, 1 + 2 + 1 + 1, 2 + 1 + 1 + 1;

1 + 1 + 1 + 1 + 1.

U prvom redu je samo 1 kompozicija broja 5 na 1 sabirak i to se slaжe sa rezultatom Teo-
reme 1.8.3:

(
5−1
1−1

)
=

(
4
0

)
= 1.

U drugom redu prethodnog prikaza imamo ukupno
(
5−1
2−1

)
=

(
4
1

)
= 4 kompozicije na 2 sabirka.

U tre�em redu imamo
(
5−1
3−1

)
=

(
4
2

)
= 6 kompozicija na 3 sabirka.

U qetvrtom redu su
(
5−1
4−1

)
=

(
4
3

)
= 4 kompozicije na 4 sabirka.

U petom redu je
(
5−1
5−1

)
=

(
4
4

)
= 1 kompozicija na 5 sabiraka.

TEOREMA 1.8.4. Kompozicija broja n, kod kojih se svaki broj j ∈ Nn javƩa taqno αj puta, pri
qemu je α1 · 1 + α2 · 2 + . . . + αn · n = n, ima

(α1 + α2 + . . . + αn)!

α1! · α2! · . . . · αn!
=

(
α1 + α2 + . . . + αn

α1, α2, . . . , αn

)

.

Dokaz. Objekti koje prebrojavamo u ovom tvr�eƬu su permutacije sa ponavƩaƬem. Na osnovu
Leme 1.3.15 iz [17] imamo da je Ƭihov broj jednak polinomnom koeficijentu
(
α1+α2+...+αn

α1,α2,...,αn

)
= (α1+α2+...+αn)!

α1!α2!...αn! .

PRIMER 1.8.4. Odredimo sve kompozicije kod kojih su sabrici 1, 2, 2 i 5.

RexeƬe. Sve te kompozicije odgovaraju permutacijama sa ponavƩaƬem brojeva 1, 2, 2 i 5. Stoga

tih kompozicija ukupno ima
(

4
1,2,1

)
=

4!

1! · 2! · 1!
= 12:

1 + 2 + 2 + 5, 1 + 2 + 5 + 2, 1 + 5 + 2 + 2
2 + 1 + 2 + 5, 2 + 1 + 5 + 2, 2 + 2 + 1 + 5
2 + 2 + 5 + 1, 2 + 5 + 1 + 2, 2 + 5 + 2 + 1
5 + 1 + 2 + 2, 5 + 2 + 1 + 2, 5 + 2 + 2 + 1.
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TEOREMA 1.8.5. Neka su n1, n2, . . . , nk razliqiti prirodni brojevi. Oznaqimo broj kompozicija
prirodnog broja n, kod kojih je svaki od sabiraka jednak nekom od brojeva n1, n2, . . . , nk sa c (n |
{n1, n2, . . . , nk}). Tada vaжi jednakost

c (n | {n1, n2, . . . , nk}) =

k∑

j=1

c (n − nj | {n1, n2, . . . , nk}),

gde kao poqetne uslove imamo c (m | {n1, n2, . . . , nk}) =

{

0, ako je m < 0,

1, ako je m = 0.

PRIMER 1.8.5. Vaspitaqica je rexila da podeli qokoladu od 300 grama koja ima 9 redova od
po 4 kockice na slede�i naqin deci: ako dete nije bilo dobro ne dobija qokoladu, a ako je bilo
dobro dobija 1, 2 ili 3 reda (tj. komade qokolade dimenzija 1×4, 2×4 ili 3×4). Prvo dete dobija
a1 > 0 redova, drugo a2 > 0 redova, itd. dok ne podeli celu qokoladu. Na koliko naqina to moжe
uqiniti?

RexeƬe. Jedna deoba qokolade je prikazana na slede�oj slici.

Slika 1.7: Deoba qokolade.

Ovom prilikom je vaspitaqica dodelila prvom detetu 2 reda, drugom 3 reda, tre�em 1 red, qetvr-
tom 2 reda, petom 1 red, a ostala nisu dobila qokoladu. Datoj raspodeli odgovara kompozicija

2 + 3 + 1 + 2 + 1.

Sada �emo korix�eƬem prethodne teoreme odrediti na koliko naqina vaspitaqica moжe
podeliti qokoladu. Kompozicije imaju sabirke iz skupa N3 = {1, 2, 3}, pa imamo slede�u rekurentnu
vezu

c (n | N3) = c (n − 1 | N3) + c (n − 2 | N3) + c (n − 3 | N3).

Sada �emo odre�ivati c (n | N3) za n = 1, 2, . . . , 9.

c (1 | N3) = c (0 | N3) + c (−1 | N3) + c (−2 | N3) = 1 + 0 + 0 = 1,
c (2 | N3) = c (1 | N3) + c (0 | N3) + c (−1 | N3) = 1 + 1 + 0 = 2,
c (3 | N3) = c (2 | N3) + c (1 | N3) + c (0 | N3) = 2 + 1 + 1 = 4,
c (4 | N3) = c (3 | N3) + c (2 | N3) + c (1 | N3) = 4 + 2 + 1 = 7,
c (5 | N3) = c (4 | N3) + c (3 | N3) + c (2 | N3) = 7 + 4 + 2 = 13,
c (6 | N3) = c (5 | N3) + c (4 | N3) + c (3 | N3) = 13 + 7 + 4 = 24,
c (7 | N3) = c (6 | N3) + c (5 | N3) + c (4 | N3) = 24 + 13 + 7 = 44,
c (8 | N3) = c (7 | N3) + c (6 | N3) + c (5 | N3) = 44 + 24 + 13 = 81,
c (9 | N3) = c (8 | N3) + c (7 | N3) + c (6 | N3) = 81 + 44 + 24 = 149.

Vaspitaqica deobu qokolade moжe izvrxiti na 149 razliqitih naqina.
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1.9 Rezime

U ovoj glavi smo uveli osnovne pojmove iz kombinatorike: principe prebrojavaƬa i osnovne kom-
binatorne objekte.

U prvom poglavƩu ove glave navodimo osnovne principe prebrojavaƬa: Princip jednakosti,
Princip zbira, Princip proizvoda, Dirihleov princip i Princip ukƩuqeƬa–iskƩuqeƬa.

U drugom poglavƩu smo se bavili ure�enim izborima (varijacijama). Posebno smo razmatrali
varijacije bez ponavƩaƬa i varijacije sa ponavƩaƬem.

U tre�em poglavƩu detaƩno izuqili permutacije. Iako su one poseban sluqaj varijaci-
ja, posvetili smo im odvojeno poglavƩe zbog izuzetnog znaqaja koje imaju. Posebnu paжƬu smo
posvetili ciklusnoj dekompoziciji permutacije, transpozicijama i znaku permutacije, koji igra
znaqajnu ulogu u strogoj matematiqkoj definiciji pojma determinante.

U qetvrtom poglavƩu smo se bavili neure�enim izborima (kombinacijama). Posebno smo raz-
matrali kombinacije bez ponavƩaƬa i kombinacije sa ponavƩaƬem.

U petom poglavƩu smo se bavili permutacijama sa ponavƩaƬem. Dali smo vezu permutacija sa
ponavƩaƬem i kombinacija.

U xestom poglavƩu smo naveli veliki broj osobina binomnih koeficijenata i podsetili se
Paskalovog trougla i Binomne formule. Nauqili smo i generalizaciju, koja se zove Polinomna
formula i uveli polinomne koeficijente.

U sedmom poglavƩu smo dali jedan ilustrativan primer koji smo rexili na 6 potpuno razli-
qitih naqina.

U posledƬem, osmom poglavƩu razmatrali smo kompozicije i particije prirodnog broja k na
odre�eni broj sabiraka koji su tako�e prirodni brojevi, tj. odredili smo broj rexeƬa jednaqine

x1 + x2 + . . . + xn = k

pri qemu su x1, x2, . . . , xn ∈ N, kao i nekih srodnih jednaqina.
Sva poglavƩa sadrжe veliki broj ura�enih primera, koji mogu znaqajno pomo�i pri spremaƬu

ispita i iz Diskretne matematike, kao i Verovatno�e i statistike na drugoj godini VIXER-a.

1.10 PitaƬa za proveru znaƬa

1. Koje osnovne kombinatorne principe znax?

2. Nacrtaj Venoove dijagrame (kao na Slici 1.1) za 4 skupa.

3. U radƬi postoji k razliqitih vrsta razglednica, koje treba poslati prijateƩima, kojih ima
n.
a) Na koliko naqina je mogu�e svakom prijateƩu poslati taqno jednu razglednicu?
b) Koliko ima naqina ako svakom prijateƩu treba poslati razliqitu razglednicu?
v) Od svake vrste razglednica je kupƩena taqno po jedna. Na koliko naqina je mogu�e poslati
razglednice prijateƩima (prijateƩ moжe dobiti bilo koji broj razglednica, ukƩuquju�i i 0)?

4. I kolokvijum iz Verovatno�e i statistike, VIXER 2018.
Dati su skupovi A = {1, 2, 3, 4} i B = {0, 1, 2, 3}.
a) Koliko se qetvorocifrenih brojeva moжe dobiti od elemenata skupa A?

b) Koliko se parnih petocifrenih brojeva sa razliqitim ciframa moжe dobiti od elemenata skupa
B?

5. Odrediti broj binarnih nizova duжine n koji sadrжe paran broj nula (znakova 0).

6. Odrediti broj reqi duжine n koje se mogu formirati od slova A, B, C, D i E, koje sadrжe
paran broj slova A. (Reqi ne moraju imati neko znaqeƬe.)

7. Ako je n> 2, koliko ima permutacija skupa {1, 2, . . . , n} u kojima su brojevi 1 i 2 susedni?
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8. Koliko permutacija skupa {1, 2, . . . , n} ima samo jedan ciklus?

9. Napisati ciklusni zapis za permutaciju

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
3 5 7 8 4 6 1 2 9

)

.

10. Odrediti red permutacije

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
2 3 1 5 4 7 8 9 6

)

.

11. Napixi prvih 8 redova Paskalovog trougla.

12. Koja je razlika izme�u varijacija i kombinacija? Qega ima vixe?

13. Koja je razlika izme�u particija i kompozicija? Qega ima vixe?

14. Na koliko se naqina moжe proqitati
reqenica

ANA VOLI MILOVANA

na prikazanoj xemi? (Reqenica moжe da poqne
bilo kojim slovom A, a posle svakog slova
prelazi se na Ƭemu susedno slovo po horizon-
tali ili vertikali u bilo kom smeru u kome se
reqenica moжe nastaviti.)

A
ANA

ANANA
ANAVANA

ANAVOVANA
ANAVOLOVANA

ANAVOLILOVANA
ANAVOLIMILOVANA

ANAVOLILOVANA
ANAVOLOVANA

ANAVOVANA
ANAVANA

ANANA
ANA

A

15. Izraqunati zbir koeficijenata polinoma po x koji predstavƩa razvoj izraza (3x − 2)100.

16. Na�i koeficijent uz:

a) x10 u razvoju izraza (1 − x2 + x3)11.

b) x3 u razvoju izraza (1 − x + 2x2)9.

17. Rasporediti slede�e permutacije skupa {1, 2, 3, 4, 5, 6} u leksikografski redosled:

234561, 231456, 165432, 156423, 543216, 541236, 231465, 314562,

432561, 654321, 654312, 435612.

18. Ispisati sve permutacije skupa X4 = {A,E,M, T} u leksikografskom poretku (ima ih 24).

19. Odrediti sve varijacije sa ponavƩaƬem od 2 elementa skupa {1, 2, 3, 4} u leksikografskom
poretku.

20. Odrediti broj reqi koje se mogu dobiti od slova

a) M, A, T, R, I, C, E; b) J, E, D, N, A, Q, I, N, A.

Za svaku od te 2 reqi odrediti koja je po redu me�u svim reqima od tih slova koje su date u
leksikografskom poretku.

21. Odrediti a) 28-mu; b) 75-tu; v) 100-tu permutaciju skupa {a, b, c, d, e}.

22. Odrediti za svaku permutaciju koja je po redu, kao i koja joj prethodi i koja sledi nakon Ƭe
u leksikografskom redosledu:

a) 1342; b) 45321; v) 13245; g) 654321; d) 23587416.

23. Odrediti sve varijacije od 3 elementa skupa {1, 2, 3, 4, 5}.

24. Prijemni ispit za FON 2023.
Po xahovskoj tabli kre�e se top. On polazi iz doƬeg levog ugla table i kre�e se, jedno po jedno
poƩe, po najkra�em putu do gorƬeg desnog ugla table. Koliko postoji najkra�ih puteva?

25. Neka je S = {a, b, c, d, e}. Odrediti za svaku kombinaciju koja joj prethodi i koja sledi nakon
Ƭe u algoritmu koji generixe sve kombinacije skupa S:

a) {a, c, d}; b) {a, c, d, e}; v) {a, d, e}; g) {a}; d) {b, e}.



1.10. PITAƫA ZA PROVERU ZNAƫA 45

26. Neka je S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Prona�i slede�e 3 kombinacije u algoritmu koji generixe sve
kombinacije skupa S nakon:

a) {1, 5, 6}; b) {1, 2, 4, 6}; v) {1, 3, 6}; g) {4}; d) {2, 3, 4, 6}.

27. Na�i slede�e 4 kombinacije u leksikografskom redosledu od 4 elementa skupa {1, 2, 3, 4, 5, 6}
nakon kombinacije {1, 2, 5, 6}.

28. Generisati sve podskupove skupa {1, 2, 3, 4, 5} sa 3 elementa.

29. Generisati sve podskupove skupa {a, b, c, d, e, f} sa 5 elemenata.

30. Odrediti a) 28-mu; b) 75-tu; v) 100-tu kombinaciju sa 4 elementa skupa {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}.

31. Qemu je jednaka suma svih binomnih koeficijenata u binomnom razvoju (a + b)n?

32. Qemu je jednaka suma svih polinomnih koeficijenata u polinomnom razvoju (a + b + c)n?

33. Koliko qlanova ima u polinomnom razvoju (a + b + c + d)15?

34. Koje su razlike izme�u particija i kompozicija broja n? Qega ima vixe?
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2. Matematiqka logika

2.1 Iskazi

Postoje dve istinitosne vrednosti (konstante):
taqno u oznaci 1 (ili ⊤)
netaqno u oznaci 0 (ili ⊥)

(oznake ⊤ i ⊥, koje se qitaju ,,te“ i ,,ne–te“, odnosno taqno i netaqno, su se ranije koristile
umesto 1 i 0, ali oznake 1 i 0 su mnogo primerenije eri raqunara, a i vizuelno se mnogo boƩe
razlikuju).

DEFINICIJA 2.1.1. Iskaz je bilo koja smislena kategoriqna reqenica za koju se moжe
utvrditi da li je taqna ili netaqna (istinita ili neistinita).

Iskaze oznaqavamo malim latiniqnim slovima: p, q, r, s, . . . , a, b, c, d...

Vrednost iskaza moжemo obeleжavati na dva naqina:

Prvi naqin: τ(p) = 1 (kada je iskaz p taqan) ili τ(p) = 0 (kada je iskaz p netaqan)
τ je grqko slovo i qita se ,,tau“.

Drugi naqin: p = 1 ili p = 0 (ovde dodeƩujemo vrednost kao kod brojeva)

PRIMER 2.1.1. Utvrditi koje od slede�ih reqenica su iskazi (i ako jesu iskazi Ƭihovu is-
tinitosnu vrednost):

• ,,Reka Ibar protiqe kroz KraƩevo.“

• ,,Kruxevac je najve�i grad u Evropi.“

• ,,Fruxka gora je najvixa planina u Vojvodini.“

• ,,Zbir uglova u trouglu je jednak 180◦.“

• ,,Ako su p i 11p − 7 prosti brojevi, onda je 2p + 7 sloжen.“

• ,,Danas je lep dan.“

• ,,Kocka pevajmo plavo nisam kako.“

• ,,Koliko je sati?“

• ,,Ova reqenica nije istinita.“

RexeƬe. Prvih 5 reqenica su iskazi. Od toga su prva, qetvrta i peta taqne (za prvu se moжete
uveriti ako malo proxetate nakon nastave, qetvrta je poznato tvr�eƬe iz geometrije2, a na petu
�emo se osvrnuti malo kasnije), dok druga i tre�a nisu (Kruxevac je maƬi od Beograda, te nije
najve�i grad u Srbiji, pa samim tim ni u Evropi; U Vojvodini postoje 2 planine od kojih je
Fruxka gora druga po visini – najvixa je Vrxaqki breg).

Objasnimo zaxto ostale 4 reqenice nisu iskazi.

,,Danas je lep dan.“ Ne moжemo utvrditi istinitosnu vrednost ove reqenice, jer je to subjektivno
ose�aƬe (ma koliko mnogo nas se sloжilo da je danas lep dan, moжda nekom nije jer mu ne odgovara
povixeniji atmosferski pritisak, ili je legao u 6 i ustao u 8 pa mu nixta ne odgovara, ili ono

2 Napomenimo da je ovo tvr�eƬe taqno samo u Euklidskoj geometriji (to je ona geometrija na koju smo navikli!),
dok u nekim drugim geometrijama poput Rimanove geometrije i geometrije Lobaqevskog ne vaжi!
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xto je nama lep topao dan nije i nekom iz Sibira kome je tad pretoplo...).

,,Kocka pevajmo plavo nisam kako.“ Ova reqenica uopxte nije smislena.

,,Koliko je sati?“ Ova reqenica je upitna, pa nije kategoriqna (tj. ne tvrdi nixta).

,,Ova reqenica nije istinita.“ Ako bi ova reqenica bila istinita onda bi to znaqilo i da ona nije
istinita, ali nemogu�e je da je ona istovremeno i istinita i neistinita. Ako bi ova reqenica
bila neistinita onda bi to znaqilo da nije taqno da ona nije istinita, tj. ona bi bila istinita,
ali nemogu�e je da je ona istovremeno i neistinita i istinita. Kako ova reqenica ne moжe biti
ni istinita ni neistinita, ona nije iskaz.

Osvrnimo se u narednom primeru na neke matematiqke reqenice.

PRIMER 2.1.2. Utvrditi koje od slede�ih reqenica su iskazi (i ako jesu iskazi Ƭihovu
istinitosnu vrednost):

p: ,,8 je sloжen broj.“

q: ,,144 je potpun kvadrat.“

r: ,,Kateta je ve�a od hipotenuze.“

s: ,,x + 2 > 0.“

t: ,,Osnovica jednakokrakog trougla je ve�a od kraka.“

RexeƬe. Prve 3 reqenice su iskazi, a preostale 2 nisu.

8 = 2 · 2 · 2 i τ(p) = 1.

144 = 122 i τ(q) = 1.

a2 + b2 = c2 ⇒ a2 < c2 ⇒ a < c, pa je τ(r) = 0.

Postoje reqenice koje nemaju taqno odre�enu istinitosnu
vrednost – to su s i t:

τ(s) zavisi od vrednosti x i bez dodatnih pretpostavki
nema istinitosnu vrednost, pa nije iskaz!

A B

C

A B

C

τ(t) zavisi od toga kakav je trougao (za onaj sa slike levo bi bilo taqno, a za onaj sa slike desno
bi bilo netaqno), pa opet nije iskaz.

2.2 Logiqke operacije

Logiqke operacije se definixu nad skupom V = {0, 1}.

Unarne operacije se definixu nad jednim operandom, dok se binarne operacije definixu nad dva
operanda.

PRIMER 2.2.1. Da li znate neku unarnu operaciju nad brojevima?

RexeƬe. Promena znaka ili suprotan broj: −x

Apsolutna vrednost broja: |x|

Reciproqna vrednost broja:
1

x
Koren:

√
x

Faktorijel: n!

Od jednostavnijih iskaza moжemo praviti sloжenije korix�eƬem logiqkih operacija (iskaznih
operacija). Sada �emo navesti najvaжnije od Ƭih i to prvo Ƭihovo ime, zatim oznaku i na kraju
kako se moжe qitati tako dobijena reqenica.
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• negacija q p ,,nije p“, ,,ne p“;

• konjunkcija p ∧ q ,,p i q“;

• disjunkcija p ∨ q ,,p ili q“;

• ekskluzivna
disjunkcija

p ∨ q ,,ili p ili q“;

• implikacija p ⇒ q ,,iz p sledi q“, ,,ako p onda q“, ,,p je dovoƩan uslov za q“,

,,q je potreban uslov za p“, ,,q je neophodan uslov za p“,

,,p je pretpostavka, a q je posledica (zakƩuqak)“;

• ekvivalencija p ⇔ q ,,p je ekvivalentno sa q“, ,,ako i samo ako p onda q“,

,,p je i potreban i dovoƩan uslov za q“.

Sada �emo navesti tablice istinitosti za svaku od ovih operacija.

p q p
0 1
1 0

p q p ∧ q
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

p q p ∨ q
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1

p q p ∨ q
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

p q p ⇒ q
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

p q p ⇔ q
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Napomenimo da je ovde negacija jedina unarna operacija, dok su ostale binarne.
Me�u prethodno navedenim binarnim operacijama, samo implikacija nije simetriqna operacija
(tj. za Ƭu ne vaжi p ∗ q = q ∗ p).

Sada �emo odrediti qemu su jednake osnovne binarne operacije kada je neki od operanada
jednaki 0 ili 1 (to �emo koristiti prilikom popuƬavaƬa tablica pri ispitivaƬu tautologija).
Za simetriqne operacije �emo staviti simetriqne izraze u zagrade, dok �emo za implikaciju
navesti sve sluqajeve (tu imamo 4 razliqita sluqaja).

Ove formule nalaze primenu u metodi ,,diskusije po slovu“ za ispitivaƬe da li je formula
tautologija, kao i u predikatskom raqunu.

TEOREMA 2.2.1.

• konjunkcija : 0 ∧ q = 0, 1 ∧ q = q, (p ∧ 0 = 0, p ∧ 1 = p).

• disjunkcija : 0 ∨ q = q, 1 ∨ q = 1, (p ∨ 0 = p, p ∨ 1 = 1).

• ekskluzivna
disjunkcija

: 0 ∨ q = q, 1 ∨ q = q q, (p ∨ 0 = p, p ∨ 1 = q p).

• implikacija : 0 ⇒ q = 1, 1 ⇒ q = q, p ⇒ 0 = q p, p ⇒ 1 = 1.

• ekvivalencija : 0 ⇔ q = q q, 1 ⇔ q = q, (p ⇔ 0 = q p, p ⇔ 1 = p).

Navedimo prioriritet ovih operacija u redosledu od ve�eg prioriteta ka maƬem:

• ( izrazi unutar zagrada )

• negacija q
• disjunkcija ∨ ili konjunkcija ∧
• implikacija ⇒, ekvivalencija ⇔ ili ekskluzivna disjunkcija ∨
ukoliko operacije imaju isti prioritet onda idu redom (prema redosledu pojavƩivaƬa).
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Osvrnimo se na vezu skupova rexeƬa jednaqina i/ili nejednaqina sa potrebnim i dovoƩnim
uslovom kod implikacije.

Kod zadataka sa potrebnim i dovoƩnim uslovom, qesto imamo dva
skupa A i B koji su rexeƬa odgovaraju�ih jednaqina (ili
nejednaqina) a i b. Tada:

• ako A ⊂ B onda je a dovoƩan uslov za b;

• ako A ⊃ B (tj. B ⊂ A) onda je a potreban uslov za b;

• ako A = B onda je a i potreban i dovoƩan uslov za b;

• ako A 6⊂ B i A 6⊃ B onda a nije ni potreban ni dovoƩan uslov za b.

PRIMER 2.2.2. Uslov x = 3 je za uslov x2 − 8x + 15 = 0:

A) (samo) dovoƩan; B) potreban i dovoƩan; C) (samo) potreban; D) ni potreban, ni dovoƩan.

RexeƬe. Kako je x2 − 8x + 15 = (x− 3)(x− 5) = 0, uslovi x = 3 i x2 − 8x + 15 = 0 se svode na uslove
x ∈ {3} i x ∈ {3, 5}. Kako je A = {3} ⊂ B = {3, 5}, prema gorƬoj diskusiji, dobijamo da je uslov
x = 3 za uslov x2 − 8x + 15 = 0 (samo) dovoƩan.

2.3 Logiqke formule

KombinovaƬem konaqnog broja iskaznih slova (iskaznih promenƩivih), simbola 0 i 1, zagra-
da i iskaznih operacija dobijamo logiqku formulu (iskaznu formulu). Sada �emo to formalno
definisati.

DEFINICIJA 2.3.1. (Logiqka formula)
1. Logiqke konstante su logiqke formule.
2. Logiqki iskazi su logiqke formule.
3. Ako su A i B logiqke formule, onda su i (A), qA, A ∧ B, A ∨ B, A ∨ B, A ⇒ B i A ⇔ B logiqke
formule.
4. Logiqke formule se dobijaju samo konaqnom primenom pravila 1, 2 i 3.

Vratimo se sada na jedan iskaz iz Primera 2.1.1 za koji nismo odre�ivali istinitosnu
vrednost.

PRIMER 2.3.1. Odrediti istinitosnu vrednost iskaza ,,Ako su p i 11p − 7 prosti brojevi,
onda je 2p + 7 sloжen.“

RexeƬe. Ovaj iskaz je taqan.

Ova formula je oblika L ⇒ D. Leva strana L nikada nije taqna (ako je p = 2, onda je
11p − 7 = 15 = 3 · 5 sloжen; a ako je prost broj p > 3, onda je p neparan, pa je 11p neparan, odnosno
11p − 7 je paran broj ve�i od 2, te je on sloжen), pa imamo formulu oblika 0 ⇒ D koja je uvek
taqna.

Жelimo naglasiti da se logiqke formule dobijaju samo zadatom (definisanom) procedurom
(algoritmom), a ne na neki drugi naqin. Ako niste sigurni da li je nexto logiqka formula,
onda je potrebno na�i ,,izvo�eƬe“ koje se zasniva na primeni pravila 1, 2, 3.
U zavisnosti kakve vrednosti imaju logiqki iskazi ili konstante u logiqkoj formuli posle
izraqunavaƬa dobi�e se istinitosna vrednost formule. Ona ne mora biti uvek ista, tako da
logiqka formula ne mora biti iskaz.
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PRIMER 2.3.2. Neka je F : (p ⇒ q) ∧ (q ⇒ r) ⇒ (p ⇒ r).
a) Da li je ovo logiqka formula?
b) Kakve su istinitosne vrednosti formule u zavisnosti od iskaza p, q i r?

RexeƬe. a) Ako su p, q i r iskazi onda su i logiqke formule (pravilo 2)
Na osnovu pravila 3 sledi da su p ⇒ q i q ⇒ r i p ⇒ q logiqke formule.
Ponovo koristimo pravilo 3 na p ⇒ q i q ⇒ r i dobijamo da je (p ⇒ q) ∧ (q ⇒ r) logiqka formula.
Na kraju (p ⇒ q) ∧ (q ⇒ r) ⇒ (p ⇒ r) je logiqka formula primenom pravila 3.

b) Za svaki od tri iskaza p, q, r imamo dve mogu�nosti za istinitosnu vrednost 1 i 0. Ukupno je
2 · 2 · 2 = 8 mogu�nosti.
Jedan od naqina je da se napravi tablica.

p q r (p ⇒ q) ∧ (q ⇒ r) ⇒ (p ⇒ r) F
1 1 1 (1 ⇒ 1) ∧ (1 ⇒ 1) ⇒ (1 ⇒ 1) = 1 ∧ 1 ⇒ 1 = 1 ⇒ 1 = 1 1
1 1 0 (1 ⇒ 1) ∧ (1 ⇒ 0) ⇒ (1 ⇒ 0) = 1 ∧ 0 ⇒ 0 = 0 ⇒ 0 = 1 1
1 0 1 (1 ⇒ 0) ∧ (0 ⇒ 1) ⇒ (1 ⇒ 1) = 0 ∧ 1 ⇒ 1 = 0 ⇒ 1 = 1 1
1 0 0 (1 ⇒ 0) ∧ (0 ⇒ 0) ⇒ (1 ⇒ 0) = 0 ∧ 1 ⇒ 0 = 0 ⇒ 0 = 1 1
0 1 1 (0 ⇒ 1) ∧ (1 ⇒ 1) ⇒ (0 ⇒ 1) = 1 ∧ 1 ⇒ 1 = 1 ⇒ 1 = 1 1
0 1 0 (0 ⇒ 1) ∧ (1 ⇒ 0) ⇒ (0 ⇒ 0) = 1 ∧ 0 ⇒ 1 = 0 ⇒ 1 = 1 1
0 0 1 (0 ⇒ 0) ∧ (0 ⇒ 1) ⇒ (0 ⇒ 1) = 1 ∧ 1 ⇒ 1 = 1 ⇒ 1 = 1 1
0 0 0 (0 ⇒ 0) ∧ (0 ⇒ 0) ⇒ (0 ⇒ 0) = 1 ∧ 1 ⇒ 1 = 1 ⇒ 1 = 1 1

Problemi kod ovakvog zapisa su xto se lako dexavaju grexke. Grexke se texko ispravƩaju jer je
nepregledan zapis. Zbog nepreglednog zapisa qesto se dexavaju grexke u prioritetu operacija.
Zbog toga je boƩe formulu podeliti u tablici na maƬe celine.

L D F
p q r p ⇒ q q ⇒ r (p ⇒ q) ∧ (q ⇒ r) p ⇒ r L ⇒ D
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 0 0 0 1
1 0 1 0 1 0 1 1
1 0 0 0 1 0 0 1
0 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 1 0 0 1 1
0 0 1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 1 1 1 1

U ovakvom naqinu rada moжe da se radi ili po horizontalama ili po vertikalama. Ako se radi po
vertikalama onda ste skoncentrisani samo na jednu logiqku formulu i samo pazite na vrednosti
koje meƬa. Kada se radi po horizontalama praktiqno radi se kao i u prethodnom naqinu tablice
samo xto ima me�urezultate.
Kada se radi po vertikalama mogu da se koriste osobine logiqkih operacija (sa strane 49) za
brжe raqunaƬe. U konkretnom sluqaju moжemo da iskoritimo slede�e osobine.

FORMULA ZAMENA
1 ⇒ q q
0 ⇒ q 1
p ⇒ 1 1
p ⇒ 0 q p

Tako da praktiqno raqunamo po pola kolone odjedanput.

Ako pogledamo krajƬe istinitosne vrednosti formule F dolazimo do zakƩuqka da je ova formula
uvek taqna. Takve formule su izuzetno vaжne i Ƭima �emo se baviti na narednim stranama.
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2.4 Tautologije

Logiqke formule koje su uvek taqne zovu se tautologije.

DEFINICIJA 2.4.1. Iskazna formula koja je za sve vrednosti iskaznih promenƩivih taqna
naziva se tautologija, a iskazna formula koja je uvek netaqna naziva se kontradikcija.

Navedimo neke tautologije (zajedno sa Ƭihovim nazivima) koje se qesto koriste.

naziv formula
zakon iskƩuqeƬa tre�eg p ∨ q p
zakon dvostruke negacije q q p ⇔ p
zakon neprotivreqnosti q(p ∧ q p)
zakon refleksivnosti za implikaciju p ⇒ p
zakon uklaƬaƬa implikacije (p ⇒ q) ⇔ q p ∨ q
zakon kontrapozicije (p ⇒ q) ⇔ (q q ⇒ q p)
zakon tranzitivnosti za implikaciju (p ⇒ q) ∧ (q ⇒ r) ⇒ (p ⇒ r)
zakon uklaƬaƬa ekvivalencije (p ⇔ q) ⇔ (p ⇒ q) ∧ (q ⇒ p)
zakon tranzitivnosti za ekvivalenciju (p ⇔ q) ∧ (q ⇔ r) ⇒ (p ⇔ r)

zakon svo�eƬa na apsurd
(

q p ⇒ (q ∧ q q)
)

⇒ p
zakoni idempotentnosti p ∧ p ⇔ p, p ∨ p ⇔ p

zakoni komutativnosti
p ∧ q ⇔ q ∧ p, p ∨ q ⇔ q ∨ p,

(p ⇔ q) ⇔ (q ⇔ p), (p ∨ q) ⇔ (q ∨ p)
zakoni asocijativnosti p ∧ (q ∧ r) ⇔ (p ∧ q) ∧ r, p ∨ (q ∨ r) ⇔ (p ∨ q) ∨ r
zakoni apsorptivnosti p ∧ (p ∨ q) ⇔ p, p ∨ (p ∧ q) ⇔ p
zakon distributivnosti ∧ prema ∨ p ∧ (q ∨ r) ⇔ (p ∧ q) ∨ (p ∧ r)
zakon distributivnosti ∨ prema ∧ p ∨ (q ∧ r) ⇔ (p ∨ q) ∧ (p ∨ r)
De Morganovi zakoni q(p ∧ q) ⇔ q p ∨ q q, q(p ∨ q) ⇔ q p ∧ q q
modus ponens

(
p ∧ (p ⇒ q)

)
⇒ q

modus tollens
(
(p ⇒ q) ∧ q q

)
⇒ q p

zakoni saжimaƬa

p ∧ (q p ∨ q) ⇔ p ∧ q, p ∨ (q p ∧ q) ⇔ p ∨ q,
(p ∧ q) ∧ (q p ∨ q q) ⇔ 0, (p ∨ q) ∨ (q p ∧ q q) ⇔ 1,
(p ∧ q) ∨ (q p ∨ q q) ⇔ 1, (p ∨ q) ∧ (q p ∧ q q) ⇔ 0,
(p ∧ q) ∨ (p ∧ q q) ⇔ p, (p ∨ q) ∧ (p ∨ q q) ⇔ p,

(p ∧ r) ∨ (q ∧ q r) ∨ (p ∧ q) ⇔ (p ∧ r) ∨ (q ∧ q r),
(p ∨ r) ∧ (q ∨ q r) ∧ (p ∨ q) ⇔ (p ∨ r) ∧ (q ∨ q r)

Da li je neka formula tautologija (kontradikcija) ili nije moжemo ispitati nekim od slede�ih
naqina:

• pomo�u tablice istinitosti;

• korix�eƬem poznatih tautologija;

• suprotnom pretpostavkom (svo�eƬem na apsurd);

• diskusijom po slovu.

Posvetimo se pomalo svakom od ovih metoda.
Pri popuƬavaƬu tablice istinitosti koristimo pravila koja smo naveli na strani 49. Uko-

liko u posledƬoj koloni (tj. onoj koja odgovara datoj formuli) dobijemo sve 1, onda je data for-
mula tautologija, a ako dobijemo sve 0, onda je kontradikcija (u svim ostalim sluqajevima nije
ni tautologija ni kontradikcija). Tablice istinitosti su pogodne, ne samo zato xto ih uqenici
najboƩe koriste od svih metoda, nego zato xto se lako mogu iskoristiti i za dobijaƬe normalnih
formi (videti posledƬe poglavƩe).

Pri korix�eƬu poznatih tautologija moжemo iskoristiti neke od tautologija sa prethodnih
strana i neko od iskaznih slova (p, q, r) zameniti sloжenijim iskaznim izrazima da bi dobili datu
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formulu. Time smo pokazali da je i data formula tautologija. Za pokazivaƬe da je neka formula
kontradikcija, moжemo koristiti opet isti spisak tautologija, jer je negacija svake tautologije
jedna kontradikcija.

Metoda suprotnom pretpostavkom (svo�eƬem na apsurd) se sastoji od toga da pretpostavimo da
data formula nije uvek taqna. Ukoliko polaze�i od te pretpostavke dobijemo neku kontradikciju
(tj. apsurd), onda polazna pretpostavka da formula nije uvek taqna nije dobra, qime smo pokazali
da je data formula tautologija. Ukoliko ne dobijemo kontradikciju, nego rasu�ivaƬem do�emo
do vrednosti osnovnih iskaznih promenƩivih za koje data formula nije taqna, time smo pokazali
da ona nije tautologija. Malom modifikacijom ove metode moжemo ispitati i da li je neka
formula kontradikcija: samo �emo pretpostaviti da formula nije uvek netaqna i ako dobijemo
kontradikciju time smo pokazali da je ona kontradikcija, inaqe ona nije kontradikcija.

Metoda diskusije po slovu se sastoji da redom idemo po sluqajevima kada je neka iskazna
promenƩiva jednaka 0, odnosno 1. Najqex�e se prvo zameƬuju vrednosti promenƩive koja se najvi-
xe puta javƩa u datoj formuli. Kada zamenimo da je neka iskazna promenƩiva jednaka 0 (a posle
i da je 1) dobijamo jednostavnije formule u kojima se ta iskazna promenƩiva ne javƩa. Zatim za
novodobijenu formulu moжemo ponovo primeniti metodu diskusije po slovu (ili neku drugu meto-
du) da bi ispitali da li je ona tautologija (ili kontradikcija) ili nije. Ukoliko smo u svim
sluqajevima (sa odgovaraju�im podsluqajevima) dobili da je formula uvek taqna, onda je ona tau-
tologija, a ukoliko postoji sluqaj u kome nije taqna, onda ona nije tautologija. Sliqno, ukoliko
smo u svim sluqajevima (sa odgovaraju�im podsluqajevima) dobili da je formula uvek netaqna,
onda je ona kontradikcija, a ukoliko postoji sluqaj u kome je taqna, onda ona nije kontadikcija.

PRIMER 2.4.1. Opxtinsko takmiqeƬe 2014/15. za I razred B kategorije

Ispitati da li je formula
(

q r ⇒ p ∨ q
)

⇔ (p ∨ q ∨ r) tautologija.

RexeƬe 1 (pomo�u tablice istinitosti).

L D
p q r q r p ∨ q q r ⇒ p ∨ q p ∨ q ∨ r L ⇔ D

0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 1 0 0 1 1 1
0 1 0 1 1 1 1 1
0 1 1 0 1 1 1 1
1 0 0 1 1 1 1 1
1 0 1 0 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1 1 1
1 1 1 0 1 1 1 1

Kako smo dobili sve 1 u posledƬoj koloni koja odgovara datoj iskaznoj formuli, to je ona
tautologija.

RexeƬe 2 (korix�eƬem poznatih tautologija).

Ako primenimo zakon uklaƬaƬa implikacije, (a ⇒ b) ⇔ q(a ∨ b), pri qemu smo stavili da je
a = q r i b = p ∨ q dobijamo da je

(q r ⇒ (p ∨ q)) ⇔ (q q r ∨ (p ∨ q)).

Na osnovu zakona dvojne negacije imamo q q r = r, xto daje (q r ⇒ (p ∨ q)) ⇔ (r ∨ (p ∨ q)). DaƩe na
osnovu zakona komutativnosti operacije ∨, tj. a∨ b ⇔ b∨ a ako stavimo a = r i b = (p∨ q) dobijamo
(q r ⇒ (p ∨ q)) ⇔ ((p ∨ q) ∨ r).

Sada zagrade oko p ∨ q moжemo da izostavimo na levoj strani ekvivalencije zbog prioriteta
operacija (⇒ ima maƬi prioritet od ∨), a na desnoj strani ekvivalencije zbog asocijativnosti
operacije ∨, tj. (p∨q)∨r ⇔ p∨(q∨r) ⇔ (p∨q)∨r, te dobijamo datu formulu:

(

q r ⇒ p∨q
)
⇔ (p∨q∨r).

Kako smo u gorƬim razmatraƬima krenuli od tautologije i koristili tautologije, dobijamo i da
je data formula tautologija.
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RexeƬe 3 (suprotnom pretpostavkom, tj. svo�eƬem na apsurd).

Pretpostavimo da data formula nije uvek taqna. To je mogu�e samo u jednom od dva sluqaja:
1◦ v(L) = 1 i v(D) = 0; 2◦ v(L) = 0 i v(D) = 1(L oznaqava levu stranu ekvivalencije, a D desnu).
Razmotrimo svaki od ovih sluqajeva ponaosob.

1◦ v(L) = 1 i v(D) = 0. Ako je v(D) = 0, to znaqi da je v(p ∨ q ∨ r) = 0, xto je mogu�e samo kada

je v(p) = 0, v(q) = 0 i v(r) = 0. Ali tada je leva strana v(q 0 ⇒ 0 ∨ 0) = v(1 ⇒ 0) = 0, xto daje
kontradikciju sa v(L) = 1.

2◦ v(L) = 0 i v(D) = 1. Ako je v(L) = 0, to znaqi da je v(q r ⇒ p ∨ q) = 0, xto je mogu�e samo kada

je v(q r) = 1 i v(p ∨ q) = 0, tj. kada je v(r) = 0 i v(p ∨ q) = 0. Ali tada je desna strana v(0 ∨ 0) == 0,
xto daje kontradikciju sa v(D) = 1.

Kako smo u oba sluqaja doxli do apsurda, to je pogrexna pretpostavka da data formula nije uvek
taqna. Time smo pokazali da je ona tautologija.

RexeƬe 4 (diskusijom po slovu).

Kako se sva 3 slova (p, q i r) javƩaju po 2 puta moжemo uzeti bilo koje. Malo pogodnije je r (jer
je u implikaciji na levoj strani ekvivalencije ono samo), tako da �emo krenuti od Ƭega.

• v(r) = 1 formula postaje
(

q 1 ⇒ p ∨ q
)

⇔ (p ∨ q ∨ 1), tj.
(
0 ⇒ p ∨ q

)
⇔ 1, tj. 1 ⇔ 1, xto je

uvek taqno, pa dobijamo da je u ovom slucjaju formula taqna.

• v(r) = 0 formula postaje
(

q 0 ⇒ p∨q
)
⇔ (p∨q∨0), tj.

(
1 ⇒ p∨q

)
⇔ (p∨q), tj. (p∨q) ⇔ (p∨q),

xto je uvek taqno, pa dobijamo da je i u ovom slucjaju formula taqna.

Kako je formula taqna u oba sluqaja, dobijamo da je ona tautologija.

RexeƬe 5 (zvaniqno rexeƬe na takmiqeƬu; ono je mala modifikacija diskusije po slovu).

Dokaza�emo da obe strane posmatrane ekvivalencije imaju istu vrednost za ma kakve vrednosti
iskaznih slova p, q i r. Ukoliko slovo r ima vrednost 1, desna strana ekvivalencije ima vrednost
1, a vrednost leve strane je vrednost implikacije oblika 0 ⇒ nexto, pa je i vrednost leve strane
jednaka 1. DaƩe, ukoliko neko od slova p ili q ima vrednost 1, desna strana ekvivalencije ima
vrednost 1, a vrednost leve strane je vrednost implikacije oblika nexto ⇒ 1, pa je i vrednost
leve strane jednaka 1. Najzad, ukoliko sva tri posmatrana slova imaju vrednost 0, tada desna
strana ekvivalencije ima vrednost 0, a leva strana ima vrednost q 0 ⇒ 0∨ 0, tj. 1 ⇒ 0, xto je 0.
Ovim je dokaz da je data formula tautologija zavrxen.

PRIMER 2.4.2. Dokazati: Ako broj nije deƩiv sa 3 onda nije deƩiv ni sa 6.

RexeƬe. Iskaz p: Broj nije deƩiv sa 3.
Iskaz q: Broj nije deƩiv sa 6.
Potrebno je dokazati implikaciju p ⇒ q
Koristi�emo tautologiju koja se zove zakon kontrapozicije:

(p ⇒ q) ⇔ (q q ⇒ q p).
Ova tautologija kaжe da umesto dokazivaƬa imlikacije p ⇒ q moжemo dokazati q q ⇒ q p i
ta dva dokaza su ekvivalentna.
Iskaz q p: Broj je deƩiv sa 3.
Iskaz q q: Broj je deƩiv sa 6.
Dokazujemo q q ⇒ q p. Obeleжimo broj sa n. Broj n je deƩiv sa 6.
Definicija deƩivosti brojeva: Ceo broj a deli ceo broj b ako postoji ceo broj c tako da vaжi da
je b = a · c.
Na osnovu definicije deƩivosti dva broja sledi n = 6 · k = (3 · 2) · k = 3 · (2 · k).
Znaqi broj n je deƩiv i sa 3.
Na ovaj naqin smo dokazali da vaжi implikacija q q ⇒ q p.
Koriste�i zakon kontrapozicije sledi da vaжi i p ⇒ q, odnosno: ,,Ako broj nije deƩiv sa 3,
onda nije deƩiv ni sa 6.“

PRIMER 2.4.3. Dokazati da je logiqka formula F : (p ∧ (p ⇒ q)) ⇒ q (modus ponens)
tautologija.
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RexeƬe 1 (pomo�u tablice istinitosti).
L F

p q p ⇒ q p ∧ (p ⇒ q) L ⇒ q
0 0 1 0 1
0 1 1 0 1
1 0 0 0 1
1 1 1 1 1

Kako smo u posledƬoj koloni dobili sve 1, data formula je tautologija.

RexeƬe 2 (Diskusija po slovu).
Uobiqajeno je da se uzme slovo koje se najvixe puta javƩa u formuli. Nekada je dobar izbor da
se uzme slovo koje je sa jedne strane operacije koja se primeƬuje. U ovom primeru je to slovo q.
Opredelimo se da diskutujemo po vrednosti iskaznog slova q.
1◦ τ(q) = 1:
Zamenimo vrednost q = 1 u logiqku formulu i dobijamo (p ∧ (p ⇒ 1)) ⇒ 1.
PosledƬa operacija koja se izraquna je implikacija koja na desnoj strani ima vrednost 1.
Dolazimo do zakƩuqka da je istinitosna vrednost implikacije 1.
Kada je τ(q) = 1 vrednost formule je 1.

2◦ τ(q) = 0:
Zamenimo vrednost q = 0 u logiqku formulu i dobijamo (p ∧ (p ⇒ 0)) ⇒ 0.
Ako pogledamo deo formule p ⇒ 0 moжemo da zakƩuqimo da je vrednost ovog dela formule q p.

Zamenimo p ⇒ 0 sa q p u logiqkoj formuli i dobijamo (p ∧ q p) ⇒ 0. ƫena vrednost je 0.
Konaqno formulu smo sveli na formulu 0 ⇒ 0. ƫena vrednost je 1.
Kada je τ(q) = 0 vrednost formule je 1.

Konaqan zakƩuqak je da je formula tautologija.

Umesto da pravimo tablicu i da raqunamo 4 sluqaja mi smo raqunali vrednost 2 sluqaja.

Ako ponovo pregledamo postupak zadatka shvati�emo da je potrebno znati kako se radi sa logiqkim
operacijama kada znamo istinitosnu vrednost jednog od slova. To moжe ubrzati rad.

U nastavku �emo ponovo navesti pravila sa strane 49 kojima smo pridodali jox neka pravila
koja se qesto pojavƩuju u tablicama.

SIMETRIQNA
FORMULA FORMULA ZAMENA

p ∧ p p ∧ p p
p ∧ 0 0 ∧ p 0
p ∧ 1 1 ∧ p p
p ∨ p p ∨ p p
p ∨ 0 0 ∨ p p
p ∨ 1 1 ∨ p 1
p ∨ p p ∨ p 0
p ∨ 0 0 ∨ p p
p ∨ 1 1 ∨ p q p
p ⇒ p p ⇒ p 1
p ⇒ 0 q p
p ⇒ 1 1
0 ⇒ p 1
1 ⇒ p p
p ⇔ p p ⇔ p 1
p ⇔ 0 0 ⇔ p q p
p ⇔ 1 1 ⇔ p p

Pravila iz tablice se mogu primeniti i kada umesto slova p stoje qitave formule.
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RexeƬe 3 (svo�eƬe na protivureqnost).
Ovaj metod se zasniva na tome da se pretpostavi da je formula netaqna i da se dovede do kontradik-
cije i dobar je kada postoji jedan sluqaj kada je formula netaqna (implikacija, disjunkcija).
Pretpostavimo da je τ((p ∧ (p ⇒ q)) ⇒ q) = 0.
Prvi iskaz mora biti u implikaciji taqan, a drugi iskaz mora biti netaqan:
τ(p ∧ (p ⇒ q)) = 1 ∧ τ(q) = 0.
Imamo istinitosnu vrednost iskaza q, q = 0, i zamenimo ga u formulu. Dobijamo:
τ(p ∧ (p ⇒ 0)) = 1 ∧ τ(q) = 0.
KoƬukcija je taqna kada su oba iskaza taqna.
Dobijamo: τ(p) = 1 ∧ τ(p ⇒ 0) = 1 ∧ τ(q) = 0.
Konaqnom zamenom vrednosti iskaza p, p = 1, dobijamo: τ(p) = 1 ∧ τ(1 ⇒ 0) = 1 τ(q) = 0.
Ovo dovodi do kontradikcije jer τ(1 ⇒ 0) = 1 nije taqno.
Znaqi polazna formula je taqna, tj. vaжi τ((p ∧ (p ⇒ q)) ⇒ q) = 1.

PRIMER 2.4.4. Dokazati da je logiqka formula

F : (p1 ⇒ p2) ∧ (p2 ⇒ p3) ∧ ... ∧ (pn−1 ⇒ pn) ⇒ (p1 ⇒ pn)

tautologija.

RexeƬe. Tablica bi bila velika, pa nam ostaju preostale metode: suprotna pretpostavka ili
diskusija po slovu. Probajmo metod suprotne pretpostavke.
Pretpostavimo suprotno neka vaжi τ(F ) = 1.
Na osnovu prioriteta operacija odredimo logiqku operacijau koja se posledƬa izraqunava. Ako
pogledamo formulu F prvo se izraqunavaju implikacije u zagradama, zatim konjunkcije i na kraju
impikacija.

L : (p1 ⇒ p2) ∧ (p2 ⇒ p3) ∧ ... ∧ (pn−1 ⇒ pn) i D : p1 ⇒ pn

Implikacija je netaqna ako 1 ⇒ 0.
Potrebno je da τ(L) = 1 i τ(D) = 0.
Iz τ(D) = 0 dobijamo da je τ(p1 ⇒ pn) = 0, odnosno vaжi τ(p1) = 1 i τ(pn) = 0.
Kako je L po strukturi konjunkcija i τ(L) = 1 sledi da je svaki qlan konjunkcije taqan:

τ(p1 ⇒ p2) = 1
τ(p2 ⇒ p3) = 1
τ(p3 ⇒ p4) = 1

...
τ(pn−1 ⇒ pn) = 1 .

Iskoristimo ve� poznate logiqke vrednosti za p1 i pn, p1 = 1 i pn = 0. Zamenom u prvu implikaci-
ju dobijamo:
τ(1 ⇒ p2) = 1. Odavde sledi da je τ(p2) = 1.
Ponovimo postupak u drugoj implikaciji τ(p2 ⇒ p3) = 1:
dobijamo τ(1 ⇒ p3) = 1 i zakƩuqujemo da je τ(p3) = 1.
PonavƩaƬem postupka dolazimo do posledƬe implikacije τ(pn−1 ⇒ pn) = 1.
Kako smo prethodnim postupkom dobili τ(1 ⇒ pn−1) = 1, odakle je τ(pn−1) = 1, zamenom dobijamo:
τ(1 ⇒ 0) = 1, xto je kontradikcija.
Stoga je polazna formula F tautologija.

2.5 Bulove funkcije i normalne forme

Koliko ima unarnih logiqkih operacija? Koliko ima binarnih logiqkih operacija?

Negacija je jedina unarna operacija koju smo radili. ƫena tablica istinitosti je:

p q p
0 1
1 0

Unarna logiqka operacija ima samo jedno logiqko slovo koje moжe imati jednu od dve logiqke
vrednosti 0 ili 1. Zbog toga u Ƭenoj tablici imamo dva reda.
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Rezultat koji je u desnoj koloni moжe imati jednu od dve logiqke vrednosti 0 ili 1. Zbog toga
svaki red moжe da uzme jednu od dve vrednosti.
Dva reda preslikavamo u dve vrednosti, odnosno 2 · 2 = 4 mogu�nosti – toliko ima unarnih op-
eracija.

DEFINICIJA 2.5.1. Bulova funkcija sa n promenƩivih je preslikavaƬe f : {0, 1}n → {0, 1}.

Uopxteno, Bulova funkcija f : {0, 1}n → {0, 1} se moжe shvatiti kao n-arna operacija u skupu
{0, 1}. Broj razliqitih Bulovih funkcija f : {0, 1}n → {0, 1} jednak je 22n

.

Sada �emo razmatrati Bulove funkcije sa jednom promenƩivom.

p ϕ0 ϕ1 ϕ2 ϕ3

0 0 0 1 1
1 0 1 0 1

Za svaku od unarnih funkcija �emo dati formulu, kao i Ƭeno ime:

ϕ0(p) = 0 nula-funkcija
ϕ1(p) = p promenƩiva p (kao i identiqna funkcija; direktna funkcija)
ϕ2(p) = q p negacija p (kao i komplementarna funkcija; indirektna funkcija)
ϕ3(p) = q 0 = 1 jedan-funkcija

Imamo 2 slova i svako slovo ima 2 mogu�nosti tako da ima ukupno 2 · 2 = 4 reda.
Rezultat moжe imati jednu od dve logiqke vrednosti (0 ili 1). Zbog toga svaki red moжe da uzme
jednu od dve vrednosti.
Dobijamo da ima 2 · 2 · 2 · 2 = 24 = 16 mogu�nosti, odnosno 16 binarnih logiqkih operacija:

p q f0 f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7 f8 f9 f10 f11 f12 f13 f14 f15

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

Primetimo da funkcije simetriqne u odnosu na sredinu obe tablice imaju sve suprotne vred-
nosti, tj. jedna od Ƭih se dobija negiraƬem druge, odnosno vaжe formula ϕ3−k = qϕk (za
prvu tablicu) i f15−k = q fk (za drugu tablicu).

Za svaku od binarnih funkcija �emo dati formulu, kao i Ƭeno ime.

f0(p, q) = 0 nula-funkcija (kao i konstantna Bulova funkcija 0)
f1(p, q) = p ∧ q konjunkcija (kao i logiqki proizvod; I-funkcija)
f2(p, q) = q(p ⇒ q) = p ∧ q q negacija implikacije od p ka q (kao i zabrana po q)
f3(p, q) = p promenƩiva p
f4(p, q) = q(q ⇒ p) = q p ∧ q negacija implikacije od q ka p (kao i zabrana po p)
f5(p, q) = q promenƩiva q
f6(p, q) = (q p ∧ q) ∨ (p ∧ q q) = p ∨ q ekskluzivno ILI (kao i XOR; zbir po modulu 2;

logiqka nejednakost; alternativna funkcija)
f7(p, q) = p ∨ q disjunkcija (kao i logiqki zbir; ILI-funkcija)
f8(p, q) = q(p ∨ q) = q p ∧ q q = p ↓ q NILI-funkcija (kao i Lukaxijeviqeva funkcija;

Pirsova funkcija)
f9(p, q) = (q p ∧ q q) ∨ (p ∧ q) = p ⇔ q ekvivalencija (kao i logiqka jednakost; ekskluzivno NILI)
f10(p, q) = q q negacija q
f11(p, q) = q(q(q ⇒ p)) = q ⇒ p = p ∨ q q implikacija od q ka p
f12(p, q) = q p negacija p
f13(p, q) = q(q(p ⇒ q)) = p ⇒ q = q p ∨ q implikacija od p ka q
f14(p, q) = q(p ∧ q) = q p ∨ q q = p ↑ q NI-funkcija (kao i Xeferova funkcija)
f15(p, q) = q 0 = 1 jedan-funkcija (kao i konstantna Bulova funkcija 1)



58 2. MATEMATIQKA LOGIKA

Napomenimo da se za neke od ovih opercija koriste i drugaqije oznake:

ϕ2(p) = p , f1(p, q) = p · q, f2(p, q) = p △ q, f4(p, q) = q △ p i f6(p, q) = p ⊕ q, f7(p, q) = p + q.

U originalu se Lukaxijeviq i Xefer pixu Lukasiewicz i Sheffer.

U prethodnom razmatraƬu vidimo da smo svakoj od funkcija f0, f1, f2, . . . , f15 pridruжili neku
iskaznu formulu (u nekim sluqajevima i vixe razliqitih iskaznih formula). PostavƩa se pitaƬe:

Da li je za svaku Bulovu funkciju (koja je data pomo�u tablice) mogu�e odrediti odgovaraju�u
iskaznu formulu?

Odgovor je potvrdan i svaka Bulova funkcija se moжe predstaviti pomo�u operacija negacije q,
disjunkcije ∨ i konjunkcije ∧, a to �emo pokazati korix�eƬem pojmova SDNF i SKNF.

Radi jednostavnijeg zapisa uvex�emo kra�i zapis α = (α1, α2, . . . , αn), kao i slede�e oznake:

x1 = x i x0 = qx.

Iskazne promenƩive (negde ih zovu i proste formule, odnosno atomske formule), kao i Ƭi-
hove negacije zva�emo literali. Literale, kao i Ƭihove konaqne konjunkcije zva�emo konjunkti.
Konjunkte, kao i Ƭihove konaqne disjunkcije zva�emo formule u disjunktivnoj normalnoj formi (ili
kra�e formule u DNF). DNF kod koje se u svakom konjuktu javƩaju sve iskazne promenƩive naziva
se savrxena disjunktivna normalna forma (ili kra�e SDNF).

Literale, kao i Ƭihove konaqne disjunkcije zva�emo disjunkti. Disjunkte, kao i Ƭihove
konaqne konjunkcije zva�emo formule u kon junktivnoj normalnoj formi (ili kra�e formule u KNF).
KNF kod koje se u svakom disjuktu javƩaju sve iskazne promenƩive naziva se savrxena konjunktivna
normalna forma (ili kra�e SKNF).

PRIMER 2.5.1. Literali su: a, b, . . . , p, q, r, s, . . . , q a, q b, . . . , q p, q q, . . .

Konjunkti su, npr.: a, b, q p, a ∧ q b, q p ∧ q q ∧ q r ∧ s ∧ t, . . .

DNF su, npr.: q c∨ (a∧ q b∧ c)∨ (q a∧ d), (q p∧ q∧ q s)∨ (q p∧ q∧ s)∨ (p∧ q q∧ q s)∨ (p∧ q q∧ s), . . .

Od prethodne 2 DNF prva nije SDNF (jer se u svakom konjuktu ne javƩaju sve iskazne promenƩive
a, b, c, d), dok druga jeste SDNF (svaki konjukt sadrжi i p i q i s). Formulu koja je SDNF moжemo
zapisati i kao

(p0 ∧ q1 ∧ s0) ∨ (p0 ∧ q1 ∧ s1) ∨ (p1 ∧ q0 ∧ s0) ∨ (p1 ∧ q0 ∧ s1).

Disjunkti su, npr.: a, b, q p, a ∨ q b, q p ∨ q q ∨ q r ∨ s ∨ t, . . .

KNF su, npr.: (a∨q b)∧(q a∨q b)∧(q a∨b), (q p∨q∨q r)∧(q q∨r∨s)∧(p∨q r∨q s)∧(p∧q q∧q s), . . .

Od prethodne 2 KNF, prva je SKNF (jer se u svakom disjuktu javƩaju sve iskazne promenƩive a, b, c),
dok druga nije SDNF (svaki disjukt ne sadrжi i p i q i r i s). Formulu koja je SDNF moжemo
zapisati i kao

(a1 ∨ b0) ∧ (a0 ∨ b0) ∧ (a0 ∨ b1).

Sada �emo navesti tvr�eƬa koja nam govore da (skoro) svaku Bulovu funkciju sa n-promenƩivih
x1, x2, . . . , xn moжemo zapisati i u SDNF i u SKNF. Radi kra�eg zapisivaƬa stavi�emo da je α
oznaqava proizvoƩnu n-torku α = (α1, α2, . . . , αn) i dusjunkcije (odnosno konjunkcije) na desnoj
strani �e i�i po svim mogu�im n-torkama α. U posledƬoj formuli vaжi x1

1−α1 = q (x1
α1).

TEOREMA 2.5.1. Za proizvoƩnu Bulovu funkciju f : {0, 1}n → {0, 1}, razliqitu od
nula-funkcije, postoji SDNF:

f(x1, x2, . . . , xn) =
∨

α∈{0,1}n

f(α1, α2, . . . , αn) ∧ x1
α1 ∧ x2

α2 ∧ . . . ∧ xn
αn .

TEOREMA 2.5.2. Za proizvoƩnu Bulovu funkciju f : {0, 1}n → {0, 1}, razliqitu od
jedan-funkcije, postoji SKNF:

f(x1, x2, . . . , xn) =
∧

α∈{0,1}n

f(α1, α2, . . . , αn) ∨ x1
1−α1 ∨ x2

1−α2 ∨ . . . ∧ xn
1−αn .
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Napomena. Na osnovu prethodnih teorema sledi da za nula-funkciju ne postoji SDNF, ali za Ƭu
postoji DNF, npr. x ∧ qx; tako�e, za jedan-funkciju ne postoji SKNF, ali za Ƭu postoji KNF,
npr. x ∨ qx.

Na elektrotehniqkom fakultetu, qesto se traжi da se odredi minimalna DNF (ili minimalna
KNF). To je Ƭima znaqaja da odre�eno elektriqno kolo realizuju sa xto maƬe upotrebƩenih
osnovnih logiqkih kola. Za te potrebe su razvijeni razni postupci minimizacije, poput
Karnoovih karti i stabala odluqivaƬa.

Iz prethodnih tvr�eƬa sledi da se svaka Bulova funkcija f : {0, 1}n → {0, 1} moжe izraziti
preko operacija q, ∨ i ∧. Sada �emo razmatrati preko kojih jox (unarnih i binarnih) operacija
iz skupa prethodno uvedenih Bulovih funkcija

M = {ϕ0, ϕ1, ϕ2, ϕ3, f0, f1, f2, f3, f4, f5, f6, f7, f8, f9, f10, f11, f12, f13, f14, f15}

moжemo prikazati sve Bulove funkcije. U tu svrhu �emo uvesti 2 pojma: generator-skupa i baze
Bulovih funkcija.

DEFINICIJA 2.5.2. Skup G ⊆ M naziva se generator-skup skupa M ako se pomo�u operacija
iz G mogu izraziti sve Bulove funkcije.

DEFINICIJA 2.5.3. Skup B ⊆ M naziva se baza Bulovih funkcija ako se pomo�u operacija
iz B mogu izraziti sve Bulove funkcije i nijedan pravi podskup A ⊂ B nije generator-skup.

Na osnovu prethodnih tvr�eƬa imamo da je skup G = {q ,∨,∧} generator-skup. On nije baza jer
na osnovu De Morganovih pravila moжemo ∧ izraziti preko q i ∨ (a i ∨ moжemo izraziti preko q
i ∧). Zato su skupovi B1 = {q ,∨} i B2 = {q ,∧} dve baze Bulovih funkcija. U narednim primerima
pokaza�emo da su i B3 = {q ,⇒} i B4 = {↓} baze, a analogno posledƬem se pokazuje da je i B5 = {↑}
baza.

U prethodnoj diskusiji smo videli da postoje 2 jednoqlane baze (i to su jedine jednoqlane
baze): B4 = {↓} i B5 = {↑}.
Moжe se pokazati da dvoqlanih baza ima ukupno 34 (10 u kojima je jedna operacija unarna, a druga
binarna i 24 kod kojih su obe operacije binarne).

Moжe se pokazati da troqlanih baza ima ukupno 10 (4 u kojima je jedna operacija unarna, a druge
dve binarne i 6 kod kojih su sve tri operacije binarne).

Dokazano je da ne postoje baze sa 4 i vixe operacija.

PRIMER 2.5.2. Ekvivalenciju izraziti pomo�u negacije i implikacije.

RexeƬe 1. Kako je
p ⇔ q = (p ⇒ q) ∧ (q ⇒ p)

dovoƩno je da konjunkciju ∧ izrazimo preko q i ⇒.
Kako za implikaciju imamo p ⇒ q = q p∨q i iz De Morganovih pravila i zakona dvojne negacije

dobijamo q p ∨ q = q(p ∧ q q), tj.
p ⇒ q = q(p ∧ q q).

Time smo implikaciju predstavili pomo�u negacije i konjunkcije (a nama treba obratno!). Ako
ovde negiramo obe strane dobijamo

q (p ⇒ q) = p ∧ q q.

Kako nama ne treba p ∧ q q nego p ∧ q, to �emo sva pojavƩivaƬa promenƩive q zameniti sa Ƭenom
negacijom q q:

q (p ⇒ q q) = p ∧ q.

Sada jox ostaje da se vratimo na traжeno predstavƩaƬe ekvivalencije:

p ⇔ q = q
(
(p ⇒ q) ⇒ q(q ⇒ p)

)
.
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RexeƬe 2. Ovde �emo samo drugaqije da izvedemo predstavƩaƬe ∧ preko q i ⇒.
Ako napravimo tablicu za konjunkciju ∧ imamo:

p q p ∧ q q(p ∧ q) p q q
0 0 0 1 0 1
0 1 0 1 0 0
1 0 0 1 1 1
1 1 1 0 1 0

Ona, za razliku od implikacije, ima jednu 1 i tri 0. Ali zato ako je negiramo, q(p ∧ q), dobijamo
jednu 0 i tri 1 (xto je i situacija sa implikacijom). Ali implikacija je netaqna samo kad 1 ⇒ 0,
pa tu situaciju treba da imamo kod 0. To moжemo posti�i ako bi p ostavili nepromeƬeno, a
umesto q uzeli q q (xto je predstavƩeno uz desnu stranu prethodne tablice). Time smo pokazali
da je q(p ∧ q) = p ⇒ q q, odakle dobijamo p ∧ q = q (p ⇒ q q).

Kraj zadatka ide analogno.

Napomena. Na osnovu jednakosti p ∧ q = q (p ⇒ q q) koju smo ovde pokazali i qiƬenice da je
B2 = {q ,∧} baza Bulovih funkcija sledi da je i B3 = {q ,⇒} generator-skup.

Moжe se pokazati da je ovo i baza (tj. da ni {q} ni {⇒} ne qine generator-skup).

PRIMER 2.5.3. Pokazati da je B4 = {↓} baza Bulovih funkcija.

RexeƬe. Kako je p ↓ p = q p i kako iz p ↓ q = q(p ∨ q) dobijamo da je p ∨ q = q q(p ∨ q) = q(p ↓ q) =
(p ↓ q) ↓ (p ↓ q), uspeli smo da predstavimo obe funkcije iz baze B1 = {q ,∨} predstavimo preko
Lukaxijeviqeve funkcije ↓. Time smo pokazali da je B4 = {↓} baza.

Napomena. I operaciju ∧ moжemo da predstavimo preko ↓:
p ↓ q = q(p ∨ q) = q p ∧ q q, pa je p ∧ q = q p ↓ q q = (p ↓ p) ↓ (q ↓ q).

PRIMER 2.5.4. Odrediti DNF i SDNF, kao i KNF i SKNF3, za logiqku funkciju

f =
(

p ↓
(
q ⇒ (r ↓ p)

))

⇔ s ∧ q q.

RexeƬe. Ako odredimo SDNF ona je istovremeno i DNF (sliqno je SKNF i KNF).
Pri odre�ivaƬu SDNF u (zadƬoj koloni u) tablici funkcije traжimo 1. Za svaku tu 1 odred-

jujemo konjunkt po slede�em pravilu: ako je f(a, b, c, d) = 1 onda imamo konjunkt p a ∧ q b ∧ r c ∧ s d (tj.
ako za neku 1 na kraju kod promenƩive p imamo 0 onda u konjunkt ide q p, a ako imamo 1 onda u
konjunkt ide p itd.).

Pri odre�ivaƬu SKNF u (zadƬoj koloni u) tablici funkcije traжimo 0. Za svaku tu 0 odre�u-
jemo disjunkt po slede�em pravilu: ako je f(a, b, c, d) = 0 onda imamo disjunkt p1−a ∨ q1−b ∨ r1−c ∨ s1−d

(tj. ako za neku 0 na kraju kod promenƩive p imamo 0 onda u disjunkt ide p, a ako imamo 1 onda u
disjunkt ide q p itd.).

Na osnovu tablice Lukaxijeviqeve funkcije

p q p ↓ q
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 0

imamo da vaжe slede�e osobine

x ↓ 0 = 0 ↓ x = qx, x ↓ 1 = 1 ↓ x = 0.

ƫih �emo koristiti pri popuƬavaƬu tablice za f =
(

p ↓
(
q ⇒ (r ↓ p)

))

⇔ s ∧ q q:

3U tom doma�em se traжila samo DNF i SDNF, a poxto ve� imamo odre�enu tablicu za ovu funkciju odredi�emo
Ƭenu i KNF i SKNF.
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ϕ L D f

p q r s r ↓ p q ⇒ (r ↓ p) p ↓ ϕ q q s ∧ q q L ⇔ D konjunkt
0 0 0 0 1 1 0 1 0 1 q p ∧ q q ∧ q r ∧ q s
0 0 0 1 1 1 0 1 1 0
0 0 1 0 0 1 0 1 0 1 q p ∧ q q ∧ r ∧ q s
0 0 1 1 0 1 0 1 1 0
0 1 0 0 1 1 0 0 0 1 q p ∧ q ∧ q r ∧ q s
0 1 0 1 1 1 0 0 0 1 q p ∧ q ∧ q r ∧ s
0 1 1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 1 1 0 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 1 0 1 0 1 p ∧ q q ∧ q r ∧ q s
1 0 0 1 0 1 0 1 1 0
1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 p ∧ q q ∧ r ∧ q s
1 0 1 1 0 1 0 1 1 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 p ∧ q ∧ q r ∧ q s
1 1 0 1 0 0 0 0 0 1 p ∧ q ∧ q r ∧ s
1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 p ∧ q ∧ r ∧ q s
1 1 1 1 0 0 0 0 0 1 p ∧ q ∧ r ∧ s

Traжena SDNF (a samim tim i DNF) je f = (q p ∧ q q ∧ q r ∧ q s)∨(q p ∧ q q ∧ r ∧ q s)∨(q p ∧ q ∧ q r ∧ q s)∨
(q p ∧ q ∧ q r ∧ s)∨(p ∧ q q ∧ q r ∧ q s)∨(p ∧ q q ∧ r ∧ q s)∨(p ∧ q ∧ q r ∧ q s)∨(p ∧ q ∧ q r ∧ s)∨(p ∧ q ∧ r ∧ q s)∨
(p ∧ q ∧ r ∧ s).

Napomena. Ovu SDNF moжemo ,,skratiti“, tj. neke od qlanova moжemo spojiti i dobiti minimalnu
DNF. PosledƬa 4 qlana (imaju zajedniqko p∧q, a za r i s se javƩaju sve 4 varijante: q r∧q s, q r∧s,
r ∧ q s i r ∧ s). Sada �emo to i strogo formalno isterati (koristimo vixe puta distributivnost
∧ u odnosu na ∨):

(p ∧ q ∧ q r ∧ q s) ∨ (p ∧ q ∧ q r ∧ s) ∨ (p ∧ q ∧ r ∧ q s) ∨ (p ∧ q ∧ r ∧ s) =
`

(p ∧ q ∧ q r) ∧ (q s ∨ s)
´

∨
`

(p ∧ q ∧ r) ∧ (q s ∨ s)
´

=
`

(p ∧ q ∧ q r) ∧ 1
´

∨
`

(p ∧ q ∧ r) ∧ 1
´

= (p ∧ q ∧ q r) ∨ (p ∧ q ∧ r)

= (p ∧ q ∧ q r) ∨ (p ∧ q ∧ r)

= (p ∧ q) ∧ (q r ∨ r)

= (p ∧ q) ∧ 1

= p ∧ q

DaƩe, prvi, drugi, peti i xesti qlan moжemo spojiti:

(q p ∧ q q ∧ q r ∧ q s) ∨ (q p ∧ q q ∧ r ∧ q s) ∨ (p ∧ q q ∧ q r ∧ q s) ∨ (p ∧ q q ∧ r ∧ q s) = q q ∧ q s.

Konaqno, tre�i, qetvrti, sedmi i osmi qlan moжemo spojiti:

(q p ∧ q ∧ q r ∧ q s) ∨ (q p ∧ q ∧ q r ∧ s) ∨ (p ∧ q ∧ q r ∧ q s) ∨ (p ∧ q ∧ q r ∧ s) = q ∧ q r.

Sada sva ova tri spajaƬa moжemo iskoristiti da dobijemo minimalnu DNF:

f = (p ∧ q) ∨ (q q ∧ q s) ∨ (q ∧ q r).

Ovaj izraz moжemo jox vixe pojednostaviti (ali to vixe nije ni DNF, ni KNF) korix�eƬem
distributivnosti i komutativnosti:

f = (p ∧ q) ∨ (q q ∧ q s) ∨ (q ∧ q r) = (p ∧ q) ∨ (q r ∧ q) ∨ (q q ∧ q s) = (p ∨ q r) ∧ q ∨ (q q ∧ q s).

Ovde je qesto pitaƬe: Kako neki qlan x (u ovom sluqaju sedmi i osmi) moжemo 2 (ili vixe) puta
koristiti pri spajaƬu? Odgovor nam daju zakoni idempotentnosti i komutativnosti, tj. x = x∨ x
i x ∨ y = y ∨ x. Zakon idempotentnosti nam sluжi da taj qlan x zamenimo sa x ∨ x (pa �emo prvo
x koristiti u prvom spajaƬu, a drugo x u drugom), dok zakon komutativnosti koristimo samo da
ispremextamo elemente u disjunkciji.

DaƩe, prethodno dobijenu tablicu za f moжemo iskoristiti i za dobijaƬe SKNF.
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f

p q r s L ⇔ D disjunkt
0 0 0 0 1

0 0 0 1 0 p ∨ q ∨ r ∨ q s

0 0 1 0 1

0 0 1 1 0 p ∨ q ∨ q r ∨ q s

0 1 0 0 1

0 1 0 1 1

0 1 1 0 0 p ∨ q q ∨ q r ∨ s

0 1 1 1 0 p ∨ q q ∨ q r ∨ q s

1 0 0 0 1

1 0 0 1 0 q p ∨ q ∨ r ∨ q s

1 0 1 0 1

1 0 1 1 0 q p ∨ q ∨ q r ∨ q s

1 1 0 0 1

1 1 0 1 1

1 1 1 0 1

1 1 1 1 1

Traжena SKNF (a samim tim i KNF) je

f = (p ∨ q ∨ r ∨ q s) ∧ (p ∨ q ∨ q r ∨ q s) ∧ (p ∨ q q ∨ q r ∨ s) ∧ (p ∨ q q ∨ q r ∨ q s) ∧ (q p ∨ q ∨ r ∨ q s) ∧ (q p ∨ q ∨ q r ∨ q s).

Napomena. Opet moжemo spajati qlanove da bi dobili minimalnu KNF: prvi, drugi, peti i xesti
nam daju:

(p ∨ q ∨ r ∨ q s) ∧ (p ∨ q ∨ q r ∨ q s) ∧ (q p ∨ q ∨ r ∨ q s) ∧ (q p ∨ q ∨ q r ∨ q s) = q ∨ q s,

a tre�i i qetvrti:
(p ∨ q q ∨ q r ∨ s) ∧ (p ∨ q q ∨ q r ∨ q s) = p ∨ q q ∨ q r.

Stoga je minimalna KNF:
f = (q ∨ q s) ∧ (p ∨ q q ∨ q r).

Od studenata ne oqekujemo da obave postupak minimizacije. Pri minimizaciji koriste se i
Karnoove (Karnaugh) karte (ili mape). Postoje i onlajn solveri za ceo taj postupak:

http://www.32x8.com/index.html

2.6 Predikatski raqun

Od iskaza (predikata) mogu se formirati nove reqenice upotrebom kvantifikatora.

Postoje 2 kvantifikatora:

∀ je univerzalni kvantifikator, koji se qita ,,svaki“ (ili ,,za svaki“ ili ,,bilo koji“ ili
,,proizvoƩni“);

∃ je egzistencijalni kvantifikator, koji se qita ,,postoji“ (ili ,,neki“ ili ,,za neki“ ili ,,bar
jedan“).

Primetimo da je simbol ∀ u stvari naopako slovo A i to je direktno povezano sa poqetnim
slovom nemaqke reqi ”Alle”, odnosno engleske ”All” (svi).

Simbol ∃ u stvari naopako slovo E i to je direktno povezano sa poqetnim slovom nemaqkog
izraza ”Es gibt”, odnosno engleske reqi ”Exist” (postoji).

Sada �emo dati nekoliko primera reqenica koje sadrжe kvantifikatore, kao i Ƭihove formule.

PRIMER 2.6.1. Napisati odgovaraju�u formulu i odrediti istinitosnu vrednost za svaku od
slede�ih reqenica:
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• ,,Postoji objekat jednak samom sebi.“

• ,,Svaki prirodan broj je i realan.“

• ,,Neki celi brojevi su ve�i od 8.“

• ,,Kvadrat proizvoƩnog realnog broja je negativan.“

• ,,Jednaqina x2 = 1 ima rexeƬe u skupu prirodnih brojeva.“

• ,,Razlika bilo koja dva prirodna broja je prirodan broj.“

• ,,Ne postoji najve�i prirodan broj.“

• ,,Za svaki racionalan broj x postoji racionalan broj y takav da je x + y = 0.“

RexeƬe.
,,Postoji objekat jednak samom sebi“ prevodimo kao (∃x) x = x. Ova formula je taqna.

,,Svaki prirodan broj je i realan“ prevodimo kao (∀x) (x ∈ N ⇒ x ∈ R). Skra�eni zapis ove
formule je (∀x ∈ N) x ∈ R. I ova formula je taqna jer je N ⊆ R.

,,Neki celi brojevi su ve�i od 8“ prevodimo kao (∃x) (x ∈ Z ∧ x > 8). Skra�eni zapis ove
formule je (∃x ∈ Z) x > 8. Kako postoji, npr. ceo broj x = 9 > 8, ova formula je taqna.

,,Kvadrat proizvoƩnog realnog broja je negativan“ prevodimo kao (∀x) (x ∈ R ⇒ x2 < 0).
Skra�eni zapis ove formule je (∀x ∈ R) x2 < 0. Ova formula nije taqna jer za, npr. x = 1 ne
vaжi x2 = 1 < 0.

,,Jednaqina x2 = 1 ima rexeƬe u skupu prirodnih brojeva“ prevodimo kao (∃x) (x ∈ N ∧ x2 = 1).
Skra�eni zapis ove formule je (∃x ∈ N) x2 = 1. Ova formula je taqna, jer postoji rexeƬe
x = 1 ∈ N (bez obzira xto drugo rexeƬe ove jednaqine, x = −1, nije prirodan broj, jer se traжi
da jednaqina ima bar jedno rexeƬe u skupu prirodnih brojeva).

,,Razlika bilo koja dva prirodna broja je prirodan broj“ prevodimo kao
(∀x)(∀y) (x ∈ N ∧ y ∈ N ⇒ x − y ∈ N). Skra�eni zapis ove formule je (∀x) (∀y ∈ N) x − y ∈ N, a
i to moжemo skratiti: (∀x, y ∈ N) x − y ∈ N. Ova formula nije taqna jer za, npr. x = 1 i y = 2 ne
vaжi x − y = −1 ∈ N.

,,Ne postoji najve�i prirodan broj“ prevodimo kao q

(

(∃x)
(
x ∈ N ∧ (∀y)(y ∈ N ⇒ y 6 x)

))

.

Skra�eni zapis ove formule je q

(

(∃x ∈ N)(∀y ∈ N) y 6 x
)

. Kako za ma koliko veliko x uzeli,

postoji ve�i prirodan broj, npr. y = x + 1 ∈ N, to ne postoji najve�i prirodan broj, pa je ova
reqenica taqna.

,,Za svaki racionalan broj x postoji racionalan broj y takav da je x + y = 0“ prevodimo
na slede�i naqin (∀x)

(
x ∈ Q ⇒ (∃y) (y ∈ Q ∧ x + y = 0)

)
. Skra�eni zapis ove formule je

(∀x ∈ Q)(∃y ∈ Q) x + y = 0. Ova formula je taqna jer za svaki racionalan broj x postoji suprotan
broj y = −x ∈ Q za koji vaжi x + y = x + (−x) = 0.

Negacija reqenica sa kvantifikatorima se vrxi na slede�i naqin:

q(∀x) P (x) ⇔ (∃x) qP (x) i q(∃x) P (x) ⇔ (∀x) qP (x).

PRIMER 2.6.2. ,,Pro�imo“ negacijom kroz formulu za reqenicu ,,Ne postoji najve�i prirodan
broj“ iz prethodnog primera.

RexeƬe. Koristi�emo gorƬe formule i De Morganove zakone, kao i da je p ⇒ q = q p∨q. Slede�e
formule su ekvivalentne:

q(∃x)
(
x ∈ N ∧ (∀y)(y ∈ N ⇒ y 6 x)

)

(∀x) q
(
x ∈ N ∧ (∀y)(y ∈ N ⇒ y 6 x)

)

(∀x)
(

q(x ∈ N) ∨ q
(
(∀y)(y ∈ N ⇒ y 6 x)

))

(∀x)
(

q(x ∈ N) ∨ (∃y) q(y ∈ N ⇒ y 6 x)
)
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(∀x)
(

q(x ∈ N) ∨ (∃y) q
(

q(y ∈ N) ∨ y 6 x
))

(∀x)
(

q(x ∈ N) ∨ (∃y) (y ∈ N ∧ y > x)
)

(∀x)
(
x ∈ N ⇒ (∃y) (y ∈ N ∧ y > x)

)
.

Ovde smo formalno pokazali da je formula q(∃x ∈ N)(∀y ∈ N) y 6 x jednaka (∀x ∈ N)(∃y ∈ N) y > x,
tj. da se i u skra�enom obliku prilikom negiraƬa kvantifikatori meƬaju.

Od sada �emo formule sa kvantifikatorima uglavnom pisati u skra�enom obliku (sem kad
imamo uopxtenu predikatsku formulu i treba ispitati Ƭenu isitinitosnu vrednost).

PRIMER 2.6.3. Odrediti istinitosnu vrednost predikatskih formula:

a) ∃x(x ∈ Z ∧ 3x = 8); b) ∃x(x ∈ Q ∧ 3x = 8); v) (∀x ∈ N)(∃y ∈ N)(x6 y); g) (∃y ∈ N)(∀x ∈ N)(x6 y);

d) (∀x, y, z ∈ R)(x = y ⇒ xz = yz); �) (∀x, y, z ∈ R)(xz = yz ⇒ x = y).

RexeƬe. a) Formula ∃x(x ∈ Z ∧ 3x = 8) nije taqna, jer ne postoji vrednost x ∈ Z za koju je 3x = 8
(rexeƬe ove jednaqine je x = 8

3 6∈ Z).

b) Formula ∃x(x ∈ Q ∧ 3x = 8) je taqna, jer postoji vrednost x = 8
3 ∈ Q za koju je 3x = 8.

v) Formula (∀x ∈ N)(∃y ∈ N)(x 6 y) je taqna, jer za svaki prirodan broj x moжemo odabrati ve�i
(ili jednak) prirodan broj, npr. y = x + 1.

g) Formula (∃y ∈ N)(∀x ∈ N)(x 6 y) nije taqna, jer ne postoji najve�i prirodan broj. Ako bi
pretpostavili je formula taqna, onda bi postojao broj y0, takav da za svaki prirodan broj x vaжi
x6 y0 (xto nije taqno, npr. za x = 2 · y0).

d) Formula (∀x, y, z ∈ R)(x = y ⇒ xz = yz) je taqna, jer ako jednakost x = y pomnoжimo istim
realnim brojem z dobijamo jednakost xz = yz.

�) Formula (∀x, y, z ∈ R)(xz = yz ⇒ x = y) nije taqna, jer ne vaжi za sve realne brojeve.
Kontraprimer je x = 3, y = 5 i z = 0; tada imamo da je xz = yz = 0, tj. v(xz = yz) = 1, dok je
x 6= y, pa vaжi v(x = y) = 0, pa se formula svodi na 1 ⇒ 0, xto nije taqno.

Napomena. Iz delova pod a) i b) vidimo da je bitno na kom skupu se dexava formula (ista
formula, a razliqit skup u ova 2 dela zadatka daje razliqite istinitosne vrednosti).
Iz delova pod v) i g) vidimo da je veoma bitan redosled kvantifikatora! DetaƩnije �emo
razmatrati redosled kvantifikatora nakon ove napomene i uvo�eƬa jox nekih pojmova.
Iz dela pod �) vidimo da ne smemo skratiti izraz sa z jer to z moжe biti jednako 0.

Primetimo da ako vaжi tvr�eƬe (∀x) P (x), da onda vaжi i tvr�eƬe (∃x) P (x) (ako vaжi za sve
vrednosti x onda vaжi i za bar jednu vrednost x!).

Sliqan rezon moжemo primeniti kada razmatramo me�usobne odnose predikatskih formula koje
imaju 2 kvantifikatora.

Redosled navo�eƬa istorodnih kvantifikatora nije bitan. Tako, na primer, formula
(∀x)(∀y) ϕ(x, y) predstavƩa isto xto i formula (∀y)(∀x) ϕ(x, y), jer i u jednom i u drugom
sluqaju moramo da proverimo formulu ϕ(x, y) po svim parovima (x, y). Stoga je formula
(∀x)(∀y) ϕ(x, y) ⇔ (∀y)(∀x) ϕ(x, y) vaƩana.

Potpuno analogno, imamo i da je formula (∃x)(∃y) ϕ(x, y) ⇔ (∃y)(∃x) ϕ(x, y) vaƩana.

U Primeru 2.6.3 smo dobili da je formula pod v) taqna, a pod g) nije (tu su dva kvantifikatora
samo promenila mesto!). Sada �emo ovaj sluqaj i sve ostale objediniti u naredno razmatraƬe.

DEFINICIJA 2.6.1. Formula F je taqna pri interpretaciji I ako pri toj interpretaciji
ima uvek vrednost 1 (nezavisno od parametara odgovaraju�eg predikata).

Me�utim, postoje i formule koje su taqne pri svim interpretacijama. Tako, npr. ako u jednoj
tautologiji svako iskazno slovo zamenimo nekom formulom kvantifikatorskog raquna i novodobi-
jena formula �e biti uvek taqna.
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DEFINICIJA 2.6.2. Formula koja je taqna pri svim interpretacijama naziva se vaƩana
formula.

Posmatrajmo formule oblika F = K1K2 ϕ(x, y), gde su K1 i K2 kvantifikatori
(univerzalni i/ili egzistencijalni) spregnutih sa x ili y. Ovih formula ima ukupno 8 i na
narednoj slici predstavƩaju qvorove grafa4. Za 2 formule F1 i F2 koje su ovog tipa imamo da
vaжi: formula F1 ⇒ F2 je vaƩana akko u slede�em grafu postoji put iz qvora F1 u qvor F2.

(∃y)(∀x) (∃x)(∀y)

(∀x)(∃y) (∀y)(∃x)

(∀x)(∀y) (∀y)(∀x)

(∃x)(∃y) (∃y)(∃x)

Sada �emo dati qemu su jednaki neki jednostavniji izrazi koji sadrжe jedan kvantifikator
i jednakost sa osnovnim skupovnim, odnosno brojevnim, operacijama. U tablici podrazumeva-
mo da je A 6= ∅. Tako naprimer, drugi izraz (∀x ∈ P(A)) x = y ∩ z = 0, u sluqaju A = ∅ postaje
(∀x ∈ P(A)) x = y ∩ z = 1!

(∃x ∈ P(A)) x = y ∩ z 1 (∀x ∈ P(A)) x = y ∩ z 0

(∃y ∈ P(A)) x = y ∩ z x ⊆ z (∀y ∈ P(A)) x = y ∩ z

(

1, x = z = ∅

0, inaqe
= (x = ∅) ∧ (z = ∅)

(∃x ∈ P(A)) x = y ∪ z 1 (∀x ∈ P(A)) x = y ∪ z 0

(∃y ∈ P(A)) x = y ∪ z z ⊆ x (∀y ∈ P(A)) x = y ∪ z

(

1, x = z = A

0, inaqe
= (x = A) ∧ (z = A)

(∃x ∈ N, N0, Z, Q, R) x = y + z 1 (∀x ∈ N, N0, Z, Q, R) x = y + z 0

(∃y ∈ N) x = y + z x > z (∀y ∈ N, N0, Z, Q, R) x = y + z 0

(∃y ∈ N0) x = y + z x> z

(∃y ∈ Z, Q, R) x = y + z 1

(∃x ∈ N) x = y − z y > z (∀x ∈ N, N0, Z, Q, R) x = y − z 0

(∃x ∈ N0) x = y − z y > z

(∃x ∈ Z, Q, R) x = y − z 1

(∃y ∈ N, N0, Z, Q, R) x = y − z 1 (∀y ∈ N, N0, Z, Q, R) x = y − z 0

(∃z ∈ N) x = y − z y > x (∀z ∈ N, N0, Z, Q, R) x = y − z 0

(∃z ∈ N0) x = y − z y > x

(∃z ∈ Z, Q, R) x = y − z 1

(∃x ∈ N, N0, Z, Q, R) x = y · z 1 (∀x ∈ N, N0, Z, Q, R) x = y · z 0

(∃y ∈ N, N0, Z) x = y · z z | x (∀y ∈ N) x = y · z 0

(∃y ∈ Q, R) x = y · z x = 0 ∨ z 6= 0 (∀y ∈ N0, Z, Q, R) x = y · z (x = 0) ∧ (z = 0)

(∃x ∈ N) x = y : z z | y (∀x ∈ N, N0, Z, Q, R) x = y : z 0

(∃x ∈ N0, Z) x = y : z z | y ∧ z 6= 0

(∃x ∈ Q, R) x = y : z z 6= 0

(∃y ∈ N) x = y : z 1 (∀y ∈ N, N0, Z, Q, R) x = y : z 0

(∃y ∈ N0, Z, Q, R) x = y : z z 6= 0

(∃z ∈ N) x = y : z x | y (∀z ∈ N, N0, Z, Q, R) x = y : z 0

(∃z ∈ N0, Z) x = y : z x | y ∧ q (x 6= 0 ∧ y = 0)

(∃z ∈ Q, R) x = y : z x = 0 ⇔ y = 0

Ovde je relacija deƩivosti a | b uvedena kao

a | b
def
⇐⇒ (∃k ∈ Z) b = a · k.

4Pojmove Teorije grafova poput qvora i grane uvodimo u glavi 4. Teorija grafova.



66 2. MATEMATIQKA LOGIKA

Sa tako uvedenom relacijom deƩivosti imamo da i nula deli nulu, tj. 0 | 0.
To �e nam biti bitno kasnije kod relacija, za refleksivnost.

Kada koristite prethodne jednakosti (ekvivalencije) na kolokvijumu ili ispitu TREBA
DATI KRA�E OBRAZLOЖEƫE!

Npr. pokaжimo prve tri jednakosti sa brojevnim operacijama.

• (∃x ∈ N) x = y + z ⇔ 1
kako za svaka 2 prirodna broja y i z, postoji i Ƭihov zbir (i on je tako�e prirodan broj),
to �e uvek postojati prirodan broj x = y + z.

• (∀x ∈ N) x = y + z ⇔ 0
izraz y + z ima jednu fiksiranu vrednost, za unapred odre�ene prirodne brojeve y i z, dok
na levoj strani jednakosti x uzima vrednost svakog prirodnog broja, pa stoga data jednakost
ne moжe biti taqna za svako x.

• (∃y ∈ N) x = y + z ⇔ x > z
kako je y = x− z, to za unapred odre�ene prirodne brojeve x i z uvek moжemo odrediti y tako
da vaжi jednakost x = y + z, ali to y jox mora biti i prirodan broj, tj. y = x − z ∈ N. To je
ispuƬeno ako i samo ako je x > z.

2.7 Primene iskaznog raquna na prekidaqke mreжe
i skupove

Primene iskaznog raquna na prekidaqke mreжe

U logiqkim kolima slede�i elementi (u Ƭima je upisano kojoj logiqkoj operaciji odgovaraju)
predstavƩaju negaciju, konjunkciju i disjunkciju (q,∧,∨):

a a
a
b
c
d

a b c d

a
b
c
d

a b c d

Rad sa Ƭima bi�e ilustrovan u narednim primerima.



2.7. PRIMENE ISKAZNOG RAQUNA NA PREKIDAQKE MREЖE I SKUPOVE 67

PRIMER 2.7.1. Odrediti iskaznu formulu F koja odgovara datom kolu.

p

q

r

F

Ispitati da li je F tautologija.
Da li F predstavƩa SKNF, SDNF, KNF ili DNF?
Predstaviti F u jednoj KNF i jednoj DNF.

RexeƬe. Ako na svakom logiqkom kolu pratimo xta mu je na ulazu, a xta na izlazu dobi�emo:

p

q

r

F

p

q
p q

p

r
p r

(p r)

F = (q p ∧ q) ∨ q(p ∧ q r)

SKNF i SDNF nije, jer bi svaki disjunkt/konjunkt trebalo da ima sve 3 promenƩive (i p i q i
r).

KNF nije, jer su qlanovi spojeni sa ∨, a ne sa ∧.

DNF nije, jer q(p ∧ q r) nije konjunkt.

L a D
p q r q p q p∧q q r p∧q r q a L ∨ D disjunkt konjunkt konjunkt
0 0 0 1 0 1 0 1 1 q p ∧ q q ∧ q r q p
0 0 1 1 0 0 0 1 1 q p ∧ q q ∧ r q p r
0 1 0 1 1 1 0 1 1 q p ∧ q ∧ q r q p
0 1 1 1 1 0 0 1 1 q p ∧ q ∧ r q p r
1 0 0 0 0 1 1 0 0 q p ∨ r
1 0 1 0 0 0 0 1 1 p ∧ q q ∧ r r
1 1 0 0 0 1 1 0 0 q p ∨ r
1 1 1 0 0 0 0 1 1 p ∧ q ∧ r r

0 ⇒ nije tautologija!

SKNF (a to je i KNF): F = (q p ∨ q ∨ r) ∧ (q p ∨ q q ∨ r).

SDNF: F =(q p∧q q∧q r) ∨ (q p∧q q ∧ r) ∨ (q p∧q∧q r) ∨ (q p ∧ q ∧ r) ∨ (p ∧ q q ∧ r) ∨ (p ∧ q ∧ r).

DNF (a to je i KNF): F = q p ∨ r.
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PRIMER 2.7.2. Kolokvijum 2014.

Odrediti iskaznu formulu F koja odgovara datom kolu.

a

b

c

d

F

Ispitati da li je F tautologija ili kontradikcija.
Da li F predstavƩa SKNF, SDNF, KNF ili DNF?
Predstaviti F u jednoj KNF i jednoj DNF.

RexeƬe. Iskazna formula F koja odgovara datom kolu je F = a∧q
(
(b∧q c)∨(a∧q b∧d)

)
∧q(c∨q d).

p q r s F
a b c d b ∧ q c a ∧ q b ∧ d p ∨ q q(p ∨ q) c ∨ q d q(c ∨ q d) a ∧ r ∧ s

0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0
0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0
0 0 1 1 0 0 0 1 1 0 0
0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0
0 1 0 1 1 0 1 0 0 1 0
0 1 1 0 0 0 0 1 1 0 0
0 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0

1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0
1 0 0 1 0 1 1 0 0 1 0
1 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0
1 0 1 1 0 1 1 0 1 0 0
1 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0
1 1 0 1 1 0 1 0 0 1 0
1 1 1 0 0 0 0 1 1 0 0
1 1 1 1 0 0 0 1 1 0 0

Kako su u koloni F sve 0 to je kontradikcija. Kako se u koloni F javƩaju 0 nije tautologija.

Kako su qlanovi u zagradama spojeni sa ∧ to data formula ne moжe biti ni SDNF ni DNF.

Kako qlanovi spojeni sa ∧ imaju od 1 do 3 promenƩive, ne mogu biti ni SDNF ni SKNF (u Ƭima
se u svakom tom qlanu javƩaju sve 4 promenƩive: a, b, c, d).

Data formula nije ni KNF, jer svi qlanovi spojeni sa ∧ ne predstavƩaju disjunkte (negacija
disjunkta, npr. q(c ∨ q d), nije disjunkt!).

SDNF ne postoji jer su sve 0, ali DNF postoji: F = q a ∧ a

gorƬa formula predstavƩa i KNF, jer literali (q a i a) predstavƩaju i disjunkte!

mogla je za KNF da se uzme i SKNF, ali onda treba ispisati sve qlanove:

F = (a ∨ b ∨ c ∨ d) ∧ (a ∨ b ∨ c ∨ q d) ∧ (a ∨ b ∨ q c ∨ d) ∧ (a ∨ b ∨ q c ∨ q d) ∧ (a ∨ q b ∨ c ∨ d) ∧ (a ∨ q b ∨ c ∨ q d)∧
(a ∨ q b ∨ q c ∨ d) ∧ (a ∨ q b ∨ q c ∨ q d) ∧ (q a ∨ b ∨ c ∨ d) ∧ (q a ∨ b ∨ c ∨ q d) ∧ (q a ∨ b ∨ q c ∨ d)∧
(q a ∨ b ∨ q c ∨ q d) ∧ (q a ∨ q b ∨ c ∨ d) ∧ (q a ∨ q b ∨ c ∨ q d) ∧ (q a ∨ q b ∨ q c ∨ d) ∧ (q a ∨ q b ∨ q c ∨ q d)

DNF smo mogli da dobijemo i tako xto bi proxli negacijom kroz formulu F :

F = a ∧ (q b ∨ c) ∧ (q a ∨ b ∨ q d) ∧ q c ∧ d.
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PRIMER 2.7.3. Odrediti iskaznu formulu F koja odgovara datom kolu.

a

b

c

F

Ispitati da li je F tautologija.
Predstaviti F u jednoj KNF i jednoj DNF.

RexeƬe. Ako na svakom logiqkom kolu pratimo xta mu je na ulazu, a xta na izlazu dobi�emo:

a

b

c

F

a b c

b c

a b

F = (a ∧ b ∧ q c) ∨ (q b ∧ c) ∨ (q a ∧ b), ovo je i jedna DNF.

Ova formula nije tautologija, jer je za a = b = c = 0 i F = 0.

SKNF (i KNF): F = (a ∨ b ∨ c) ∧ (q a ∨ b ∨ c) ∧ (q a ∨ q b ∨ q c).

Primene iskaznog raquna na skupove

Prvo �emo dati kratko obnavƩaƬe osnovnih pojmova Teorije skupova.

Skup i element skupa su osnovni matematiqki pojmovi i ne definixu se5. Stoga �emo se
zadrжati na intuitivnoj predstavi skupa, kao objediƬene koliqine elemenata. Pisa�emo p ∈ A
ako je p element skupa A.

Kod skupova nije bitan redosled elemenata, kao ni koliko se puta neki element javƩa u skupu
– tako npr. imamo da vaжi {a, b} = {b, a} = {a, a, b, a, b}. Skup koji nema nijedan element nazivamo
prazan skup i oznaqavamo sa ∅. Ponekad se koristi i oznaka { }.

DEFINICIJA 2.7.1. Ako svaki element skupa A pripada i skupu B, tj. x ∈ A ⇒ x ∈ B, tada
za skup A kaжemo da je podskup od B ili kaжemo da je skup A sadrжan u skupu B i to oznaqavamo
sa A ⊆ B. U tom sluqaju kaжemo i da je skup B nadskup od A ili kaжemo da skup B sadrжi skup
A i to oznaqavamo sa B ⊇ A. Za dva skupa kaжemo da su jednaka, A = B, ako i samo ako sadrжe
iste elemente, tj. ako je istovremeno A ⊆ B i B ⊆ A. Ukoliko A nije podskup od B, to oznaqavamo
sa A 6⊆ B. Za skup A kaжemo da je pravi podskup skupa B, ako je A podskup skupa B i A 6= B; i
koristi�emo oznaku A ⊂ B (i sliqno za pravi nadskup B ⊃ A).

Sada �emo navesti osnovne operacije na skupovima.

5 Sliqno, ne definixu se i pojmovi broja, taqke, prave...
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DEFINICIJA 2.7.2. Ukoliko znamo xta je ,,univerzalni“ skup Ω, onda moжemo da uvedemo
komplement skupa A, kao skup qiji su elementi svi elementi iz Ω koji nisu u skupu A. Komplement
skupa A oznaqavamo sa A . Za dva data skupa A i B presek je skup qiji su elementi svi elementi koji
su i u skupu A i u skupu B i oznaqavamo ga sa A ∩ B. Za skupove A i B kaжemo da su disjunktni ako
je A∩B = ∅. Unija je skup qiji su elementi svi elementi koji su ili u A ili u B (tj. bar u jednom
od skupova A i B) i oznaqavamo je sa A ∪ B. Razlika skupova A i B je skup qiji su elementi svi
elementi koji su u A, a nisu i u B (tj. oni koji su samo u A) i oznaqavamo je sa A \ B. Operaciju
simetriqne razlike skupova A i B definixemo kao A △ B = (A \ B) ∪ (B \ A), tj. to je skup qiji su
elementi svi elementi koji su ili samo u A ili samo u B.

Ako uvedemo iskaze a =,,x ∈ A“ i b =,,x ∈ B“, onda svakoj od ovih operacija odgovara slede�a
iskazna formula koja je predstavƩena ispod slike na kojoj su Venovi dijagrami koji odgovaraju
toj operaciji.

komplement
A

presek
A ∩ B

unija
A ∪ B

razlika
A \ B

simetriqna
razlika
A △ B

Ω

q a a ∧ b a ∨ b a ∧ q b a ∨ b

PRIMER 2.7.4. Neka je skup A dat nabrajaƬem svojih elemenata A = {1, 3, 5, 7, 9}. Taj isti skup
moжemo opisno zadati kao ,,skup neparnih jednocifrenih brojeva“ ili kao A = {2k−1 | k ∈ N, k 6 5}.
Za skup M = {1, 5} vaжi M ⊂ A jer su svi elementi skupa M i elementi skupa A (i jox je M 6= A).

Neka je B = {1, 2, 3, 4}.
Tada je A ∩ B = {1, 3}, A ∪ B = {1, 2, 3, 4, 5, 7, 9}, A \ B = {5, 7, 9}, a A △ B = {2, 4, 5, 7, 9}.

Sada �emo navesti jox neke skupovne pojmove koji �e nam trebati kasnije, kod uvo�eƬa pojma
relacije.

DEFINICIJA 2.7.3. Partitivni skup skupa A, u oznaci P(A), je skup svih podskupova skupa
A, tj. vaжi da je P(A) = {B | B ⊆ A}.

PRIMER 2.7.5. Odrediti partitivni skup skupa A = {a, b}.

RexeƬe. Partititivni skup je P(A) =
{

∅, {a}, {b}, A
}

.

Napomena. Kada odre�ujemo B ⊆ A, za svaki element iz A imamo 2 mogu�nosti: ili da je u
podskupu B ili da nije. Stoga je broj elemenata partitivnog skupa konaqnog skupa A, |A| = n, dat
sa |P(A)| = 2n. To smo ve� pokazali u Teoremi 1.2.2 u glavi 1. Kombinatorika.

DEFINICIJA 2.7.4. Dekartov proizvod skupova A i B, u oznaci A × B, je skup koji sadrжi
sve mogu�e parove elemenata, kod kojih je prva koordinata iz skupa A a druga iz B, tj. vaжi da
je A × B = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}. Ako odre�ujemo Dekartov proizvod dva ista skupa, koristimo
oznaku A2, tj. vaжi A2 = A × A. Ovi pojmovi se mogu preneti i na Dekartov priozvod n skupova:
A1 × A2 × . . . × An, odnosno kada imamo da su svih n skupova jednaki A, tj. A1 = A2 = . . . = An = A,
imamo oznaku An.
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PRIMER 2.7.6. Odrediti Dekartov proizvod skupova A = {1, 2} i B = {crvena, plava,bela}.

RexeƬe. A × B =
{

(1, crvena), (1, plava), (1,bela), (2, crvena), (2, plava), (2,bela)
}

.

Napomena. Neka su A i B konaqni skupovi takvi da je |A| = n i |B| = m. Kada odre�ujemo A × B,
za prvu koordinatu biramo proizvoƩan element iz A, xto moжemo uqiniti na n naqina, a za drugu
koordinatu biramo proizvoƩan element iz B, xto moжemo uqiniti na m naqina. Stoga je broj
elemenata Ƭihovog Dekartovog proizvoda dat sa |A × B| = m · n.

Za kraj ovog poglavƩa da�emo nekoliko zadataka sa pismenih ispita i kolokvijuma.

PRIMER 2.7.7. Kolokvijum 2008.

Data je skupovna formula A ⊆ C ⇒ (A ∪ B) ∩ C = (A ∪ C) ∩ (A ∪ B). a) Predstaviti A ⊆ C,
(A ∪ B) ∩ C i (A ∪ C) ∩ (A ∪ B) preko Venovih dijagrama

b) Predstaviti ovu formulu preko iskaznih formula.

v) Ispitati da li je iskazna formula tautologija (tj. da li je polazna skupovna formula uvek
taqna).

RexeƬe. a) Da je A ⊆ C moжemo predstaviti na slede�a 2 naqina (u drugom smo stavili i skup
B da bi nam pomoglo u daƩem rezonovaƬu, a sa ∅ smo oznaqili one delove ovih skupova u kojima
nema elemenata!).

A

C

A B

C

∅ ∅

Za levu stranu jednakosti (ona je predstavƩena sivom bojom na posledƬoj slici u redu) imamo
slede�a predstavƩaƬa Venovim dijagramima:

A ∪ B C (A ∪ B) ∩ C leva strana
Za desnu stranu jednakosti (ona je predstavƩena sivom bojom na posledƬoj slici) imamo slede�a
predstavƩaƬa Venovim dijagramima:

A ∪ C A ∪ B (A ∪ C) ∩ (A ∪ B) desna strana

Napomena. Sa ovih slika vidimo da formula (A ∪ B) ∩ C = (A ∪ C) ∩ (A ∪ B) vaжi samo ako ne
postoji deo skupa A koji se ne nalazi u C, tj. kad je A ⊆ C.

b) Oznaqimo sa a = x ∈ A, b = x ∈ B i c = x ∈ C (onda je q a = x 6∈ A, q b = x 6∈ B i q c = x 6∈ C). Tada
skupovna formula A ⊆ C ⇒ (A ∪ B) ∩ C = (A ∪ C) ∩ (A ∪ B) prelazi u iskaznu formulu

(a ⇒ c) ⇒
((

(a ∨ b) ∧ c
)

⇔
(
(a ∨ c) ∧ (a ∨ b)

))

.
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v) (Preko tablice istinitosti)

L p q D
a b c a ⇒ c a ∨ b (a ∨ b) ∧ c a ∨ c (a ∨ c) ∧ (a ∨ b) p ⇔ q L ⇒ D

0 0 0 1 0 0 0 0 1 1
0 0 1 1 0 0 1 0 1 1
0 1 0 1 1 0 0 0 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 1 1 0 1
1 0 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 1 0 1 1 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Kako smo dobili sve 1 u posledƬoj koloni koja odgovara datom iskazu, to je on tautologija, pa
dobijamo da i polazna skupovna formula vaжi.

Napomena. Kako su kolone L i D iste dobijamo da vaжi stroжija iskazna (a na osnovu Ƭe i
skupovna) formula

(a ⇒ c) ⇔
((

(a ∨ b) ∧ c
)

⇔
(
(a ∨ c) ∧ (a ∨ b)

))

,

tj. A ⊆ C ⇔ (A ∪ B) ∩ C = (A ∪ C) ∩ (A ∪ B).
Kako je v(q) = 1 i v(p) = 0 samo za (a, b, c) = (1, 0, 0) i (a, b, c) = (1, 1, 0). ƫima odgovaraju skupovi

AB C i ABC . Znaqi, skupovi koje smo predstavƩali Venovim dijagramima su jednaki samo ukoliko
ne moжe biti x ∈ AB C ∪ ABC , tj. ukoliko tih delova uopxte nema, xto je sluqaj ako i samo ako
je A ⊆ C.

II naqin (diskusijom po slovu):

v) U iskaznoj formuli (a ⇒ c) ⇒
((

(a∨ b)∧ c
)

⇔
(
(a∨ c)∧ (a∨ b)

))

slovo a se javƩa najvixe puta

(4, dok se b javƩa 2 puta, a c 3 puta), pa �emo u diskusiju krenuti od Ƭega.

1◦ ako je v(a) = 0 formula postaje (0 ⇒ c) ⇒
((

(0∨b)∧c
)

⇔
(
(0∨c)∧(0∨b)

))

, tj. 1 ⇒
(

b∧c ⇔ c∧b
)

,

xto je ekvivalentno sa b ∧ c ⇔ c ∧ b, koja je taqna (jer je ∧ simetriqna funkcija);

2◦ ako je v(a) = 1 formula postaje (1 ⇒ c) ⇒
((

(1∨ b)∧ c
)

⇔
(
(1∨ c)∧ (1∨ b)

))

, koja se svodi na

formulu c ⇒
((

(1 ∨ b) ∧ c
)

⇔
(
(1 ∨ c) ∧ (1 ∨ b)

))

, tj. c ⇒
(
1 ∧ c ⇔ 1 ∧ 1

)
, tj. c ⇒

(
c ⇔ 1

)
,

xto je ekvivalentno sa c ⇒ c, xto je taqno.

Kako smo u svim sluqajevima dobili da je iskazna formula taqna, pokazali smo da je ona
tautologija, tj. da polazna skupovna formula uvek vaжi.

PRIMER 2.7.8. Pismeni ispit, januar 2009.

Data je skupovna formula (A ∪ B) \ (C ∩ D) ⊆ (A \ B) ∪ (B \ C) ∩ D.

a) Predstaviti levu i desnu stranu formule preko Venovih dijagrama.

b) Predstaviti ovu formulu preko iskaznih formula.

v) Ispitati da li je iskazna formula tautologija (tj. da li je polazna skupovna formula uvek
taqna).

RexeƬe. a)

A ∪ B C ∩ D (A ∪ B) \ (C ∩ D) leva strana
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A \ B B \ C (A\B) ∪ (B\C) −|| − ∩D desna strana

b) Oznaqimo sa a = x ∈ A (onda je q a = x 6∈ A), b = x ∈ B, c = x ∈ C i d = x ∈ D. Tada skupovna
formula (A ∪ B) \ (C ∩ D) ⊆ (A \ B) ∪ (B \ C) ∩ D prelazi u iskaznu formulu

(
(a ∨ b) ∧ q(c ∧ d)

)
⇒

(
(a ∧ q b) ∨ (b ∧ q c) ∧ d

)
.

v) Oznaqimo sa L =
(
(a ∨ b) ∧ q(c ∧ d)

)
i D =

(
(a ∧ q b) ∨ (b ∧ q c) ∧ d

)
. Tada imamo tablicu:

p q
a b c d a ∨ b c ∧ d q(c ∧ d) L q b a ∧ q b q c b ∧ q c p ∨ q D L ⇒ D

0 0 0 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1
0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 1 0 1 1 0 0 1 1 1 0 0
0 1 0 1 1 0 1 1 0 0 1 1 1 1 1
0 1 1 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 1 0 1 1 1 1 1 0 1 0 0
1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1 1
1 0 1 0 1 0 1 1 1 1 0 0 1 0 0
1 0 1 1 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 1
1 1 0 0 1 0 1 1 0 0 1 1 1 0 0
1 1 0 1 1 0 1 1 0 0 1 1 1 1 1
1 1 1 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1

Kako nismo dobili sve 1 u posledƬoj koloni koja odgovara datom iskazu, taj iskaz nije tautologija,
pa dobijamo da polazna skupovna formula ne vaжi.

II naqin (suprotnom pretpostavkom):

v) Pretpostavimo da iskazna formula L ⇒ D nije taqna. To je mogu�e samo ukoliko je v(L) = 1
i v(D) = 0.

Iz v(L) = 1 imamo da mora da vaжi v(a ∨ b) = 1 i v
(

q(c ∧ d)
)

= 1. Za prvu od ove dve formule
imamo 2 mogu�nosti v(a) = 1 ili v(b) = 1. Za drugu iskoristimo De Morganove formule, pa imamo
da je v(q c ∨ q d) = 1, xto opet ima 2 mogu�nosti v(c) = 0 ili v(d) = 0

(
ovo su faktiqki 4 sluqaja

kada je desna strana taqna:

1◦ v(a) = 1, v(c) = 0; 2◦ v(a) = 1, v(d) = 0; 3◦ v(b) = 1, v(c) = 0; 4◦ v(b) = 1, v(d) = 0
)
.

Kako moжemo najlakxe da napravimo da desna strana bude neistinita? Pa tako xto �emo
staviti da je v(d) = 0 (jer je nexto∧ 0 = 0).

Time smo dobili da je, npr. za v(a) = 1 i v(d) = 0, uz proizvoƩne vrednosti za b i c data iskazna
formula netaqna pa samim tim ona nije tautologija, xto povlaqi da ni polazna skupovna formula
nije taqna.

Napomena. Ovaj metod sa suprotnom pretpostavkom, kada je data formula tautologija je metod
svo�eƬa na apsurd! Tj. ako polaze�i od suprotne pretpostavke dobijemo nexto xto nije taqno (kon-
tradikciju), onda ta polazna suprotna pretpostavka nije dobra, tj. data formula je tautologija.
Ako polaze�i od suprotne pretpostavke dobijemo neki sluqaj za koji vaжi v(F ) = 0, onda formula
F nije tautologija.
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2.8 Rezime

U ovoj glavi smo se prvo upoznali sa pojmom iskaza. Zatim smo uveli osnovne logiqke
operacije i pomo�u Ƭih smo mogli da napravimo sloжenije iskaze. Za svaku od osnovnih logiqkih
operacija (negacija, konjunkcija, disjunkcija, implikacija, ekvivalencija, eksluzivna disjunkcija)
smo naveli tablicu, kao i kako moжemo ubrzano da popuƬavamo tablice. Zatim smo se upoznali
sa pojmom tautologije i Ƭih smo ispitivali na vixe naqina – svo�eƬem na poznate tautologije,
preko tablica istinitosti, metodom diskusije po slovu i metodom svo�eƬa na apsurd (suprotne
pretpostavke). Naveli smo i mnoxtvo poznatih tautologija.

Slede�i deo qine malo naprednije teme, a to su Bulove funkcije, kao uopxteƬa osnovnih
logiqkih funkcija. Pomo�u savrxene disjunktivne normalne forme, kao i savrxene konjunktivne
normalne forme smo pokazali da se bilo koja Bulova funkcija moжe predstaviti samo pomo�u
negacije i disjunkcije (ili negacije i konjunkcije). UopxteƬe toga je i pojam baze Bulovih
funkcija. Nakon toga smo se bavili predikackim raqunom. Tu smo uveli kvantifikatore za svaki
∀ i postoji ∃. Na kraju tog poglavƩa smo dali dve tablice raznih formula sa kvantifikatorima
koje su vezane sa podskupovima i skupovima brojeva.

PosledƬi deo ove glave qine primene iskaznog raquna na prekidaqke mreжe (ipak ste vi
Elektrotehniqari!), kao i na dokazivaƬe skupovnih jednakosti. Tu smo dali i detaƩan uvod u
skupove, od qega �e nam neki pojmovi, poput Dekartovog proizvoda, trebati kasnije kada uvodimo
pojam relacije.

2.9 PitaƬa za proveru znaƬa

35. Xta je iskaz?

36. Koje osnovne iskazne operacije znax?

37. Koja od osnovnih iskaznih operacija nije simetriqna?

38. Predstavi implikaciju preko disjunkcije i negacije.

39. Xta je tautologija, a xta kontradikcija?

40. Da li je negacija kontradikcije uvek tautologija?

41. U qemu se sastoji metoda diskusije po slovu?

42. U qemu se sastoji metoda suprotne pretpostavke?

43. Navedi 5 tautologija.

44. Navedi 5 kontradikcija.

45. Kako glasi de Morganovo pravilo?

46. Da li postoje jednoqlane baze Bulovih funkcija?

47. Da li {q,∨,∧} qine jednu bazu Bulovih funkcija?

48. Koje kvantifikatore znax?

49. Kako se definixe simetriqna razlika 2 skupa? Koja logiqka operacija odgovara skupovnoj
operaciji simetriqne razlike?

50. Koja logiqka operacija odgovara skupovnoj relaciji podskup?
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3. Relacije

3.1 Osnovne osobine binarnih relacija

Podsetimo se nekih operacija sa skupovima koje su nam potrebne za uvo�eƬe pojma relacije.
Dekartov proizvod dva skupa definixemo na slede�i naqin: X × Y = {(x, y) | x ∈ X, y ∈ Y }. Za
Dekartov proizvod skupa sa samim sobom imamo X2 = X × X = {(x, y) | x, y ∈ X}.

PRIMER 3.1.1. Neka je A = {1, 2, 3}. Odrediti A2.

RexeƬe.
A2 = A × A = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 1), (3, 2), (3, 3)}.

DEFINICIJA 3.1.1. Binarna relacija ̺ na nepraznom skupu S je bilo koji podskup Dekartovog
proizvoda S2, tj.

̺ ⊆ S2.

Relacija ̺ = ∅ naziva se prazna relacija, dok je relacija ̺ = S2 univerzalna (ili potpuna)
relacija.

Ako je (a, b) ∈ ̺ to �emo kra�e pisati a ̺ b, a ako (a, b) 6∈ ̺ to �emo pisati a 6̺ b.

PRIMER 3.1.2. Skup ̺ = {(1, 3), (2, 2), (2, 3), (3, 2)} je jedna relacija (jer je ̺ ⊆ A2) na skupu A
uvedenom u prethodnom primeru.

DEFINICIJA 3.1.2. Relacija ̺ na skupu A je:

• refleksivna, R, ako (∀x ∈ A) x ̺ x;

• simetriqna, S, ako (∀x, y ∈ A) x ̺ y ⇒ y ̺ x;

• antisimetriqna, AS, ako (∀x, y ∈ A) x ̺ y ∧ y ̺ x ⇒ x = y;

• tranzitivna, T, ako (∀x, y, z ∈ A) x ̺ y ∧ y ̺ z ⇒ x ̺ z.

Napomenimo da se antisimetriqnost moжe zadati i kao:

(∀x, y ∈ A) x 6= y ∧ x ̺ y ⇒ y 6̺ x.

DEFINICIJA 3.1.3.
Relacija ̺ na skupu A je relacija ekvivalencije ako je refleksivna,
simetriqna i tranzitivna (R, S, T).
Relacija ̺ na skupu A je relacija poretka (ili ure�eƬe skupa A) ako je refleksivna,
antisimetriqna i tranzitivna (R, AS, T).

Napomena. Kada ne vaжi neka od ovih osobina dovoƩno je na�i jedan kontraprimer, a ako vaжi,
onda moramo da pokaжemo da vaжi za sve elemente iz S naznaqene u Ƭenoj definiciji.

Ove pojmove �emo ilustrovati na nekoliko primera.

PRIMER 3.1.3. Ispitati koje od ovih osobina ima relacija ̺ = {(1, 3), (2, 2), (2, 3), (3, 2)} iz
Primera 3.1.2.
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RexeƬe. R Ova relacija nije refleksivna, jer 1 6̺ 1.

S Ova relacija nije simetriqna, jer 1 ̺ 3 ⇒ 3 ̺ 1, ali mi imamo 3 6̺ 1.

AS Ova relacija nije ni antisimetriqna, jer 2 ̺ 3 ∧ 3 ̺ 2 ⇒ 2 = 3, xto nije taqno, jer su 2 i 3
razliqiti brojevi.

T Ova relacija nije ni tranzitivna, jer 1 ̺ 3 ∧ 3 ̺ 2 ⇒ 1 ̺ 2, a mi imamo da 1 6̺ 2, kao i
3 ̺ 2 ∧ 2 ̺ 3 ⇒ 3 ̺ 3, a mi imamo 3 6̺ 3.

Dakle, data relacija nema nijednu od osobina relacija iz Definicije 3.1.2.

Napomena. Vidimo da u ovim osobinama neki od x, y, z mogu biti me�usobno jednaki!!!

PRIMER 3.1.4. Definiximo relaciju na skupu prirodnih brojeva, tako da su dva prirodna
broja u relaciji ako i samo ako su jednaki. Pokazati da je ovo i relacija ekvivalencije i relacija
poretka.

RexeƬe. Ova relacija je refleksivna, jer je svaki broj jednak samom sebi. Simetriqna je, jer iz
x = y sledi da je i y = x. Antisimetriqna je, jer iz x = y i y = x sledi da je i x = y. Tranzitivna
je, jer iz x = y i y = z sledi da je x = y = z, odnosno x = z.

Kako je ova relacija refleksivna, simetriqna i tranzitivna to je relacija ekvivalencije, a kako
je refleksivna, antisimetriqna i tranzitivna to je i relacija poretka.

Napomena. Relacija jednakosti je istovremeno i relacija ekvivalencije i relacija poretka!
Iako zvuqi da je antisimetriqnost nexto suprotno od simetriqnosti, ova relacija je primer
da relacija moжe imati istovremeno oba ova svojstva!

PRIMER 3.1.5. Neka su za bilo koji konaqan neprazan skup A i neprazan podskup S partitivnog
skupa P(A), relacije ̺1 i ̺2, definisane na skupu S tako da za bilo koje X,Y ∈ S vaжi

X ̺1 Y
def
⇐⇒ |X|6 |Y |, X ̺2 Y ⇔ |X|> |Y |,

gde |A| oznaqava broj elemenata skupa A. Ove relacije su refleksivne i tranzitivne relacije na
skupu S, ali nisu ni simetriqne, ni antisimetriqne.

PRIMER 3.1.6. Na skupu R data je relacija

x ̺ y
def
⇐⇒ x < y.

Relacija < na skupu realnih brojeva je samo tranzitivna (ostale osobine nema – pokaжite!).

PRIMER 3.1.7. Na partitivnom skupu P(A) nepraznog skupa A data je relacija

X ̺ Y
def
⇐⇒ X ∩ Y = ∅.

Ova relacija je samo simetriqna.

3.2 PredstavƩaƬe relacija

Binarnu relaciju ̺ na konaqnom skupu A sa n elemenata moжemo predstaviti na slede�e naqine:

• skupovno – kao skup ure�enih parova elemenata iz skupa A (u definiciji binarne relacije ̺
na konaqnom skupu A imamo da je ona podskup Dekartovog proizvoda A2 = A × A);

• tabliqno - tako xto se nacrta tablica qije vrste i kolone predstavƩaju elemente A, a zatim
se u preseku vrste x i kolone y stavƩa 1 ukoliko je x ̺ y, a 0 ukoliko nije x̺y, tj. x 6̺ y (qesto
se umesto simbola 1 i 0 koriste ⊤ i ⊥, ali takva tablica je nepreglednija, a i u eri raqunara
koristi�emo raqunarske oznake!);
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• grafovski – pomo�u orijentisanog grafa6, tako xto se svaki element skupa A predstavi
qvorom, a zatim se qvorovi x i y poveжu granom od x ka y ako je x ̺ y.

Ovde �emo pored predstavƩaƬa relacija na ove naqine, dati i kako moжemo utvrditi osnovne
osobine relacija iz grafa i tablice.

PRIMER 3.2.1. Na skupu {1, 2, 3, 4, 5, 6} moжemo da definixemo binarnu relaciju ̺ tako xto
�emo re�i da je x ̺ y ako i samo ako je x maƬe od y i x deli y, tj.

x ̺ y
def
⇐⇒ x < y ∧ x | y.

Predstaviti ovu relaciju na sve nabrojane naqine.

RexeƬe. Relaciju ̺ qine slede�i parovi elemenata:

̺ = {(1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (1, 6), (2, 4), (2, 6), (3, 6)}.

1 2 3 4 5 6

1 0 1 1 1 1 1

2 0 0 0 1 0 1

3 0 0 0 0 0 1

4 0 0 0 0 0 0

5 0 0 0 0 0 0

6 0 0 0 0 0 0

1

2 3

4

56

1

2 3

4

56

Tabela 3.1. Slika 3.1. Slika 3.2.

U Tabeli 3.1 je dat tabliqni prikaz relacije ̺. Na Slici 3.1 je predstavƩena ova
relacija odgovaraju�im orijentisanim grafom. Oznaku qvora moжemo staviti i unutar qvora,
xto je prikazano na Slici 3.2.

Sada �emo dati tvr�eƬa koja nam pomaжu da ustanovimo koje od osnovnih osobina
(refleksivnost, simetriqnost, antisimetriqnost i tranzitivnost) ima relacija na osnovu Ƭene
tablice ili grafa.

TEOREMA 3.2.1. Neka je relacija ̺ na konaqnom skupu A data tabliqno.

• Relacija je refleksivna ako i samo ako se na svim pozicijama na glavnoj dijagonali7 nalazi
1.

• Relacija je simetriqna ako i samo ako za svaki par elemenata koji su simetriqni u odnosu
na glavnu dijagonalu vaжi da su jednaki (ili oba 0 ili oba 1).

• Relacija je antisimetriqna ako i samo ako za svaki par elemenata koji su simetriqni u
odnosu na glavnu dijagonalu vaжi da nisu oba 1 (moжe biti ili da su oba 0 ili da je jedan
0, a drugi 1).

Vidimo da iz tablice ne moжemo da ustanovimo da li je relacija tranzitivna. To moжemo na
osnovu grafa relacije.

Sada �emo nauqiti kako moжemo da ustanovimo koje od osnovnih osobina relacija ima na osnovu
Ƭenog grafa. Nakon toga �emo dati i vizuelnu predstavu tih osobina na osnovu grafa relacije.

6 Formalna definicija orijentisanog grafa je data u narednoj glavi.
7 Glavna dijagonala je dijagonala koja ide od gorƬeg levog ugla do doƬeg desnog ugla kvadratne tablice (sliqno

kao kod matrica!).



78 3. RELACIJE

TEOREMA 3.2.2. Neka je relacija ̺ na konaqnom skupu A data preko odgovaraju�eg
orijentisanog grafa.

• Relacija je refleksivna ako i samo ako se kod svakog qvora x nalazi petƩa (petƩa je grana
koja polazi iz i zavrxava se u tom qvoru).

• Relacija je simetriqna ako i samo ako za svaka dva razliqita qvora x i y vaжi da ili nisu
spojeni nijednom granom ili su spojeni sa dve grane suprotnih orijentacija.

• Relacija je antisimetriqna ako i samo ako za svaka dva razliqita qvora x i y vaжi da nisu
spojeni sa dve grane suprotnih orijentacija (tj. da ili nisu spojeni nijednom granom ili su
spojeni sa taqno jednom granom).

• Relacija je tranzitivna ako i samo ako za svake dve grane koje se nadovezuju, postoji grana
(tzv. ,,preqica“) koja vodi od polaznog qvora prve grane do zavrxnog qvora druge grane, tj.
ako postoje grane (x, y) i (y, z), onda postoji i grana (x, z).

Za svojstvo tranzitivnosti moжemo koristiti i slede�u osobinu. Relacija je tranzitivna ako
i samo ako za svaki put u orijentisanom grafu postoji ,,preqica“ duжine 1, tj. postoji grana koja
spaja poqetnu i krajƬu taqku tog puta.

Predstavimo sve sluqajeve iz Tvr�eƬa 3.2.2 i grafiqki (na Slici 3.3 je prikazana reflek-
sivnost, na Slici 3.4 je simetriqnost, na Slici 3.5 je antisimetriqnost, na Slici 3.6 je
tranzitivnost):

x

x

y

x

y

x

y

x

y

R S

Slika 3.3. Slika 3.4.

x

y

x

y

x

y

x

y

x y

z

x = z y

AS T

Slika 3.5. Slika 3.6.

Pri proveri uslova tranzitivnosti za grane (x, y) i (y, z), ako je jedna od Ƭih petƩa, uslov je
zadovoƩen. U suprotnom postoje dva sluqaja: ako su qvorovi x, y i z razliqiti i ako je x = z 6= y.

Kada su x, y i z razliqiti, tada treba da postoji grana (x, z) (prikazana na Slici 3.6 levo
isprekidanom linijom sive boje).

Kada je x = z 6= y, onda treba da postoji petƩa (x, x). Ali u ovom sluqaju moжemo uzeti i
obrnuti redosled grana:

(y, x) ∧ (x, y) ⇒ (y, y),

pa sledi da treba da postoji jox jedna petƩa (y, y). Stoga u ovom sluqaju tranzitivnost povlaqi
da moramo imati dve petƩe (prikazane na Slici 3.6 desno isprekidanim sivim linijama).

Napomena. Iz tablice se ne moжe direktno odrediti da li je relacija tranzitivna. Tu je grafovs-
ki pristup u prednosti, gde �emo redom pratiti po dve grane koje se nadovezuju i ispitivati da
li postoji i tre�a grana koja se javƩa u tranzitivnosti. Ukoliko relacija nije tranzitivna,
dovoƩno je na�i jedan kontraprimer, ali ako jeste, potrebno je proveriti svih n3 mogu�ih izbora
x, y, z ∈ A, gde je |A| = n.
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PRIMER 3.2.2. Data je relacija ̺ = {(1, 3), (2, 2), (2, 3), (3, 2)} (iz primera 3.1.2 i 3.1.3) na skupu
A = {1, 2, 3}. Predstaviti je na opisane naqine, a zatim ispitati (na osnovu tablice i grafa) koje
od osnovnih osobina ima.

RexeƬe. Predstavi�emo ovu relaciju na slede�e naqine: tako xto nabrojimo sve elemente koji
su u relaciji i koji nisu, preko tablice i preko orijentisanog grafa.

• Moжemo nabrojati sve elemente koji su u relaciji:
1 ̺ 3, 2 ̺ 2, 2 ̺ 3 i 3 ̺ 2.
Tako�e moжemo nabrojati i sve elemente koji nisu u relaciji:
1 6̺ 1, 1 6̺ 2, 2 6̺ 1, 3 6̺ 1 i 3 6̺ 3.

• Tabliqno:
̺ 1 2 3
1 0 0 1
2 0 1 1
3 0 1 0







ili

̺ 1 2 3
1 ⊥ ⊥ ⊤
2 ⊥ ⊤ ⊤
3 ⊥ ⊤ ⊥







Tabela 3.2. Tabela 3.3.

• Preko odgovaraju�eg orijentisanog grafa:

1

2 3

Slika 3.7.

Sada �emo ispitati osnovne osobine ove relacije.
R Ova relacija nije reflesivna, jer 1 6̺ 1.
Ovo moжemo videti i iz Tabele 3.2 (na glavnoj dijagonali bi morali da imamo sve 1) i iz orijen-
tisanog grafa sa Slike 3.7 (kod svakog elementa bi morali da imamo petƩu, a ne samo kod 2).

S Ova relacija nije simetriqna, jer 1 ̺ 3 ⇒ 3 ̺ 1, ali mi imamo 3 6̺ 1.
Ovo moжemo videti i iz Tabele 3.2 (elementi simetriqni u odnosu na glavnu dijagonalu moraju
biti me�usobno jednaki) i iz grafa sa Slike 3.7 (izme�u svaka dva razliqita qvora bi morali
da imamo ili 0 ili 2 grane).

AS Ova relacija nije ni antisimetriqna, jer 2 ̺ 3 i 3 ̺ 2 ⇒ 2 = 3, xto nije taqno, zato xto su
2 i 3 razliqiti brojevi.
Ovo moжemo videti i iz Tabele 3.2 (elementi simetriqni u odnosu na glavnu dijagonalu ne mogu
oba biti 1) i iz grafa sa Slike 3.7 (izme�u svaka dva razliqita qvora mora biti ili 0 ili 1
grana).

T Nije ni tranzitivna, jer 1 ̺ 3 i 3 ̺ 2 ⇒ 1 ̺ 2, a mi imamo 1 6̺ 2.
Da�emo jox jedan kontraprimer (koji nije tako oqigledan): 3 ̺ 2 i 2 ̺ 3 ⇒ 3 ̺ 3, a za relaciju ̺
vaжi 3 6̺ 3.
Ovo moжemo videti i iz grafa sa Slike 3.7 (zbog grana (1, 3) i (3, 2) imamo put 1− 3− 2, pa moramo
imati i granu (1, 2) koju nemamo!), dok iz Tabele 3.2 to ne moжemo uoqiti.

U ovim osobinama neki od x, y, z mogu biti me�usobno jednaki!

PRIMER 3.2.3. Neka je relacija ̺ na skupu {1, 2, . . . , n} refleksivna, simetriqna i ako je
16 i < j < k 6 n i i ̺ k, tada je i ̺ j i j ̺ k. Odrediti sve takve relacije za n = 3.

RexeƬe. Ove relacije prvo �emo zadati preko skupa ure�enih parova.

̺1 = {11, 22, 33} ̺2 = {11, 12, 21, 22, 33} ̺3 = {11, 22, 23, 32, 33}

̺4 = {11, 12, 21, 22, 23, 32, 33} ̺5 = {11, 12, 13, 21, 22, 23, 31, 32, 33}
Radi ve�e preglednosti smo pisali ij umesto ure�enog para (i, j).
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1

2 3

1

2 3

1

2 3

1

2 3

1

2 3

Slika 3.8.

Ove relacije su redom predstavƩene preko odgovaraju�ih orijentisanih grafova na Slici 3.8.

Napomena. Moжe se pokazati da je broj ovakvih relacija na skupu {1, 2, . . . , n} jednak Katalanovom
broju Cn = 1

n+1

(
2n
n

)
koji se javƩa u dosta primena u raqunarstvu (broj korektnih nizova zagrada,

kao i broj ure�enih binarnih stabala je isto Cn). Vixe o Katalanovim brojevima moжe se na�i
u [17].

3.3 Relacije ekvivalencije

Podsetimo se da je relacija ekvivalencije, relacija koja je refleksivna, simetriqna i
tranzitivna. U narednom primeru susre�emo se sa jednom takvom relacijom.

PRIMER 3.3.1. Neka su dati skup A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} i Ƭegovi uzajamno disjunktni podskupovi
B1 = {1, 2, 3}, B2 = {4, 5} i B3 = {6, 7}. Na skupu A moжemo da definixemo relaciju ̺ na slede�i
naqin:

x ̺ y ⇔ x i y pripadaju istom podskupu Bi.

Pokazati da je relacija ̺ relacija ekvivalencije na skupu A.

RexeƬe. Ova relacija je oqigledno refleksivna i simetriqna. Tranzitivnost sledi iz qiƬenice
da, ako je x̺y i y ̺z, tada x i z pripadaju istom podskupu kome pripada i y. Kako y pripada taqno
jednom podskupu Bi, jer su oni uzajamno disjunktni, to i x i z pripadaju ovom istom podskupu Bi,
pa zakƩuqujemo da je x ̺ z.

Prethodni primer ujedno ilustruje i slede�u definiciju.

DEFINICIJA 3.3.1. Neka je ̺ relacija ekvivalencije na skupu A i neka je x ∈ A. Skup

Cx = {y ∈ A | x ̺ y}

naziva se klasa ekvivalencije elementa x. Ponekad se koriste i oznake [x], [x]̺ i x\̺ za klasu
ekvivalencije elementa x.

Napomena. Klasa ekvivalencije (zbog osobine simetriqnosti relacije ekvivalencije) moжe se
definisati i kao Cx = {y ∈ A | y ̺ x}.

PRIMER 3.3.2. Na skupu {11, 22, 34, 36, 56} je data relacija ̺: x ̺ y
def
⇐⇒ razlika zbira

cifara broja x i zbira cifara broja y je deƩiva sa 3.

a) Nabrojati sve elemente koji jesu i koji nisu u relaciji ̺.

b) Predstaviti datu relaciju tabliqno i preko grafa.

v) Pokazati da je to relacija ekvivalencije i odrediti sve klase ekvivalencije.

RexeƬe. Pojednostavimo relaciju ̺. Broj je deƩiv sa 3 ako i samo ako je Ƭegov zbir cifara
deƩiv sa 3, pa se relacija svodi na:

x ̺ y ako i samo ako je razlika x − y deƩiva sa 3

(tj. da brojevi x i y daju isti ostatak pri deƩeƬu sa 3).
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a) U relaciji su: 11 ̺ 11, 11 ̺ 56, 22 ̺ 22, 22 ̺ 34, 34 ̺ 22, 34 ̺ 34, 36 ̺ 36, 56 ̺ 11, 56 ̺ 56.
U relaciji nisu: 11 6̺ 22, 11 6̺ 34, 11 6̺ 36, 22 6̺ 11, 22 6̺ 36, 22 6̺ 56, 34 6̺ 11, 34 6̺ 36, 34 6̺ 56, 36 6̺ 11,
36 6̺ 22, 36 6̺ 34, 36 6̺ 56, 56 6̺ 22, 56 6̺ 34, 56 6̺ 36.
b) Datu relaciju moжemo predstaviti tabliqno (Tabela 3.1) i preko orijentisanog grafa (Sli-
ka 3.1):

̺ 11 22 34 36 56
11 1 0 0 0 1
22 0 1 1 0 0
34 0 1 1 0 0
36 0 0 0 1 0
56 1 0 0 0 1

36

56

11 22

34

Tabela 3.1. Slika 3.1.

v) Ova je relacija R (u tablici su elementi na glavnoj dijagonali jednaki 1; u grafu vidimo da
kod svakog qvora imamo petƩu).

Ova je relacija S (u tablici su elementi, koji su simetriqni u odnosu na glavnu dijagonalu,
me�usobno jednaki; u grafu vidimo da izme�u dva razliqita qvora imamo ili 0 ili dve grane).

Ova relacija nije AS (ne vaжi 11 ̺ 56 i 56 ̺ 11 ⇒ 11 = 56).
Ova je relacija T (vidimo sa grafa, jer za sve puteve postoje i ,,preqice“ duжine 1).

Ova relacija je R, S i T, pa je relacija ekvivalencije (kako nije AS ona nije relacija
poretka!).

Klase ekvivalencije su:

[11] = [56] = {11, 56}, [22] = [34] = {22, 34}, [36] = {36}.

Napomena. Moжe se pokazati da je ovako zadata relacija ̺ (tj. x̺ y ako i samo ako je x− y deƩivo
sa 3) i na skupu celih brojeva jedna relacija ekvivalencije. Ova relacija se naziva kongruencija
po modulu 3 i oznaqava se sa x ≡ y (mod 3). Koristi se i oznaka x ≡3 y. Kongruencije po modulu
imaju znaqajnu ulogu u Teoriji brojeva.

TEOREMA 3.3.1. Neka je ̺ relacija ekvivalencije na skupu A. Klase ekvivalencije imaju
slede�a svojstva.

a) Svaka klasa je neprazna - klasa Cx sadrжi bar element x.

b) Ukoliko su dva elementa x i y u relaciji ̺, tada su Ƭihove klase jednake, tj. Cx = Cy.

v) Ukoliko x i y nisu u relaciji ̺, tada su Ƭihove klase disjunktne, tj. Cx ∩ Cy = ∅.

g) Unija svih klasa ekvivalencije je jednaka celom skupu A, tj. vaжi A =
⋃

x∈A

Cx.

Dokaz. a) Za svaki x ∈ A, zbog refleksivnosti je x ̺ x, pa je x ∈ Cx.

b) Neka je x ̺ y (usled simetriqnosti je i y ̺ x). Sada iz w ∈ Cx sledi da je w ̺ x i x ̺ y, pa iz
tranzitivnosti imamo w ̺ y, tj. w ∈ Cy. Time smo pokazali da je Cx ⊆ Cy. Tako�e vaжi i obrnuto,
tj. iz w ∈ Cy sledi da je w ̺y i y ̺x, pa imamo i w ̺x, tj. w ∈ Cx. Time smo pokazali da je Cy ⊆ Cx.
Iz Cx ⊆ Cy i Cy ⊆ Cx sledi da je Cx = Cy.

v) Neka je x 6̺ y. Pretpostavimo da postoji a ∈ Cx ∩ Cy. Tada je x ̺ a i a ̺ y, pa, na osnovu
tranzitivnosti, dobijamo da je x̺y, xto je u suprotnosti sa polaznom pretpostavkom. Iz dobijene
kontradikcije zakƩuqujemo da klase Cx i Cy moraju biti disjunktne, tj. da vaжi Cx ∩ Cy = ∅.
g) Iz definicije klase ekvivalencije dobijamo da za svako x ∈ A vaжi da je Cx ⊆ A, odakle sledi

i da je
⋃

x∈A

Cx ⊆ A. Sa druge strane, za svako y ∈ A vaжi da je y ∈ Cy ⊆ ⋃

x∈A

Cx, pa zakƩuqujemo da je

A ⊆ ⋃

x∈A

Cx. Iz
⋃

x∈A

Cx ⊆ A i A ⊆ ⋃

x∈A

Cx dobijamo A =
⋃

x∈A

Cx.
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Na osnovu Tvr�eƬa 3.3.1 pod b) i v) sledi da, ako dve klase [x]̺ i [y]̺ nisu disjunktne, tj. ako
imaju neprazan presek, onda moraju da budu jednake.

PRIMER 3.3.3. Neka je relacija ̺ data na slede�i naqin:

(∀x, y ∈ R) x ̺ y
def
⇐⇒ x2y − x = y2x − y.

Pokazati da je ̺ relacija ekvivalencije na skupu R.

Odrediti klase ekvivalencije elemenata 0, 1, −3, 2 i 1
2 .

RexeƬe. Uslov kojim je definisana relacija moжemo transformisati:

x ̺ y ⇔ x2y − x = y2x − y ⇔ x

x2 + 1
=

y

y2 + 1
⇔ f(x) = f(y),

gde je f(x) =
x

x2 + 1
. Moжe se pokazati (rexavaƬem kvadratne jednaqine yx2 − (y2 + 1)x + y = 0 po

x) da je

x ̺ y ⇔ (x = y) ∨ (x =
1

y
).

Ispitajmo osnovne osobine relacije ̺ na skupu R:

R f(x) = f(x) ⇒ x ̺ x; X

S x ̺ y ⇒ f(x) = f(y) ⇒ f(y) = f(x) ⇒ y ̺ x; X

AS x ̺ y i y ̺ x ⇒ x = y ne vaжi, jer je 2 ̺ 1
2 i 1

2 ̺ 2, a 2 6= 1
2 ;

T x ̺ y i y ̺ z ⇒ f(x) = f(y) i f(y) = f(z) ⇒ f(x) = f(z) ⇒ x ̺ z. X

Kako je relacija ̺ refleksivna, simetriqna i tranzitivna (R,S,T), ona je relacija ekvivalencije.
Kako nije AS, to nije relacija poretka.

Klase ekvivalencije su:

[0] = {0}, [1] = {1}, [−3] = {−3,− 1
3}, [2] = [12 ] = {2, 1

2}.

PRIMER 3.3.4. Ispitati da li je relacija ̺ definisana kao

x ̺ y
def
⇐⇒ (x2 − y2)(x2y2 − 1) = 0

jedna relacija ekvivalencije na skupu realnih brojeva. Ukoliko jeste, odrediti klase ekvivalen-
cije [0], [1] i [2].

RexeƬe. Prvo �emo utvrditi kada su dva elementa u relaciji.

x ̺ y ⇔ (x2 − y2)(x2y2 − 1) = 0 ⇔ x2 = y2 ili x2y2 = 1 ⇔ x = y ili x = −y ili x = 1
y

ili x = −1
y

.
Dakle,

x ̺ y ⇔







x = y

x = −y

x = 1
y

x = −1
y

.

R x = x, pa je x ̺ x. X

S Ako je x ̺ y, onda imamo 4 sluqaja:

1◦ x = y, 2◦ x = −y, 3◦ x = 1
y

i 4◦ x = −1
y

.

Razmotrimo svaki od Ƭih ponaosob.
1◦ x = y ⇒ y = x ⇒ y ̺ x; 2◦ x = −y ⇒ y = −x ⇒ y ̺ x;
3◦ x = 1

y
⇒ y = 1

x
⇒ y ̺ x; 4◦ x = −1

y
⇒ y = −1

x
⇒ y ̺ x.

Kako smo u sva 4 sluqaja dobili x ̺ y ⇒ y ̺ x, pokazali smo da je relacija ̺ simetriqna. X

T Ako je x̺y, onda imamo 4 sluqaja i, ako je y ̺z, onda imamo 4 sluqaja, xto daje ukupno 4 ·4 = 16
sluqaja (xto bi iziskivalo dosta vremena i prostora), te �emo pribe�i redukciji sluqajeva.

Ako je x ̺ y, onda imamo 2 sluqaja 1◦ x2 = y2 i 2◦ x2 = 1
y2 .
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Ako je y ̺ z, onda imamo 2 sluqaja a) y2 = z2 i b) y2 = 1
z2 .

To daje ukupno 2 · 2 = 4 sluqaja:

1◦a) x2 = y2, y2 = z2, 1◦b) x2 = y2, y2 = 1
z2 , 2◦a) x2 = 1

y2 , y2 = z2 i

2◦b) x2 = 1
y2 , y2 = 1

z2 i u sva 4 sluqaja se dobija x ̺ y ∧ y ̺ z ⇒ x ̺ z, pa je relacija ̺ tranzitivna.
X

Kako je R,S,T, relacija ̺ je relacija ekvivalencije na skupu realnih brojeva.

Odredimo traжene klase ekvivalencije: [0] = {y ∈ R | 0 ̺ y} = {0},
[1] = {y ∈ R | 1 ̺ y} = {1,−1}, [2] = {y ∈ R | 2 ̺ y} = {2,−2, 1

2 , −1
2 }.

DEFINICIJA 3.3.2. Particija skupa S (gde je S 6= ∅) na k nepraznih podskupova, k > 1, je
skup podskupova {S1, S2, . . . , Sk} takvih da vaжi:

• Si ∩ Sj = ∅ za svako i 6= j i

• S = S1 ∪ S2 ∪ . . . ∪ Sk.

Za particiju skupa se ponekad koristi i naziv razbijaƬe skupa.

Iz Tvre�eƬa 3.3.1 vidimo da su razliqite klase ekvivalencije neke relacije ekvivalencije ̺
na skupu A uzajamno disjunktne, a da unija svih klasa ekvivalencije daje ceo skup A. Zato sve
klase ekvivalencije ove relacije obrazuju jednu particiju skupa A. Me�utim, vaжi i obratno:
svakoj particiji skupa odgovara relacija ekvivalencije na tom skupu, qije su klase ekvivalencije
upravo elementi particije. To smo videli u Primeru 3.3.1, a sada �emo dati i odgovaraju�e
tvr�eƬe.

TEOREMA 3.3.2. Neka je C particija skupa A i ̺ relacija na skupu A definisana kao

x ̺ y ⇔ x i y pripadaju istom elementu particije C.

Tada je ̺ relacija ekvivalencije qije su klase ekvivalencije upravo elementi particije C.

Dokaz. Relacija ̺ je refleksivna i simetriqna po svojoj definiciji. Neka je sada x ̺ y i y ̺ z.
Poxto je C particija skupa A, postoji taqno jedan podskup C ∈ C tako da y ∈ C (u suprotnom, ako
bi postojala dva razliqita podskupa koji sadrжe y, onda bi oni imali neprazan presek, xto je
nemogu�e). Sada iz x ̺ y sledi da x ∈ C i iz y ̺ z sledi da i z ∈ C, tako da zakƩuqujemo da vaжi
x ̺ z, jer pripadaju istom elementu C particije C. Prema tome, ̺ je tranzitivna relacija, pa je i
relacija ekvivalencije.

S druge strane, kao xto smo ve� videli, za svako x ∈ A postoji taqno jedan podskup C ∈ C
takav da x ∈ C. Klasu ekvivalencije Cx elementa x po definiciji qine svi oni elementi y ∈ A
koji tako�e pripadaju C, odakle vidimo da je Cx = C, tj. klase ekvivalencije su upravo elementi
particije C.

Broj particija skupa od n elemenata naziva se Belov broj B(n), a, prema prethodnom tvr�eƬu,
imamo da B(n) predstavƩa i broj razliqitih relacija ekvivalencije na skupu sa n elemenata.

PRIMER 3.3.5. Odredimo sve mogu�e relacije ekvivalencije na skupu S, ako je:

a) S = {1}; b) S = {1, 2}; v) S = {1, 2, 3}.

RexeƬe. a) Ovde imamo samo jednu relaciju ekvivalencije ̺ = {(1, 1)}.
b) Ovde imamo dve relacije ekvivalencije

̺1 = {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2)} i ̺2 = {(1, 1); (2, 2)}.

Relacija ̺1 odgovara samom skupu {1, 2} (i sam skup je svoja sopstvena particija), dok ̺2 odgovara
razbijaƬu skupa S na podskupove {1} i {2}.
v) Skup {1, 2, 3} moжemo razbiti na podskupove na slede�e naqine (svaki od Ƭih odre�uje po jednu
relaciju ekvivalencije):
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{1, 2, 3} ̺1 = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 1), (3, 2), (3, 3)}
{1, 2} ∪ {3} ̺2 = {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2); (3, 3)}
{1, 3} ∪ {2} ̺3 = {(1, 1), (1, 3), (3, 1), (3, 3); (2, 2)}
{2, 3} ∪ {1} ̺4 = {(2, 2), (2, 3), (3, 2), (3, 3); (1, 1)}

{1} ∪ {2} ∪ {3} ̺5 = {(1, 1); (2, 2); (3, 3)}
Dakle, ukupno ima 5 relacija ekvivalencije na skupu {1, 2, 3}.

Sada �emo dati jedno tvr�eƬe bez dokaza (dokaz moжete na�i u [17]), koje moжemo da
iskoristimo za izraqunavaƬe Belovih brojeva.

TEOREMA 3.3.3. Belovi brojevi zadovoƩavaju rekurentnu vezu

B(n + 1) =

n∑

k=0

(
n

k

)

B(k), gde je B(0) = 1.

PRIMER 3.3.6. Izraqunajmo Belove brojeve B(n), za 16 n6 11:

RexeƬe. Pomo�u prethodne rekurentne formule dobijamo Tabelu 3.2. To je niz A000110 u
Enciklopediji celobrojnih nizova [15].

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
B(n) 1 2 5 15 52 203 877 4 140 21 147 115 975 678 570

Tabela 3.2.

3.4 Relacije poretka

DEFINICIJA 3.4.1. Relacija koja je R,AS,T naziva se relacija poretka ili ure�eƬe (a za
skup X kaжemo da je ure�en skup).

Za relaciju poretka kaжemo da je relacija totalnog poretka ukoliko za svaka 2 elementa x i y vaжi
da je x ̺ y ili y ̺ x (tada kaжemo da su svaka 2 elementa uporediva). Skup snabdeven sa relacijom
totalnog poretka nazivamo i lanac. Relacija poretka koja nije relacija totalnog poretka naziva
se relacija parcijalnog poretka.

Za relaciju poretka �emo uvesti jox nekoliko pojmova i dati tvr�eƬa vezana za Ƭih.

DEFINICIJA 3.4.2. Neka je ̺ relacija poretka na skupu X.

Element a ∈ X je najmaƬi element skupa X ako vaжi

(∀x ∈ X) a ̺ x.

Element a ∈ X je najve�i element skupa X ako vaжi

(∀x ∈ X) x ̺ a.

Element a ∈ X je minimalan element skupa X ako vaжi

q (∃x ∈ X)
(
x 6= a ∧ x ̺ a

)
.

Element a ∈ X je maksimalan element skupa X ako vaжi

q (∃x ∈ X)
(
x 6= a ∧ a ̺ x

)
.
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Znaqi, element a je najmaƬi ukoliko je maƬi od svih ostalih, tj. vaжi a ̺ x za sve x ∈ X.
Element a je minimalni element ukoliko ne postoji element koji je maƬi od Ƭega.

Sliqno, element a je najve�i ukoliko je ve�i od svih ostalih, tj. vaжi x ̺ a za sve x ∈ X.
Element a je maksimalni element ukoliko ne postoji element koji je ve�i od Ƭega.

Kod relacija na konaqnom skupu koje su predstavƩene grafom, iz qvora koji odgovara najmaƬem
elementu vodi grana ka svim ostalim qovorovima, dok za minimalni element iz Ƭemu odgovaraju�eg
qvora samo izlaze grane (i nijedna ne ulazi u Ƭega).

Sliqno, u qvor koji odgovara najve�em elementu vode grane iz svih ostalih qovorova, dok za
maksimalni element u Ƭemu odgovaraju�i qvor samo ulaze grane (i nijedna ne izlazi u Ƭega).

TEOREMA 3.4.1. Ako postoji najmaƬi element skupa X (u odnosu na relaciju ̺), on je
jedinstven. Tada je to i jedini minimalan element.

Ako postoji najve�i element skupa X (u odnosu na relaciju ̺), on je jedinstven. Tada je to i
jedini maksimalan element.

Obrnuto ne mora da vaжi (u sluqaju beskonaqnih skupova), dok kod konaqnih skupova vaжi da
ako skup ima jedan minimalan (maksimalan) element tada je on i najmaƬi (najve�i) element.

DEFINICIJA 3.4.3. Neka je ̺ relacija poretka na skupu X i neka je A ⊆ X.

Element a ∈ X je doƬa me�a (ili doƬa granica ili minoranta) skupa A ako vaжi

(∀x ∈ A) a ̺ x.

Najve�a doƬa me�a naziva se infimum skupa A i oznaqava se sa inf A.

Element a ∈ X je gorƬa me�a (ili gorƬa granica ili majoranta) skupa A ako vaжi

(∀x ∈ A) x ̺ a.

NajmaƬa gorƬa me�a naziva se supremum skupa A i oznaqava se sa supA.

Ure�en skup u kome svaka dva elementa imaju supremum i infimum naziva se rexetka (ili mreжa).

TEOREMA 3.4.2. Svaki lanac je i rexetka.

Obrnuto tvr�eƬe ne vaжi.

Za grafiqko predstavƩaƬe ure�enih konaqnih skupova, osim uobiqajenog grafovskog prikaza,
koriste se i Haseovi dijagrami.

DEFINICIJA 3.4.4. Neka je (X, ̺) ure�en skup. Element x ∈ X je neposredni prethodnik
elementa y ∈ X ako je x 6= y, x ̺ y, i ne postoji z ∈ S, razliqit od x i y, takav da je x ̺ z i z ̺ y.
Drugim reqima, x je neposredni prethodnik od y ako nijedan drugi element skupa A ne moжe da se
,,smesti“ izme�u x i y.

Preko neposrednog prethodnika u ure�enom skupu (X, ̺) moжemo za svaki element skupa X da
odredimo Ƭegov nivo u odnosu na relaciju ̺.

Element x ∈ X je na nivou 0 ako nema neposrednih prethodnika (elementi na nivou 0 se nazivaju
atomi). U suprotnom, element x je na nivou k, k > 0, ako ima bar jednog neposrednog prethodnika
na nivou k − 1, dok svi ostali Ƭegovi neposredni prethodnici imaju nivo ne ve�i od k − 1.

Sada se Haseov dijagram skupa (X, ̺) dobija na slede�i naqin.

Svakom elementu iz X pridruжuje se jedan qvor dijagrama. Svi ovi qvorovi se pore�aju prema
Ƭihovim nivoima, poqevxi od nivoa 0 na dnu do najve�eg nivoa na vrhu, i svaki qvor se spaja
linijama sa svim svojim neposrednim prethodnicima.
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Ove linije mogu biti neorijentisane ili se one orijentixu, od qvora maƬeg nivoa ka qvoru
ve�eg nivoa, da bi se naglasilo koji je element sa kojim u relaciji. Qex�e se koristi orijentisan
Haseov dijagram.

PRIMER 3.4.1. Odrediti (neorijentisan) Haseov dijagram za parcijalno ure�en skup
(
P

(
{1, 2, 3}

)
,⊆

)
.

RexeƬe.

∅

{1} {2} {3}

{1, 2} {1, 3} {2, 3}

{1, 2, 3}

U ovom Haseovom dijagramu je prazan skup ∅
na nivou 0, na nivou 1 su {1}, {2} i {3}, na nivou
2 su {1, 2}, {1, 3} i {2, 3}, dok je na nivou 3 ceo
skup {1, 2, 3}.

PRIMER 3.4.2. Odrediti (orijentisan) Haseov dijagram za parcijalno ure�en skup
(
{1, 2, . . . , 9}, |

)
. Podsetimo se da je | relacija deƩivosti, koja se definixe: a | b ⇔ (∃q ∈ Z) b = a ·q.

RexeƬe.

1

2 3 5 7

4 6 9

8

Kako broj 1 deli sve ostale, on je na nivou
0, na nivou 1 su prosti brojevi 2, 3, 5 i 7, na
nivou 2 su 4, 6 i 9, dok je na nivou 3 samo 8.

PRIMER 3.4.3. Orijentisani Haseov dijagram totalno ure�enog skupa
(
{1, 2, 3, 4},6

)
.

RexeƬe.

1

2

3

4

1 2

34

Na slici levo je dat Haseov dijagram total-
no ure�enog skupa (iz Ƭegovog izgleda je jasnije
zaxto se naziva lanac!).

U Ƭemu je broj 1 na nivou 0, 2 je na nivou 1,
3 na nivou 2, dok je 4 na nivou 3.

Iz naqina konstrukcije Haseovog dijagrama moжemo da vidimo da su elementi na istom nivou
neuporedivi. Iz ovoga zakƩuqujemo da kod totalno ure�enog skupa (ili lanca), kod koga su svaka
dva elementa uporediva, na svakom nivou postoji taqno jedan element. Stoga je Haseov dijagram
lanca

(
{1, 2, 3, 4},6

)
, prikazan na prethodnoj slici levo, mnogo jednostavniji i pregledniji nego

odgovaraju�i grafovski prikaz istog ovog skupa
(
{1, 2, 3, 4},6

)
koji je dat na slici desno.

PRIMER 3.4.4. Pismeni ispit, februar 2009.

Neka je ρ binarna relacija definisana na S ⊆ R+ tako da za sve x, y ∈ S vaжi

x ̺ y
def
⇐⇒ x + 5y

3y
> 2.

a) Dokazati da je (S, ̺) parcijalno ure�en skup.

b) Predstaviti relaciju grafom i tabliqno, ako je S =
{

1
2 , 1,

√
3, π, 5

}
.

v) Na�i supremum i infimum podskupa T = {1,
√

3, 5}.
g) Da li je (S, ̺) rexetka, gde je S =

{
1
2 , 1,

√
3, π, 5

}
?
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RexeƬe. Na osnovu qiƬenice da je S ⊆ R+ sledi da su svi x, y > 0, pa nejednakost kojom je
zadata relacija moжemo da pomnoжimo sa 3y > 0 (i ne�e se meƬati znak!). Odatle dobijamo da je

x ̺ y
def
⇐⇒ x + 5y > 6y, tj.

x ̺ y
def
⇐⇒ x> y.

a) Za relaciju > znamo da je relacija poretka (a to moжemo i pokazati – analogno kao i za relaciju
6 iz Zadatka 3.4.6.), pa je i relacija ̺ relacija poretka, tj. (S, ̺) je parcijalno ure�en skup.

Iako je prethodno dovoƩno da kaжemo, sada �emo strogo formalno i pokazati da je ̺ relacija
poretka.

R Kako je x> x za svako x ∈ R+, to je ova relacija refleksivna.

AS Ako je x> y i y > x onda je x> y > x, pa kako je x = x, to i u prethodnim nejednakostima mora
da vaжi znak jednakosti, tj. dobijamo da je x = y, odnosno relacija ̺ je antisimetriqna.

T Ako je x> y i y > z onda je x> y > z, tj. x> z, odnosno relacija ̺ je tranzitivna.

Kako je ova relacija R,AS,T ona je relacija poretka.

b)

̺ 1
2 1

√
3 π 5

1
2 1 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0√
3 1 1 1 0 0

π 1 1 1 1 0
5 1 1 1 1 1

1

2

1

√

3 π

5

v) GorƬe me�e skupa T su svi brojevi a, takvi da je x ̺ a (tj. x > a) za sve x ∈ T . Supremum je
najmaƬa (u odnosu na ̺) gorƬa me�a, tj. supT = 1.

DoƬe me�e skupa T su svi brojevi a, takvi da je a ̺ x (tj. a> x) za sve x ∈ T . Infimum je najve�a
(u odnosu na ̺) doƬa me�a, tj. inf T = 5.

g) Kako je relacija > relacija totalnog poretka (lanac) na svakom skupu S, to je ona i rexetka.

PRIMER 3.4.5. Kolokvijum 2011.
Data je relacija

̺ : x ̺ y
def
⇐⇒ x = y ili ako je y < x i zbir cifara broja y deli zbir cifara broja x

na skupu X = {11, 20, 22, 32, 50}.
a) Nabrojati sve elemente koji su u relaciji ̺ i koji nisu u relaciji ̺.

b) Predstaviti datu relaciju tabliqno i preko grafa.

v) Da li je data relacija refleksivna, simetriqna, antisimetriqna, tranzitivna?

g) Ispitati da li je to relacija ekvivalencije i/ili relacija poretka.

d) Ukoliko je to relacija ekvivalencije odrediti sve klase ekvivalencije, a ukoliko je to relacija
poretka predstaviti je preko Haseovog dijagrama, ispitati da li je to relacija totalnog ili
parcijalnog poretka i odrediti minimalne, maksimalne, najmaƬe i najve�e elemente skupa X.

RexeƬe. b)

11 20 22 32 50
11 1 0 0 0 0
20 1 1 0 0 0
22 1 1 1 0 0
32 0 0 0 1 0
50 0 0 0 1 1

11

50

32 22

20
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v) Ova je relacija R (u tablici su elementi na glavnoj dijagonali jednaki 1; u grafu vidimo da
oko svakog qvora imamo petƩu).

Ova relacija nije S (npr. 20 ̺ 11, a 11 6̺ 20).
Ova je relacija AS (u tablici me�u parovima elemenata koji su simetriqni u odnosu na glavnu

dijagonalu nema 1 i 1; u grafu vidimo da izme�u 2 razliqita qvora imamo ili 0 ili 1 granu).
Ova je relacija T (vidimo sa grafa jer kad god imamo 2 grane koje se nadovezuju imamo i

,,preqicu“: praktiqno tu sitaciju samo imamo kod 22 ̺ 20, 20 ̺ 11 ⇒ 22 ̺ 11).

g) Ova relacija nije S, pa nije relacija ekvivalencije.
Ova relacija je R, AS i T, pa je relacija poretka.

d) Ovo je relacija parcijalnog poretka (nije totalnog poretka jer nisu svaka 2 elementa uporediva,
npr. 11 6̺ 50 i 50 6̺ 11; a ni Haseov dijagram joj nije lanac). Haseov dijagram ove relacije je:

11

50

32

22

20

Elementi 50 i 22 su minimalni, pa ne postoji najmaƬi element.
Elementi 32 i 11 su maksimalni, pa ne postoji najve�i element.

PRIMER 3.4.6. Pismeni ispit, januar 2009.
Ispitati da li je relacija ̺ definisana kao

x ̺ y ⇔ xy 6 y2

relacija poretka na skupu: a) N prirodnih brojeva; b) Z celih brojeva.

RexeƬe. a) Relacija ̺ je definisana na skupu N, pa su svi brojevi pozitivni. Stoga uslov kada

su dva elementa u relaciji, x ̺ y
def
⇐⇒ xy 6 y2, moжemo da podelimo sa y > 0 (zbog y > 0 ne�e se

meƬati znak!), pa dobijamo da je

x ̺ y
def
⇐⇒ x6 y,

a za relaciju 6 poznato je da je relacija poretka, ali �emo to ovde i pokazati.

Kako je x6 x ⇒ x ̺ x, tj. ova je relacija R.
Ova je relacija AS: x 6 y, y 6 x ⇒ x 6 y 6 x, a kako vaжi x = x to u prethodnoj nejednakosti

svuda mora da vaжi znak jednakosti, pa je x = y.
Ova je relacija T: x6 y, y 6 z ⇒ x6 y 6 z ⇒ x6 z.

Ova relacija je R, AS i T, pa je i relacija poretka.

b) Vaжi 1 ̺ −1 jer je 1 · (−1) = −1 6 1 = (−1)2 i −1 ̺ 1 jer je −1 · 1 = −1 6 1 = 12. Ako bi vaжila
antisimetriqnost, tada bi imali da je 1 = −1, xto nije taqno. Time smo pokazali da relacija ̺
na skupu Z nije AS, pa ona nije relacija poretka.

Napomena. Ova relacija nije S (npr. 16 2 ⇒ 26 1 ), pa nije relacija ekvivalencije.

PRIMER 3.4.7. Pokazati da je relacija | (,,deli“) relacija poretka na skupu S ⊆ N, a da nije
relacija poretka na Z. Da li je ovo relacija totalnog ili parcijalnog poretka?

Da li je struktura (N, |) rexetka?

RexeƬe. Kako x | x (jer postoji k ∈ Z takvo da je x = k · x – to je k = 1), ova je relacija R.
Ova je relacija AS u x ∈ N: x | y, y | x ⇒ y = k · x, x = ℓ · y ⇒ x = ℓ · k · x (ova jednakost vaжi za

svako x ∈ N) ⇒ ℓ · k = 1 ⇒ k = 1, ℓ = 1 (jer su k, ℓ ∈ N) i konaqno, iz ℓ = 1 ⇒ x = y.
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U skupu Z jednaqina ℓ·k = 1 ima i rexeƬe k = ℓ = −1, na osnovu koje konstruixemo kontraprimer
za AS: 2 | −2, −2 | 2 ⇒ 2 = −2 . Ovim smo pokazali da relacija deƩivosti nije relacija poretka
na skupu Z.

Ova je relacija T: x | y, y | z ⇒ y = k · x, z = m · y ⇒ z = m · k · x (a k,m ∈ N ⇒ m · k ∈ N) ⇒ x | z.

Osobine R, AS i T vaжe u N, pa i u svakom Ƭegovom podskupu, S ⊆ N, te smo pokazali da je |
relacija poretka u S ⊆ N.

Da li je ovo relacija totalnog ili parcijalnog poretka je trik pitaƬe! Zavisi od toga xta je
skup S!

Npr. ako S ima samo 1 element ili 2 elementa od kojih jedan deli drugi onda je to relacija
totalnog poretka. S moжe biti i beskonaqan: za S = {2k : k ∈ N0} to je tako�e relacija totalnog
poretka.

U narednom zadatku dajemo primere skupa S kod kojih je ovo relacija parcijalnog poretka.

U skupu N postoji infimum za bilo koja 2 broja (to je NZD – najve�i zajedniqki delilac), a
supremum za bilo koja 2 broja je NZS (najmaƬi zajedniqki sadrжalac). Stoga je struktura (N, |)
rexetka.

Napomena. Qesta grexka je da je ,,k jedino slovo koje znate“! Ako x | y onda stavimo da je y = k ·x,
a za y | x u ispitivaƬu AS treba uzeti neko novo slovo, npr. ℓ i onda imamo da je x = ℓ · y. Sliqno
umesto 2 puta k, uzeli smo k i m pri ispitivaƬu T.

PRIMER 3.4.8. Neka je relacija ,,deli“, |, (iz prethodnog zadatka) zadata na skupu

a) S = {1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 10, 16, 50, 125, 160}; b) S = N; v) S = N0 = N ∪ {0}; g) S = N \ {1}.
Ukoliko je S konaqan nacrtati Haseov dijagram ove relacije.

Xta su najve�i, najmaƬi, maksimalni i minimalni elementi (ukoliko postoje)?

Da li je ova relacijska struktura rexetka?

RexeƬe. a) Haseov dijagram za relaciju deƩivosti na skupu S = {1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 10, 16, 50, 125, 160}
(to je jedini konaqan skup) je prikazan na slede�oj slici:

2 3 5 7

4 9 10 125

8

16

50

1

160

Odavde vidimo da je 1 najmaƬi element, a samim tim to je i jedini minimalni element.

Ova struktura ima vixe maksimalnih elemenata: 7, 9, 25, 160. Kako ima vixe maksimalnih
elemenata ona nema najve�i element.

Infimum za bilo koja 2 broja, a i b postoji (ali to nije NZD – npr. inf{50, 125} = 5, a
NZD(50, 125) = 25!!!) jer se po Haseovom dijagramu moжemo spuxtati polaze�i od a do najve�eg
zajedniqog delioca brojeva a i b koji se nalazi u skupu S (on sigurno postoji jer je 1 ∈ S).

Supremum ne postoji uvek! Npr. sup{7, 9} ne postoji! Stoga ova struktura nije rexetka.

b),v),g) Xta su najve�i, najmaƬi, maksimalni i minimalni elementi (ukoliko postoje), kao i da
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li je ta relacijska struktura rexetka da�emo u slede�oj tablici:

S najmaƬi el. najve�i el. minimalni el. maksimalni el. rexetka
b) N 1 nema 1 nema jeste
v) N0 1 0 1 0 jeste
g) N \ {1} nema nema prosti brojevi nema nije

Iz ove tablice vidimo koliko mala promena skupa S utiqe na promenu osnovnih osobina relacijske
strukture.

Pokaжimo neke od ovih osobina iz prethodne tablice.

Kako 1 deli sve prirodne brojeve (i 0), imamo da 1 | n, tj. 1 ̺ n, pa je 1 najmaƬi element, xto
povlaqi da je 1 i jedini minimalan element (ovo vaжi i u N i u N0).

I u N i u N \ {1} ne postoji nijedan maksimalni element (pretpostavimo suprotno da postoji –
neka je to M , ali tada M | 2M , pa samim tim M nije maksimalan!), xto povlaqi da ne postoji ni
najve�i element.

U N0 je 0 najve�i element jer 0 dele svi prirodni brojevi8: n | 0, tj. n̺0, tj. 0 najve�i element,
xto povlaqi da je 0 i jedini maksimalan element.

I u N i u N0 ova struktura je rexetka (iako je to relacija parcijalnog poretka), jer postoje
i infimum i supremum za bilo koja 2 elementa (posebno navodimo ako je tu 0 i ako nije):

inf{a, b} = NZD(a, b), sup{a, b} = NZS(a, b); inf{a, 0} = a, sup{a, 0} = 0.

Dokaжimo da u N \ {1} ne postoji najmaƬi element.

Pretpostavimo da postoji – neka je to m, tada m | n za svako n ∈ N \ {1}, pa i za n = 2 vaжi da
m | 2 ⇒ m = 2 (jer je to jedini broj u N \ {1} koji deli 2). Ali tada bi moralo da vaжi 2 | n
za svako n ∈ N \ {1}, xto nije taqno (npr. 2 ∤ 3), pa smo dobili kontradikciju. Stoga ne postoji
najmaƬi element u N \ {1}.

Iz kanonske faktorizacije prirodnih brojeva sledi da su prosti brojevi (to su brojevi koji
ve�i od 1, koji su deƩivi samo sa 1 i sa samim sobom: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17,...) minimalni elementi
u N \ {1}.

U N \ {1} postoji supremum bilo koja 2 broja (to je NZS), ali ne postoji infimum za svaka
2 broja: npr. inf{2, 3} ne postoji (jer NZD(2, 3) = 1 6∈ N \ {1}), pa samim tim ova struktura nije
rexetka.

3.5 Rezime

U ovoj glavi smo prvo uveli pojam relacije. Zatim smo definisali osnovne osobine: reflek-
sivnost, simetriqnost, antisimetriqnost i tranzitivnost. Zatim svo uveli dve bitne klase
relacija: relacije ekvivalencije i relacije poretka, kojima se detaƩno bavimo u kasnijim
poglavƩima. Relacije smo predstavƩali na razne naqine: skupovno, preko tablice i preko grafa.
Iz svakog od tih predstavƩaƬa smo izvlaqili zakƩuqke koje osobine ima relacija.

U narednom poglavƩu smo detaƩno ispitivali relacije ekvivalencije. Najvaжniji pojam vezan
za relacije ekvivalencije je pojam klase ekvivalencije (tu smo dali neke osobine klasa), koji je
direktno povezan sa particijama (tj. razbijaƬima) skupova. Na kraju ovog poglavƩa smo objanili
kako moжe da se izraquna Belov broj B(n), koji predstavƩa koliko ima relacija ekvivalencije na
skupu od n elemenata.

U posledƬem poglavƩu smo detaƩno izuqavali relacije poretka (one se jox nazivaju i ure�eƬa).
Uveli smo pojmove najmaƬeg, najve�eg, minimalnog, maksimalnog elementa, doƬe i gorƬe me�e,
supremuma i infimuma, kao i rexetke i Haseovog dijagrama.

8Qak i 0 deli 0! Zato smo relaciju deƩivosti uvodili sa onim da postoji k ∈ Z – ovde za k moжemo uzeti bilo
koji broj.
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3.6 PitaƬa za proveru znaƬa

51. Koje osnovne osobine relacija znax?

52. Da li relacija koja je antisimetriqna nije simetriqna?

53. Da li relacija koja je simetriqna, a nije refleksivna moжe biti tranzitivna?

54. Dat je skup A = {1, 2, 3}.
a) Koliko ima razliqitih simetriqnih relacija na skupu A?

b) Koliko ima razliqitih refleksivnih i simetriqnih relacija na skupu A?

v) Koliko ima razliqitih antisimetriqnih relacija na skupu A?

55. Opxtinsko takmiqeƬe 2011. za I razred B kategorije
Dat je skup M = {25, 53, 71, 74} i relacija ̺:
x ̺ y ⇔ cifra desetica broja x je maƬa od cifre jedinica broja y.
Predstaviti relaciju ̺ u skupu M preko tablice i grafa i ispitati koja od svojstava R, S, AS,
T ima relacija ̺ u skupu M .

56. Data je relacija ̺ : x ̺ y
def
⇐⇒ 2 | x · y na skupu {1,−1, 2, 6}.

a) Nabrojati sve elemente koji su u relaciji ̺ i koji nisu u relaciji ̺.

b) Predstaviti datu relaciju tabliqno i preko grafa.

v) Da li je data relacija refleksivna, simetriqna, antisimetriqna, tranzitivna?

g) Ispitati da li je to relacija ekvivalencije i/ili relacija poretka.

d) Ukoliko je to relacija ekvivalencije odrediti sve klase ekvivalencije, a ukoliko je to relacija
poretka predstaviti je preko Haseovog dijagrama i ispitati da li je to relacija totalnog ili
parcijalnog poretka.

57. Koje osobine ima relacija ekvivalencije?

58. Koje osobine ima relacija poretka?

59. Na skupu od n elemenata qega ima vixe: relacija poretka ili relacija ekvivalencije?

60. Navesti primer 3 relacije poretka, od kojih su 2 parcijalnog poretka, a 1 totalnog poretka.

61. Da li je lanac i parcijalno ure�en skup isti pojam?

62. Da li najmaƬi element mora biti i minimalni?

63. Ako relacija ima taqno jedan maksimalni element, da li on mora biti i najve�i element?

64. Kako iz Haseovog dijagrama uoqavamo osnovne osobine relacija?

65. Kako iz Haseovog dijagrama uoqavamo minimalan element?

66. Kako iz tablice uoqavamo najve�i element?

67. Kako iz grafa uoqavamo najmaƬi element?
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4. Teorija grafova

Kombinatorika (sa Teorijom grafova) je jedna od najstarijih oblasti matematike, koja je
i danas veoma aktuelna. Neki Ƭeni problemi su zaokupƩali matematiqare vekovima (poput
Problema qetiri boje), dok su neke oblasti postale vrlo atraktivne sa vrtoglavim razvojem
raqunara i Ƭihovom sve ve�om primenom pri rexavaƬu realnih problema.

4.1 Uvod

Grafovi su matematiqki objekti koje qesto sre�emo u svakodnevnom жivotu. Mnoxtvo gradova
na nekoj geografskoj karti, zajedno sa putevima koji ih povezuju, predstavƩa jedan graf. U skupu
Ʃudi na predavaƬu neki se me�usobno poznaju, a neki ne. Ako sve Ʃude predstavimo taqkama, a samo
one koji se poznaju spojimo linijama dobi�emo jedan graf, koji nam daje preglednu geometrijsku
predstavu poznanstava me�u Ʃudima na tom predavaƬu. Strukturna formula nekog hemijskog jedi-
ƬeƬa ili xema elektriqnog kola tako�e predstavƩa jedan graf. Sa grafovskom interpretacijom
relacija smo se sreli u Glavi 4, dok �emo u ovoj glavi definisati u opxtem sluqaju pojam grafa
i to pomo�u pojma relacije!

Grafovi nalaze primenu i u rexavaƬu tzv. problema za razbibrigu. Sada �emo navesti neke
od Ƭih:

• Na Slici 4.1 su prikazani poloжaji 3 ku�e i 3 bunara. Povezati putem svaku ku�u (K) sa
svakim bunarom (B), tako da se svi ovi putevi me�usobno ne seku.

K K K

B B B

Slika 4.1.

• Obi�i skakaqem xahovsku tablu m × n, tako da skakaq pro�e sva poƩa i da ni na jednom ne
boravi vixe od jedan put.

• Moжe li se jednim potezom (bez dizaƬa olovke sa papira i bez prelaska preko ve� nacrtanih
linija) nacrtati figura sa Slike 4.2?

Slika 4.2.

Navex�emo ovde i neke od quvenih kombinatornih problema koji su vekovima zaokupƩali
matematiqare, a rexeni su korix�eƬem aparata Teorije grafova.

Problem 8 dama je jedan od problema nastao u okviru tzv. ,,rekreativne matematike“. Iako je
bio poznat i mnogo ranije, Problem 8 dama je prvi put objavƩen 1848. godine. On glasi:

Na koliko naqina je mogu�e postaviti 8 dama na xahovsku tablu tako da se me�usobno
ne napadaju?

Svakoj xahovskoj figuri moжe se pridruжiti jedan graf9 na slede�i naqin. PoƩa xahovske
table predstavƩaju qvorove grafa. Iz qvora x ide grana ka qvoru y ako sa poƩa x data figura
(ovde dama) moжe da pre�e na poƩe y. Ovo je jedna veza Teorije grafova i xaha.

9Ovaj pojam formalno uvodimo u slede�em poglavƩu.
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Na ovakvom grafu koji odgovara dami i xahovskoj tabli 8×8 moжe se formulisati odgovaraju�i
grafovski problem koji je ekvivalentan Problemu 8 dama i on je rexen sloжenim matematiqkim
aparatom uz primenu raqunara.

Interesantno je da je 1850. godine (daleko pre ere raqunara), Nauk (nem. F. Nauck) pronaxao
sva 92 rexeƬa Problema 8 dama (zanimƩivo je da quveni matematiqar Gaus nije naxao sva ta
rexeƬa, nego samo 72). Ova rexeƬa se mogu dobiti od narednih 12 osnovnih rexeƬa rotiraƬem
(rotacijom) i ogledaƬem (simetrijom) xahovske table:

1◦ A1, B5, C8, D6, E3, F7, G2, H4
2◦ A1, B6, C8, D3, E7, F4, G2, H5
3◦ A2, B4, C6, D8, E3, F1, G7, H5
4◦ A2, B5, C7, D1, E3, F8, G6, H4
5◦ A2, B5, C7, D4, E1, F8, G6, H3
6◦ A2, B6, C1, D7, E4, F8, G3, H5

7◦ A2, B6, C8, D3, E1, F4, G7, H5
8◦ A2, B7, C3, D6, E8, F5, G1, H4
9◦ A2, B7, C5, D8, E1, F4, G6, H3

10◦ A3, B5, C2, D8, E1, F7, G4, H6
11◦ A3, B5, C8, D4, E1, F7, G2, H6
12◦ A3, B6, C2, D5, E8, F1, G7, H4

Na Slici 4.3 je prikazano prvo od gore navedenih rexeƬa.

Slika 4.3. Slika 4.4.

U xahovskoj literaturi poznat je i Problem 5 dama. On glasi:

Koliko je najmaƬe dama potrebno postaviti na xahovsku tablu da bi sva poƩa bila
napadnuta?

(Podrazumeva se da dama napada i poƩe na kojem se nalazi!)

Potrebno je postaviti najmaƬe 5 dama! PostavƩa se pitaƬe na koliko naqina je mogu�e postaviti
tih 5 dama. Ukupno postoji 4860 rexeƬa, koja je mukotrpnim prebrojavaƬem naxao Sili (ma�. K.
Szily) 1902. godine. Jedno rexeƬe je dato na Slici 4.4.

Jedan od najpoznatijih kombinatornih problema je Problem 4 boje:

Da li se proizvoƩna geografska karta moжe obojiti sa 4 boje tako da svaka drжava bude
obojena jednom od boja i da susedne drжave ne budu obojene istom bojom?

Pod susednim drжavama se podrazumevaju drжave koje imaju zajedniqku graniqnu liniju
(a ne one koje imaju jednu ili vixe izolovanih zajedniqkih graniqnih taqaka). Tako�e,
smatra se da je celokupna teritorija jedne drжave iz jednog dela (tj. nije dozvoƩeno
da se jedna drжava sastoji iz vixe odvojenih delova, xto je sluqaj kod nekih stvarnih
drжava).

Geografskoj karti se moжe pridruжiti jedan graf, tako xto svaka drжava predstavƩa jedan
qvor grafa, a qvorovi su vezani granom ako su Ƭima odgovaraju�e drжave susedne. Sada je problem
4 boje ekvivalentan slede�em grafovskom problemu: da li se qvorovi pridruжenog grafa mogu
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obojiti sa 4 boje, tako da qvorovi koji odgovaraju dvema susednim drжavama ne budu obojeni
istom bojom?

Ovo je dugo bio jedan od najpoznatijih nerexenih problema Teorije grafova. Fransis Gutri
(eng. Francis Guthrie) je ovaj problem prvi uoqio negde oko 1850. godine, da bi problem bio rexen tek
1976. godine. Problem 4 boje su rexili Kenet Apel i Volfgang Heken (eng. Kenneth Appel, Wolfgang
Haken) uz znaqajnu podrxku raqunara. Za to je utroxeno oko 1200 qasova (50 dana!) raqunarskog
vremena. Nije poznato da li bi se Problem 4 boje mogao dokazati bez upotrebe raqunara.

Ilustrova�emo sada primenu grafova i na jednom problemu iz raqunarske prakse.

U raqunarstvu se moжe razmatrati problem odre�ivaƬa minimalnog broja registara potrebnih
za memorisaƬe podataka koje koristi jedan kompjuterski program. Neka su x1, x2, . . . , xn podaci koji
se javƩaju u tom programu. Za pam�eƬe svakog od ovih podataka maxina moжe da rezervixe po
jedan registar u svojoj memoriji. Me�utim, moжe se desiti da, na primer, podaci xi i xj (za i 6= j)
nikada u toku rada programa nisu istovremeno potrebni, tj. da nije potrebno pamtiti podatak xi

istovremeno kada se pamti podatak xj, kao i obrnuto. U takvoj situaciji mogu�e je za podatke xi

i xj rezervisati jedan isti registar.
Zato se za zadati niz podataka x1, x2, . . . , xn definixe problem odre�ivaƬa najmaƬeg broja

registara koje je potrebno rezervisati za Ƭihov smextaj, tako da u svakom trenutku program
moжe pristupiti svim podacima koji su mu u tom trenutku potrebni.

Ovom problemu se moжe pridruжiti jedan graf u kome svakom podatku xi odgovara jedan qvor.
Dva qvora su vezana granom ako i samo ako je bar u jednom trenutku rada programa potrebno
istovremeno znati oba podatka koji odgovaraju tim qvorovima.

Sada se problem odre�ivaƬa minimalnog broja registara svodi na slede�i grafovski problem:
obojiti sve qvorove pridruжenog grafa tako da svaka dva susedna qvora ne budu obojena istom
bojom, a da ukupan broj boja bude minimalan. Ovaj broj boja je jednak minimalnom broju registara
koje treba rezervisati. Za sve podatke koji odgovaraju qvorovima iste boje rezervixe se jedan
isti registar (jer se oni ne koriste u istom trenutku).

4.2 Osnovni pojmovi

DEFINICIJA 4.2.1. Graf Γ je ure�en par (V, ̺), gde je V neprazan skup i ̺ binarna relacija
na V . Elementi skupa V se zovu qvorovi, a elementi skupa ̺ grane grafa G.

Na osnovu definicije binarne relacije vaжi da je ̺ ⊆ V 2 = V × V , pa svaka grana grafa
predstavƩa jedan ure�eni par qvorova grafa.

Svaki graf sa konaqnim skupom qvorova moжe se geometrijski predstaviti na slede�i naqin.
Qvorove grafa v1, v2, . . . , vn ∈ V predstavƩamo me�usobno razliqitim taqkama u ravni ili pros-
toru. Ukoliko postoji grana (vi, vj) ∈ ̺ tada su taqke koje odgovaraju qvorovima vi i vj spojene
neprekidnom linijom orijentisanom od qvora vi ka qvoru vj. Pri tome grana koja spaja qvor sa
samim sobom naziva se petƩa.

PRIMER 4.2.1. Neka je dat graf G = (V, ̺) relacijom

̺ =
{
(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 3), (3, 4), (3, 5), (4, 4), (4, 5), (5, 3)

}

na skupu V = {1, 2, 3, 4, 5}.

Taj graf je predstavƩen na Slici 4.1.

1

4

5

2 3

Slika 4.1.

Ovaj graf ima |V | = 5 qvorova i |̺ | = 9 grana (grane su svi oni ure�eni parovi kojima je zadata
relacija).
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U Teoriji grafova su od posebnog interesa grafovi (V, ̺) kod kojih je relacija ̺ simetriqna.
Ovi grafovi se nazivaju neorijentisani grafovi. Kod ovakvih grafova za svaku granu (u, v) ∈ ̺,
takvu da je u 6= v, postoji i grana (v, u) ∈ ̺ obrnute orijentacije. Stoga se grane (u, v) i (v, u) mogu
zameniti skupom {u, v}. U sluqaju petƩe, kada je u = v, Ƭu moжemo predstaviti kao {u}. Zato se
vrlo qesto pojam neorijentisanog grafa moжe definisati i na alternativan naqin.

DEFINICIJA 4.2.2. Neorijentisani graf G je ure�en par (V,E), gde je V neprazan skup, a
E ⊆

{
{u, v} | u, v ∈ V

}
. Elementi skupa V se zovu qvorovi, a elementi skupa E grane neorijentisanog

grafa G.

Na osnovu prethodne definicije svaka grana {u, v} ∈ E neorijentisanog grafa jeste jedan skup
(u sluqaju u 6= v to je jedan neure�eni par qvorova grafa, jer nije bitno koji qvor je prvi, a koji
drugi). Ova grana {u, v} se u geometrijskoj interpretaciji neorijentisanog grafa moжe prikazati
kao neprekidna neorijentisana linija koja spaja taqke koje odgovaraju qvorovima u i v.

Grana e = {u, v} se qesto skra�eno obeleжava e = uv.

PRIMER 4.2.2. Neka je dat graf (V, ̺) relacijom

̺ =
{
(1, 2), (1, 4), (2, 1), (2, 3), (3, 2), (4, 1), (4, 4)

}

na skupu V = {1, 2, 3, 4} (Slika 4.2).

1 2

34

1 2

34

Slika 4.2. Slika 4.3.

Poxto je relacija ̺ simetriqna relacija, ovaj graf je neorijentisan, pa se moжe, u skladu sa
Definicijom 4.2.2, prikazati kao (V,E), gde je

E =
{
{1, 2}, {1, 4}, {2, 3}, {4, 4}

}
.

Neorijentisana grana {1, 2} je zamenila orijentisane grane (1, 2) i (2, 1), a neorijentisana petƩa {4}
je zamenila orijentisanu petƩu (4, 4) (primetimo da je {4, 4} = {4}!). Geometrijska interpretacija
grafa (V,E) prikazana je na Slici 4.3.

Grafove uvedene Definicijom 4.2.1 nadaƩe �emo nazivati orijentisanim grafovima, a pod ne-
orijentisanim grafovima �emo podrazumevati grafove okarakterisane Definicijom 4.2.2. Zajed-
niqki termin graf �emo koristiti samo u tvr�eƬima i definicijama koji vaжe i za orijentisane
i za neorijentisane grafove. NadaƩe �emo sve grafove obeleжavati sa (V,E).

U ovoj kƬizi �emo se baviti samo orijentisanim i neorijentisanim grafovima. Pored Ƭih
postoje i razliqita uopxteƬa ovih pojmova, kao xto su hiper grafovi, teжinski grafovi, multi-
grafovi, itd. Na primer, multigrafovi su orijentisani ili neorijentisani grafovi kod kojih se
izme�u dva qvora moжe nalaziti i vixe od jedne grane. Sa multigrafovima se sre�emo kasnije u
ovoj i slede�oj glavi. Na primer, multigraf vezan za quveni Problem Kenigsberxkih mostova je
prikazan na Slici 5.5.4 (PoglavƩe 5.5. Ojlerovi grafovi).

O ostalim uopxteƬima moжete vixe saznati u [17], [9] i [14].

Sada �emo uvesti nekoliko osnovnih grafovskih termina vezanih za qvorove i grane, i to prvo
u sluqaju neorijentisanih grafova, a zatim za orijentisane grafove.
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DEFINICIJA 4.2.3. Dva qvora u i v neorijentisanog grafa (V,E), su susedna ako postoji
grana e = {u, v} ∈ E. Za qvorove u i v kaжemo da su krajƬe taqke grane e. Za qvor u i granu e
(odnosno qvor v i granu e) kaжemo da su incidentni i da se grana e stiqe u qvoru u (odnosno v).
Dve grane su susedne ako se stiqu u istom qvoru.

DEFINICIJA 4.2.4. Neka je G neorijentisan graf. Broj grana koje se stiqu u qvoru v zove
se stepen qvora v i oznaqava se sa d(v). Qvor v koji nema susednih qvorova, tj. d(v) = 0, nazivamo
izolovan qvor. Graf Γ je regularan ako su stepeni svih Ƭegovih qvorova jednaki.

Stepen qvora moжe se definisati i kao broj qvorova susednih tom qvoru.

PRIMER 4.2.3. Odrediti stepene svih qvorova grafa Γ sa Slike 5.2.3 iz Primera 4.2.2.
Ispitati koji su qvorovi susedni i koje su grane susedne. Da li je graf Γ regularan?

RexeƬe. Stepeni qvorova u Γ su: d(1) = 2, d(2) = 2, d(3) = 1 i d(4) = 2. Kako nemaju svi qvorovi
isti stepen, graf Γ nije regularan.

Qvor 1 je susedan sa qvorovima 2 i 4, qvor 2 sa 1 i 3, qvor 3 samo sa 2, dok je qvor 4 susedan
sa 1 i sa samim sobom.

Grana 12 je susedna sa granama 14 i 23, grana 14 sa granama 12 i 44, grana 23 samo sa 12 i
petƩa 44 samo sa granom 14.

Poxto kod orijentisanih grafova grane predstavƩaju ure�ene dvojke qvorova (tj. bitan je
redosled qvorova), kod ovakvih grafova se odgovaraju�i pojmovi definixu na drugaqiji naqin.

DEFINICIJA 4.2.5. Za granu e = (u, v) orijentisanog grafa (V,E) kaжemo da vodi iz qvora
u u qvor v (tj. da grana e izlazi iz qvora u, a ulazi u qvor v).

Ulazni stepen d−(v) qvora v je broj grana koje ulaze u qvor v.

Izlazni stepen d+(v) qvora v je broj grana koje izlaze iz qvora v.

Ulazni skup I(v) qvora v je skup svih qvorova iz kojih vodi grana u qvor v, tj. I(v) = {x | (x, v) ∈ E}.
Izlazni skup O(v) qvora v je skup svih qvorova u koje vodi grana iz qvora v, tj. O(v) = {x | (v, x) ∈ E}.

PetƩa se smatra granom koja i ulazi i izlazi iz odgovaraju�eg qvora.

Napomena. Vidimo da je d−(v) = |I(v)| i d+(v) = |O(v)|.

PRIMER 4.2.4. Ilustrujmo prethodno definisane pojmove na orijentisanom grafu G iz
Primera 4.2.1.

RexeƬe. Grana (2, 3) vodi iz qvora 2 u qvor 3, tj. izlazi iz qvora 2, a ulazi u qvor 3.

Sada �emo navesti za svaki qvor Ƭegov ulazni i izlazni skup, tj. odgovaraju�i ulazni i izlazni
stepen:

I(1) = {1, 2} ⇒ d−(1) = 2, O(1) = {1, 2} ⇒ d+(1) = 2,
I(2) = {1} ⇒ d−(2) = 1, O(2) = {1, 3} ⇒ d+(2) = 2,
I(3) = {2, 5} ⇒ d−(3) = 2, O(3) = {4, 5} ⇒ d+(3) = 2,
I(4) = {3, 4} ⇒ d−(4) = 2, O(4) = {4, 5} ⇒ d+(4) = 2,
I(5) = {3, 4} ⇒ d−(5) = 2, O(5) = {3} ⇒ d+(5) = 1.

Ako posmatramo orijentisane grafove na Slici 4.4, vide�emo da oni nisu identiqni, s obzirom
da su Ƭihovi skupovi qvorova razliqiti, tj. {a, b, c, d, e} 6= {1, 2, 3, 4, 5}.



4.2. OSNOVNI POJMOVI 97

a

b

c d

e

1

2

3 4

5

Slika 4.4.

Me�utim, me�u Ƭima ipak postoji sliqnost u naqinu kako su Ƭihovi qvorovi povezani granama.
Ovakva vrsta sliqnosti se moжe javiti i kod neorijentisanih grafova. Ona se moжe formalno
definisati na slede�i naqin.

DEFINICIJA 4.2.6. Dva grafa G1 = (V1, E1) i G2 = (V2, E2) su izomorfna ako postoji bijekcija
f : V1 → V2 za koju vaжi da je

• (u, v) ∈ E1 ⇔
(
f(u), f(v)

)
∈ E2 (kod orijentisanih grafova);

• {u, v} ∈ E1 ⇔
{
f(u), f(v)

}
∈ E2 (kod neorijentisanih grafova).

Funkcija f se naziva izomorfizam grafova, a qiƬenicu da su grafovi G1 i G2 izomorfni oznaqava-
mo sa G1

∼= G2

PRIMER 4.2.5. Izomorfizam f orijentisanih grafova sa Slike 4.4 zadat je bijekcijom

f =

(
a b c d e
1 2 3 4 5

)

.

Napomena. Na osnovu prethodnog vidimo da pomo�u pojma izomorfizma moжemo prepoznati sve
one grafove koji imaju istu ,,strukturu“, bez obzira kako su im oznaqeni qvorovi. Zato izomorfne
grafove moжemo smatrati istovetnim.

DEFINICIJA 4.2.7. Graf Γ′ = (V ′, E′) je podgraf grafa Γ = (V,E) ako vaжi V ′ ⊆ V i E′ ⊆ E.
Graf Γ je nadgraf grafa Γ′ ako je Γ′ podgraf grafa Γ.

Za podgraf Γ′ grafa Γ kaжe se da je podgraf indukovan skupom V ′, V ′ ⊆ V , ako Γ′ dobijamo od
Γ tako xto iz Γ izbacimo sve qvorove koji nisu u skupu V ′ zajedno sa svim granama koje su im
incidentne (tj. ostaju samo grane koje povezuju qvorove iz V ′).

Ako je e ∈ E, onda se sa Γ − e oznaqava podgraf (V,E \ {e}) grafa Γ, tj. graf koji se dobija od
grafa Γ izbacivaƬem grane e. Ako je e /∈ E, onda se sa Γ + e oznaqava nadgraf (V,E ∪ {e}) grafa
Γ, tj. graf koji se dobija od grafa Γ dodavaƬem grane e. Ako je u ∈ V , tada se sa Γ − u oznaqava
podgraf grafa Γ indukovan skupom qvorova V \ {u}.

PRIMER 4.2.6. Graf G1 = (V1, E1) je podgraf grafa G2 = (V2, E2) (oba su na Slici 4.5), jer je
V1 = {a, b, d, e, f} ⊆ V2 = {a, b, c, d, e, f} i E1 = {ab, de, df, ef} ⊆ E2 = {ab, ac, bc, cf, de, df, ef}.

f

a b

de

f c

a b

de

G1 G2

Slika 4.5.
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Vidimo da je graf G1 dobijen od grafa G2 izbacivaƬem qvora c i svih Ƭemu incidentnih grana,
tj. graf G1 je podgraf grafa G2 indukovani skupom qvorova {a, b, d, e, f}. Stoga je G1 = G2 − c.

Skup svih grafova (ili orijentisanih ili neorijentisanih) u odnosu na binarnu relaciju
,,biti podgraf“ predstavƩa jedan ure�en skup (tj. ta relacija je relacija poretka). Me�utim ovaj
skup nije totalno ure�en skup!

Jedan od vrlo vaжnih pojmova u Teoriji grafova, za koga su vezani mnogi interesantni prob-
lemi, je pojam puta u grafu.

DEFINICIJA 4.2.8. Put duжine k, k > 1, u grafu (V,E) je niz grana iz E oblika

• (v0, v1), (v1, v2), . . . , (vk−1, vk) (kod orijentisanih grafova);

• {v0, v1}, {v1, v2}, . . . , {vk−1, vk} (kod neorijentisanih grafova).

Za ovaj put kaжemo da poqiƬe u qvoru v0, a da se zavrxava u qvoru vk. Qvorovi v0 i vk se zovu
krajƬi qvorovi puta.

Vidimo da se u putu grane praktiqno nadovezuju jedna na drugu, tako da u stvari mi idemo iz
qvora v0 u qvor v1, zatim iz Ƭega u qvor v2 itd. do konaqnog qvora vk. Stoga se put u grafu moжe
zadati i kao niz uzastopnih qvorova spojenih granama:

v0 − v1 − v2 − . . . − vk−1 − vk.

Za put kaжemo da prolazi kroz qvorove v0, v1, v2, . . . , vk−1, vk.

Put moжe vixe puta da prolazi istom granom ili kroz isti qvor, kao i kroz petƩe. Neke
specijalne vrste puteva date su u narednoj definiciji.

DEFINICIJA 4.2.9. Elementarni (prost) put je put koji kroz svaki svoj qvor v1, v2, . . . , vk−1

prolazi taqno jedanput.

Kruжni (zatvoren) put je put koji se zavrxava u istom qvoru u kojem i poqiƬe, tj. v0 = vk.

Kontura (ciklus) je elementarni kruжni put.

PetƩa se moжe smatrati konturom duжine 1.

PRIMER 4.2.7. Ilustrujmo ove pojmove na grafovima G1 i G2 sa Slike 4.6 (sa grafom G2 smo
se ve� sreli u Primeru 4.2.1).

f c

a b

de

1

4

5

2 3

G1 G2

Slika 4.6.

U neorijentisanom grafu G1 imamo put duжine k = 9:

{c, a}, {a, b}, {b, c}, {c, f}, {f, f}, {f, d}, {d, e}, {e, f}, {f, c}.

Ovaj put nije elementaran, jer vixe puta prolazi kroz qvorove c i f , kao i kroz granu {c, f} = {f, c}
(kroz ovu granu jednom prolazi u jednom smeru, a drugi put u drugom). On je zatvoren jer poqiƬe
i zavrxava se u qvoru c. Ovaj put moжemo zapisati i kao

c − a − b − c − f − f − d − e − f − c.
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Primer elementarnog puta je {a, c}, {c, f}, {f, e}. Jedna kontura je {c, d}, {d, e}, {e, f}, {f, c}.
U orijentisanom grafu G2 jedan put duжine k = 6 je:

(2, 1), (1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 5), (5, 3),

drugaqije zapisan kao
2 − 1 − 2 − 3 − 4 − 5 − 3.
↑ ↑ ↑ ↑
v0 v2 v3 v6

Ovaj put nije elementaran jer vixe puta prolazi kroz qvorove
v2 = 2 i v3 = 3. Ovaj put nije ni kruжan, jer su mu krajƬi qvorovi (v0 i v6) razliqiti 2 6= 3.
Primer elementarnog puta koji prolazi kroz sve qvorove je (1, 2), (2, 3), (3, 4), (4, 5). Kontura
duжine 1 je (1, 1), duжine 2 je (3, 5), (5, 3) i duжine 3 je (3, 4), (4, 5), (5, 3).

Do kraja poglavƩa �emo se baviti samo neorijentisanim grafovima.

DEFINICIJA 4.2.10. Neka je G = (V,E) neorijentisan graf. Qvorovi u, v ∈ V su povezani ako
u grafu Γ postoji put qiji su krajƬi qvorovi u i v. Smatra�emo da je svaki qvor povezan sam sa
sobom putem duжine 0. Graf Γ je povezan ako su svaka dva Ƭegova qvora povezana, a u suprotnom
kaжemo da je nepovezan.

Komponenta povezanosti grafa Γ je neki Ƭegov maksimalni povezani podgraf10. Broj komponen-
ti povezanosti grafa G oznaqavamo sa c(Γ).

U grafu Γ qvor v je vezivni (artikulacioni) qvor ukoliko se Ƭegovim uklaƬaƬem (sa svim
granama koje su incidentne sa Ƭim) pove�ava broj komponenti povezanosti ovoga grafa, tj. ako
vaжi c(Γ) < c(Γ − v).

Grana e je most u grafu Γ ako se Ƭenim uklaƬaƬem pove�ava broj komponenti povezanosti ovog
grafa, tj. ako vaжi c(Γ) < c(Γ − e).

Drugim reqima, komponenta povezanosti grafa Γ, koja sadrжi neki qvor v ∈ V , predstavƩa pod-
graf indukovan svim qvorovima povezanim sa v. Specijalno, ako je qvor v izolovan ova komponenta
povezanosti se svodi samo na qvor v (jer je on povezan sam sa sobom).

PRIMER 4.2.8. Graf G1 iz Primera 4.2.6 nije povezan, jer na primer ne postoji put koji
povezuje qvorove a i d. Taj graf ima dve komponente povezanosti — jedna je indukovana skupom
qvorova {a, b}, a druga skupom qvorova {d, e, f}, pa je c(G1) = 2.

Graf G2 iz Primera 4.2.6 jeste povezan, jer su svaka dva Ƭegova qvora povezana nekim putem.
Zato taj graf ima jednu komponentu povezanosti koja je sam taj graf, pa je c(G2) = 1.

U grafu G2 imamo dva vezivna qvora: c i f . Za qvor c smo u Primeru 4.2.6 videli da je vezivni
jer se Ƭegovim izbacivaƬem dobija graf G1 koji ima vixe komponenti povezanosti. IzbacivaƬem
qvora f dobijamo nepovezan graf koji ima dve komponente povezanosti indukovane skupovima {a, b, c}
i {d, e}.

Grana cf predstavƩa jedini most grafa G2, jer se Ƭenim uklaƬaƬem dobijaju dve komponente
povezanosti koje su indukovane skupovima {a, b, c} i {d, e, f}.

Sada �emo navesti neke od osnovnih tipova neorijentisanih grafova.

DEFINICIJA 4.2.11. Prazan graf Nn sa n qvorova je graf koji nema nijednu granu.

Kompletan (potpun) graf Kn sa n qvorova je graf kod koga je svaki qvor susedan sa svim ostalim.

Kompletan bipartitan graf Km,n je graf kod koga je skup qvorova razbijen na dva podskupa (tzv.
klase), jedan sa m, a drugi sa n qvorova, tako da nijedan par qvorova iz iste klase nije spojen
granom, dok je svaki par qvorova iz razliqitih klasa spojen granom.

Bipartitan graf je bilo koji podgraf kompletnog bipartitnog grafa.

Put Pn, n> 2, je povezan graf sa n qvorova kome su svi qvorovi stepena 2, sem dva krajƬa koji su

10Podgraf H grafa Γ je maksimalan u odnosu na neku osobinu ako on ima tu osobinu, a Ƭu nema nijedan od podgrafova
grafa Γ koji je nadgraf od H i razliqit od H. U ovom sluqaju ta osobina je povezanost grafova.
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stepena 1.

Kontura Cn, n> 3, je povezan graf sa n qvorova koji ima sve qvorove stepena 2.

Toqak Wn, n > 4, je graf koji se sastoji od konture Cn−1 i jednog qvora koji je povezan sa svim
qvorovima konture.

Zvezda Sn je kompletni bipartitni graf, gde se jedna klasa sastoji samo od jednog qvora, a druga
od svih ostalih, tj. Sn = K1,n−1.

Oznake Nn, Pn, Cn, Wn i Sn, su prva slova engleskih naziva odgovaraju�ih tipova grafova:
null , path, cycle, wheel , star .

Ovi grafovi su prikazani na Slici 4.7.
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Slika 4.7.

Napomena. Izraze put i kontura koristimo u dva razliqita konteksta.
U nekom grafu, svaka kontura (elementarni kruжni put) duжine k, zadata Definicijom 4.2.9,

qini Ƭegov podgraf koji je izomorfan sa grafom Ck, datim Definicijom 4.2.11. Sliqno, svaki
elementarni put (koji nije kontura) duжine k, zadat Definicijom 4.2.8, qini podgraf datog grafa
koji je izomorfan sa grafom Pk, datim Definicijom 4.2.11.

Uvedimo jox jedan bitan pojam – to je komplement grafa.

DEFINICIJA 4.2.12. Neorijentisani graf Γ = (V ′, E′) je komplement neorijentisanog
grafa Γ = (V,E) ako vaжi da je V ′ = V i da su dva qvora susedna u Γ ako i samo ako nisu
susedna u Γ. Graf je samokomplementaran ako je izomorfan sa svojim komplementom.

Prethodna definicija se moжe shvatiti i kao unarna operacija na skupu svih neorijentisanih
grafova, koja svakom grafu dodeƩuje Ƭegov komplement.

Napomena. Kako grafovi Γ i Γ imaju isti skup qvorova V , |V | = n, moжemo posmatrati potpun
graf Kn = (V, E) na istom tom skupu qvorova. Tada vaжi

E ∪ E′ = E , E ∩ E′ = ∅.
Zbog toga komplement grafa ustvari predstavƩa ,,dopunu“ datog grafa do kompletnog grafa.

PRIMER 4.2.9. Na osnovu Definicije 4.2.11 sledi da svaki prazan graf Nn predstavƩa
komplement potpunog grafa Kn, tj. vaжi Nn = Kn . To se moжe videti i na Slici 4.7 za grafove
N10 i K10.
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PRIMER 4.2.10. Dati primer jednog samokomplementarnog grafa.

RexeƬe. Na Slici 4.8 su predstavƩeni grafovi C5 i C 5. Jedan izomorfizam izme�u ova dva

grafa je dat sa f : V (C5) → V (C 5), gde je f =

(
v1 v2 v3 v4 v5

v1 v3 v5 v2 v4

)

. Zbog toga kontura C5 jeste jedan

samokomplementaran graf.

v1

v2

v3 v4

v5

C5

v1

v2

v3 v4

v5

C 5
K5

Slika 4.8.

Ako na istom skupu qvorova posmatramo sve grane grafa C5 (predstavƩene crnom bojom), i sve
grane grafa C 5 (predstavƩene sivom bojom) dobijamo potpun graf K5 — vidi Sliku 4.8. Drugim
reqima, unija skupa grana C5 i skupa grana C 5 je skup grana kompletnog grafa K5.

4.3 Tvr�eƬa o stepenima qvorova

Neka je Γ = (V,E) neorijentisan graf kod koga je V = {v1, v2, . . . , vn}, a broj grana jednak m, tj.
|E| = m.

Sada �emo navesti nekoliko teorema koje vaжe za stepene qvorova grafa G.

TEOREMA 4.3.1. U neorijentisanom grafu Γ = (V,E) bez petƩi, koji ima n>2 qvorova, postoje
bar dva qvora istog stepena.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno da ne postoje dva qvora istog stepena.
Poxto graf Γ ima n qvorova, nema petƩi, i svaki Ƭegov qvor moжe biti susedan sa nekim od

preostalih n − 1 qvorova, tada za svako v ∈ V vaжi da je d(v) ∈ {0, 1, 2, . . . , n − 1}. Kako ne postoje
dva qvora istog stepena i kako ukupno ima n qvorova, to �e oni za stepene imati sve brojeve iz
skupa {0, 1, 2, . . . , n − 1}. Ali tada imamo qvor qiji je stepen 0 (to je qvor koji nije susedan ni sa
jednim od preostalih), kao i qvor qiji je stepen n − 1 (to je qvor koji je susedan sa svim ostalim
qvorovima), xto je nemogu�e.

Kako smo dobili kontradikciju, polazna pretpostavka da ne postoje bar dva qvora istog stepena
nije taqna, qime je tvr�eƬe dokazano.

TEOREMA 4.3.2. U neorijentisanom grafu Γ = (V,E) bez petƩi zbir stepena svih qvorova
jednak je dvostrukom broju grana, tj. vaжi d(v1) + d(v2) + . . . + d(vn) = 2m.

Dokaz. Stepen qvora predstavƩa broj grana koje su incidentne sa datim qvorom. Stoga, ako
saberemo stepene svih qvorova, u ovom zbiru �emo uzeti u obzir sve grane i to svaku 2 puta (po
jednom za svaku Ƭenu krajƬu taqku — kako graf Γ nema petƩi ovi krajevi su me�usobno razliqiti!).
Time je tvr�eƬe dokazano.

TEOREMA 4.3.3. U neorijentisanom grafu Γ = (V,E) bez petƩi broj qvorova neparnog stepena
je paran.

Dokaz. Prema Tvr�eƬu 4.3.2 zbir stepena svih qvorova grafa Γ mora biti paran (jednak je 2m),
xto je mogu�e samo ukoliko je broj qvorova neparnog stepena u ovom grafu paran.
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Qesto se u Teoriji grafova razmatra problem utvr�ivaƬa da li postoji neorijentisani graf
bez petƩi sa zadatim stepenima qvorova. Zbog toga se uvodi pojam grafiqkog niza brojeva i daju
neophodni i dovoƩni uslovi da neki niz bude grafiqki.

DEFINICIJA 4.3.1. Niz celih brojeva (d1, d2, . . . , dn) je grafiqki ako postoji neorijentisani
graf G = (V,E) bez petƩi sa skupom qvorova V = {v1, v2, . . . , vn} tako da je d(vi) = di.

Poxto je graf G = (V,E) bez petƩi, za sve qlanove grafiqkog niza (d1, d2, . . . , dn) treba da vaжi
di 6 n − 1 za i = 1, 2, . . . , n.

TEOREMA 4.3.4. Niz (d1, d2, . . . , dn) je grafiqki niz ako i samo ako je svaka Ƭegova permutacija
(di1 , di2 , . . . , din

) grafiqki niz.

Dokaz. Tvr�eƬe direktno sledi iz qiƬenice da svakoj permutaciji (di1 , di2 , . . . , din
) (ne)grafiqkog

niza (d1, d2, . . . , dn) odgovara ,,istovetna“ permutacija (vi1 , vi2 , . . . , vin
) qvorova (v1, v2, . . . , vn) grafa

Γ:
(d1, d2, . . . , dn) → (di1 , di2 , . . . , din

)
(v1, v2, . . . , vn) → (vi1 , vi2 , . . . , vin

).

Na osnovu prethodnog tvr�eƬa sledi da je uslove koje jedan niz treba da zadovoƩava da bi bio
grafiqki, dovoƩno formulisati za sluqaj nerastu�eg niza.

TEOREMA 4.3.5. Neka je zadat nerastu�i niz celih brojeva g = (d1, d2, . . . , dn), gde je
n − 1> d1 > d2 > . . .> dn > 0. Tada je niz g grafiqki ako i samo ako je niz

g′ = (d2 − 1, d3 − 1, . . . , dd1+1 − 1, dd1+2, . . . , dn)
grafiqki.

Opiximo reqima proceduru kako se od niza g dobija niz g′. Prvi qlan d1 �emo eliminisati iz
niza, narednih d1 qlanova �emo umaƬiti za 1, a preostalih n − 1 − d1 qlanova niza (ako ih ima)
ostavƩamo nepromeƬenim.

Teoreme 4.3.4 i 4.3.5 moжemo iskoristiti da formiramo algoritam koji utvr�uje da li je dati
niz grafiqki. Polaze�i od ovog niza algoritam u svakoj iteraciji prvo sortira trenutni niz g
u nerastu�i poredak, a zatim primeƬuje prethodnu proceduru i dobija niz g′. Algoritam staje u
dva sluqaja:

• kada je dobijen niz g′ = (0, 0, . . . , 0) i tada je polazni niz grafiqki;

• kada je dobijen niz g′ koji sadrжi neki negativan broj i tada polazni niz nije grafiqki.

PRIMER 4.3.1. Utvrditi da li je niz (3, 4, 2, 3, 5, 2) grafiqki.

RexeƬe 1. Problem �emo rexiti primenom prethodnog algoritma i opisa�emo svaku od Ƭegovih
iteracija.

1◦ Prvo �emo sortirati dati niz (3, 4, 2, 3, 5, 2) prema nerastu�em redosledu u niz g = (5, 4, 3, 3, 2, 2).
Od ovog niza dobijamo niz

g′ = (6 5, 4 − 1, 3 − 1, 3 − 1, 2 − 1, 2 − 1
︸ ︷︷ ︸

d1=5

) = (3, 2, 2, 1, 1).

2◦ Od novog niza g = (3, 2, 2, 1, 1) dobijamo

g′ = (6 3, 2 − 1, 2 − 1, 1 − 1
︸ ︷︷ ︸

d1=3

, 1) = (1, 1, 0, 1).

3◦ Niz (1, 1, 0, 1) sortiramo u g = (1, 1, 1, 0) i odatle je g′ = (0, 1, 0).
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4◦ Konaqno, niz (0, 1, 0) sortiramo u g = (1, 0, 0) i odatle je g′ = (−1, 0).

Polazni niz (3, 4, 2, 3, 5, 2) nije grafiqki, jer niz g′ = (−1, 0) sadrжi negativan broj.

RexeƬe 2. Kako je zbir svih stepena qvorova 5 + 4 + 3 + 3 + 2 + 2 = 19 neparan, a u Teoremi 4.3.2
smo pokazali da zbir stepena qvorova u grafu mora biti paran, onda dati niz nije grafiqki.

PRIMER 4.3.2. Utvrditi da li je niz (4, 3, 2, 1, 0) grafiqki.

RexeƬe 1. Niz g = (4, 3, 2, 1, 0) nije grafiqki jer niz g′ = (2, 1, 0,−1) koji se dobija opisanim
algoritmom sadrжi negativan broj.

RexeƬe 2. Dati graf ima 5 qvorova. Kako u grafu postoji qvor stepena 4, taj qvor je spojen
granom sa svim ostalim qvorovima. Me�utim, u grafu postoji qvor stepena 0, koji ne bi trebalo da
bude spojen ni sa jednim od ostalih qvorova, xto je kontradikcija. Stoga dati niz nije grafiqki.

PRIMER 4.3.3. Utvrditi da li je niz (6, 3, 3, 3, 3, 3, 3) grafiqki.

RexeƬe. Primenom algoritma od datog niza dobijamo slede�e nizove:

(6, 3, 3, 3, 3, 3, 3) → (2, 2, 2, 2, 2, 2) → (2, 2, 2, 1, 1) → (1, 1, 1, 1) → (1, 1, 0) → (0, 0),

odakle sledi da je polazni niz grafiqki.

Napomena. Jednom grafiqkom nizu mogu odgovarati i grafovi koji nisu izomorfni. Tako, npr.
nizu (6, 3, 3, 3, 3, 3, 3) iz Primera 4.3.3 odgovaraju neizomorfni grafovi sa Slike 4.1. Zaxto ova
dva grafa nisu izomorfni?

Slika 4.1.

Sada �emo navesti i jedno tvr�eƬe vezano za stepene qvorova u orijentisanom grafu Γ = (V,E),
gde je V = {v1, v2, . . . , vn} i |E| = m.

TEOREMA 4.3.6. U orijentisanom grafu Γ = (V,E) vaжi

d−(v1) + d−(v2) + . . . + d−(vn) = m = d+(v1) + d+(v2) + . . . + d+(vn).

Dokaz. Poxto svaka grana (ukƩuquju�i i petƩu) ulazi u neki qvor vaжi

d−(v1) + d−(v2) + . . . + d−(vn) = m.

Poxto svaka grane i izlazi iz qvora tada je d+(v1) + d+(v2) + . . . + d+(vn) = m.
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4.4 PredstavƩaƬe grafova

Pri rexavaƬu mnogih grafovskih problema (naroqito onih koji modeluju probleme iz prakse)
raqunari imaju izuzetno znaqajnu ulogu. Zato se postavƩa pitaƬe kako graf moжemo predstaviti
u raqunaru. U ovom poglavƩu �emo izloжiti nekoliko mogu�ih predstavƩaƬa grafa i diskutovati
veze izme�u Ƭih.

Matrica susedstva grafa

DEFINICIJA 4.4.1. Neka je G = (V,E) graf sa skupom qvorova
V = {v1, v2, . . . , vn}. Matrica susedstva grafa G je kvadratna matrica A = ||aij ||n×n reda n kod
koje su

• aij = 1 ako je (vi, vj) ∈ E i aij = 0 ako (vi, vj) 6∈ E

(za orijentisane grafove);

• aij = 1 ako je {vi, vj} ∈ E i aij = 0 ako {vi, vj} 6∈ E

(za neorijentisane grafove).

Matrica susedstva A neorijentisanog grafa G je simetriqna matrica, tj. za Ƭu vaжi A = AT .

Na osnovu Definicije 4.4.1 iz matrice susedstva grafa mogu se izvesti zakƩuqci o nekim
osobinama grafa.

Za svaki qvor vi grafa G kod koga postoji petƩa, element aii Ƭegove matrice susedstva A je

jednak 1. Zato trag trA matrice A, koji je zbir elemenata sa Ƭene glavne dijagonale (tr A =
n

X

i=1

aii),

predstavƩa broj petƩi u grafu G. Graf G nema petƩi ako i samo ako je tr A = 0.

Iz matrice susedstva orijentisanog grafa moжemo odrediti ulazne i izlazne stepene qvorova.
Broj pojavƩivaƬa elementa 1 u i-toj vrsti ove matrice jednak je izlaznom stepenu d+(vi) qvora vi.
Broj pojavƩivaƬa 1 u j-toj koloni matrice jednak je ulaznom stepenu d−(vj) qvora vj.

Sliqno iz matrice susedstva neorijentisanog grafa moжemo odrediti stepene qvorova. Broj
pojavƩivaƬa 1 u i-toj vrsti (ili i-toj koloni, jer je ta matrica simetriqna) jednak je stepenu d(vi)
qvora vi.

PRIMER 4.4.1. Odrediti matricu susedstva A1 orijentisanog grafa G1 iz Primera 4.2.1 i
matricu susedstva A2 neorijentisanog grafa G2 iz Primera 4.2.2. Zatim, u oba sluqaja ispitati
prethodno navedene osobine.

RexeƬe. Na Slici 4.1 ponovo su predstavƩena ova dva grafa.

1

4

5

2 3 1 2

34

G1 G2

Slika 4.1.

Za orijentisan graf G1 matrica susedstva, formirana u odnosu na poredak qvorova 1,2,3,4,5,
ima slede�i oblik:
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1 2 3 4 5
1 1 1 0 0 0
2 1 0 1 0 0
3 0 0 0 1 1
4 0 0 0 1 1
5 0 0 1 0 0

⇒ A1 =

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

1 1 0 0 0
1 0 1 0 0
0 0 0 1 1
0 0 0 1 1
0 0 1 0 0

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

Vidimo da matrica A1 nije simetriqna (odatle se moжe zakƩuqiti da graf G1 nije neorijenti-
san). ƫen trag je jednak tr A1 = 2, xto odgovara qiƬenici da graf G1 ima dve petƩe (kod qvorova
1 i 4).

Zbir elemenata druge vrste (tj. broj jedinica u Ƭoj) je jednak 2 i stoga je izlazni stepen qvora
2 jednak d+(2) = 2. Zbir elemenata druge kolone je jednak 1 i zato je ulazni stepen qvora 2 jednak
d−(2) = 1.

Matrica A2 neorijentisanog grafa G2, za poredak qvorova 1,2,3,4, jednaka je:

1 2 3 4
1 0 1 0 1
2 1 0 1 0
3 0 1 0 0
4 1 0 0 1

⇒ A2 =

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

0 1 0 1
1 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 1

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

Graf G2 je neorijentisan pa je matrica A2 simetriqna. ƫen trag je jednak tr A2 = 1, jer graf
G2 ima jednu petƩu kod qvora 4. Zbir elemenata druge vrste, kao i zbir elemenata druge kolone
je jednak 2 i to odgovara qiƬenici da je stepen qvora 2 jednak d(2) = 2.

Matrica susedstva A grafa G zavisi od poretka Ƭegovih qvorova. Naime, kod jednog istog
grafa za dva razliqita poretka qvorova odgovaraju�e matrice susedstva mogu biti razliqite.
Me�utim, moжe se pokazati da su sve matrice susedstva jednog grafa me�usobno permutaciono
sliqne.

DEFINICIJA 4.4.2. Matrica X je permutaciona matrica ukoliko u svakoj vrsti i svakoj
koloni ima taqno jedan element 1, a svi ostali elementi su 0.

Matrica A je permutaciono sliqna sa matricom B ako postoji permutaciona matrica X takva
da je A = X−1BX.

PRIMER 4.4.2. U Primeru 4.4.1 odre�ena je matrica susedstva A2 =

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

0 1 0 1
1 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 1

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

grafa G2 za

poredak qvorova 1, 2, 3, 4.

Matrica susedstva istog ovog grafa za poredak qvorova 2, 4, 1, 3 jednaka je A′
2 =

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

0 0 1 1
0 1 1 0
1 1 0 0
1 0 0 0

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

.

Matrice A2 =

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

0 1 0 1
1 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 1

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

i A′
2 =

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

0 0 1 1
0 1 1 0
1 1 0 0
1 0 0 0

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

su permutaciono sliqne, jer postoji matrica

X =

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

0 1 0 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 0 1 0

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

, takva da je A2 = X−1A′
2X.

Navedimo jednu veoma vaжnu osobinu matrice susedstva grafa (orijentisanog ili
neorijentisanog), koja daje Ƭenu vezu sa brojem puteva odre�ene duжine izme�u dva qvora.

TEOREMA 4.4.1. Neka je A matrica susedstva grafa Γ = (V,E) sa skupom qvorova
V = {v1, v2, . . . , vn}. Za svaka dva qvora vi i vj vaжi da je broj puteva u grafu Γ duжine k, k > 0,

koji povezuju ova dva qvora jednak elementu a
(k)
ij na poziciji (i, j) u matrici Ak.

Napomenimo da Ak oznaqava k-ti stepen matrice A, tj. A0 = I, gde je I jediniqna matrica reda
n, a Aℓ = Aℓ−1 · A za ℓ = 1, 2, . . . , k.
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U prethodnom tvr�eƬu se posmatraju svi mogu�i putevi izme�u dva qvora (bez obzira da li su
elementarni ili ne). Smatramo da je svaki qvor povezan sam sa sobom putem duжine 0.

PRIMER 4.4.3. U orijentisanom grafu G1 na Slici 4.1 postoje tri puta duжine 4 od qvora 2
do qvora 5:

2 − 1 − 2 − 3 − 5, 2 − 3 − 4 − 4 − 5, 2 − 3 − 5 − 3 − 5.

Uokvireni element matrice

A1
4 =

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

5 3 3 2 2

3 2 2 3 3

0 0 2 3 3
0 0 2 3 3
0 0 1 2 2

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

‚

na poziciji (2, 5) jednak je 3, xto odgovara broju prethodno uoqenih puteva.

Primenu Tvr�eƬa 4.4.1 ilustrova�emo kasnije kada budemo uveli i pojam matrice rastojaƬa
grafa (videti Primer 4.4.9).

Liste susedstva qvorova grafa

DEFINICIJA 4.4.3. Lista susedstva lu qvora u grafa Γ = (V,E) predstavƩa skup

• lu =
{
v ∈ V : (u, v) ∈ E

}
(za orijentisane grafove);

• lu =
{
v ∈ V : {u, v} ∈ E

}
(za neorijentisane grafove).

Ukoliko kod qvora u postoji petƩa, onda �e i qvor u pripadati svojoj listi susedstva, tj.
u ∈ lu.

Liste susedstva nalaze primenu pri predstavƩaƬu grafova koji imaju veliki broj qvorova i
u odnosu na Ƭega relativno mali broj grana. Tada bi odgovaraju�a matrica susedstva zauzimala
mnogo vixe memorijskog prostora, a uglavnom bi bila popuƬena elementima 0. Lista susedstva
zauzima znatno maƬe memorijskog prostora, ali su zato algoritmi koji rade sa Ƭom sloжeniji.

Vidimo da je lista susedstva nekog qvora jednaka izlaznom skupu tog qvora u sluqaju orijen-
tisanog grafa, dok kod neorijentisanog grafa predstavƩa skup svih Ƭemu susednih qvorova.

Zato je u sluqaju orijentisanog grafa izlazni stepen d+(u) qvora u jednak broju elemenata
liste susedstva lu, tj. vaжi d+(u) = |lu|.

Sliqno, kod neorijentisanog grafa stepen d(u) qvora u jednak je broju elemenata liste susedstva
lu, tj. vaжi d(u) = |lu|.

PRIMER 4.4.4. Odrediti liste susedstva svih qvorova za grafove G1 i G2 iz Primera 4.4.1.

RexeƬe. Liste susedstva qvorova orijentisanog grafa G1 su date u Tabeli 5.4.1, a
neorijentisanog grafa G2 u Tabeli 5.4.2.

u lu
1 {1, 2}
2 {1, 3}
3 {4, 5}
4 {4, 5}
5 {3}

u lu
1 {2, 4}
2 {1, 3}
3 {2}
4 {1, 4}

Tabela 5.4.1 Tabela 5.4.2
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Iz listi susedstva orijentisanog grafa G1 vidi se da su izlazni stepeni qvorova: d+(1) = 2,
d+(2) = 2, d+(3) = 2, d+(4) = 2 i d+(5) = 1.

Iz listi susedstva neorijentisanog grafa G2 nalazimo stepene qvorova: d(1) = 2, d(2) = 2, d(3) = 1
i d(4) = 2.

Matrica incidencije qvorova i grana

U sluqaju orijentisanih i neorijentisanih grafova imamo razliqite matrice incidencije.

DEFINICIJA 4.4.4. Neka je Γ = (V,E) orijentisan graf bez petƩi kod koga je skup qvorova
V = {v1, v2, . . . , vn} i skup grana E = {e1, e2, . . . , em}. Tada je matrica incidencije qvorova i grana,
S = ||sij ||n×m, definisana sa

sij =







1 ako grana ej izlazi iz qvora vi

−1 ako grana ej ulazi u qvor vi

±1 ako je grana ej petƩa oko qvora vi

0 ako grana ej i qvor vi nisu incidentni.

Matrica S je matrica oblika n × m. Broj pojavƩivaƬa −1 u i-toj vrsti matrice S jednak je
broju grana koje ulaze u qvor vi, tj. ulaznom stepenu d−(vi) qvora vi. Broj pojavƩivaƬa 1 u i-toj
vrsti matrice S jednak je broju grana koje izlaze iz qvora vi, tj. izlaznom stepenu d+(vi) qvora vi.
U svakoj koloni se nalaze po jedan element −1 i 1, xto odgovara qiƬenici da svaka grana ulazi u
taqno jedan qvor i izlazi iz taqno jednog qvora.

PRIMER 4.4.5. Odrediti matricu incidencije qvorova i grana S orijentisanog grafa
G = (V,E) predstavƩenog na Slici 4.2. Izvesti odgovaraju�e zakƩuqke.

1

4 5 6

32

Slika 4.2.

RexeƬe. Skup qvorova je V = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, a skup grana je

E =
{

(1, 4), (4, 5), (5, 4), (5, 2), (2, 6), (3, 2), (3, 6), (6, 3)
}

. Matrica incidencije qvorova i grana S ima

slede�i oblik (grana (u, v) je tu predstavƩena kra�e kao uv!):

S =

14 45 54 52 26 63 36 32
1 1 0 0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 −1 1 0 0 −1
3 0 0 0 0 0 −1 1 1
4 −1 1 −1 0 0 0 0 0
5 0 −1 1 1 0 0 0 0
6 0 0 0 0 −1 1 −1 0

Kako druga vrsta matrice S ima dva elementa −1, ulazni stepen qvora 2 je jednak d−(2) = 2.
Poxto ova vrsta sadrжi samo jedan element 1, izlazni stepen qvora 2 je jednak d+(2) = 1.

Vidimo da se u svakoj koloni matrice S nalazi samo po jedan element −1 i 1. Na primer, prvoj
koloni odgovara grana 14, koja izlazi iz qvora 1, zbog qega je element ove kolone u prvoj vrsti
(koja odgovara qvoru 1) jednak 1. Grana 14 ulazi u qvor 4, pa je element ove kolone u qetvrtoj
vrsti (koja odgovara qvoru 4) jednak −1.
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Kod neorijentisanih grafova matrica incidencije se definixe na slede�i naqin.

DEFINICIJA 4.4.5. Neka je Γ = (V,E) neorijentisan graf kod koga je skup qvorova
V = {v1, v2, . . . , vn} i skup grana E = {e1, e2, . . . , em}. Tada je matrica incidencije qvorova i grana,
R = ||rij ||n×m, definisana sa

rij =

{

1 qvor vi je incidentan sa granom ej

0 qvor vi nije incidentan sa granom ej.

Matrica R je matrica oblika n × m. Broj jedinica u i-toj vrsti matrice R jednak je stepenu
d(vi) qvora vi.

U sluqaju kada graf nema petƩi u svakoj Ƭegovoj koloni se nalaze po dve jedinice, xto odgovara
qiƬenici da je svaka grana (koja nije petƩa) incidentna sa dva razliqita qvora. Ukoliko kolona
ima samo jednu jedinicu, odgovaraju�i qvor je incidentan petƩi.

PRIMER 4.4.6. Odrediti matricu incidencije qvorova i grana R neorijentisanog grafa
G = (V,E) predstavƩenog na Slici 4.3.

1

4 5 6

32

Slika 4.3.

RexeƬe. Skup qvorova je V = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, a skup grana je

E =
{

{1, 2}, {1, 4}, {2, 4}, {2, 5}, {4, 5}, {5, 6}
}

, xto �emo kra�e oznaqavati E = {12, 14, 24, 25, 45, 56}.
Matrica incidencije qvorova i grana R je:

R =

12 14 24 25 45 56
1 1 1 0 0 0 0
2 1 0 1 1 0 0
3 0 0 0 0 0 0
4 0 1 1 0 1 0
5 0 0 0 1 1 1
6 0 0 0 0 0 1

U drugoj vrsti matrice R (koja odgovara qvoru 2) nalaze se 3 elementa 1, pa je stepen qvora
2 jednak d(2) = 3. Vidimo da se u svakoj koloni matrice R nalaze taqno dva elementa 1, jer graf
nema petƩe. Poxto je qvor 3 izolovan, u tre�oj koloni matrice R nalaze se samo nule.

Matrica rastojaƬa grafa

DEFINICIJA 4.4.6. Neka je G = (V,E) graf sa skupom qvorova V = {v1, v2, . . . , vn}.
Ako su qvorovi vi i vj grafa Γ povezani, tada je rastojaƬe d(vi, vj) od qvora vi do qvora vj

jednako duжini najkra�eg puta od qvora vi do qvora vj.
Matrica rastojaƬa grafa G je kvadratna matrica D = ||dij ||n×n reda n kod koje je

dij =

{

d(vi, vj) ako su qvorovi vi i vj povezani;

∞ ako qvorovi vi i vj nisu povezani.
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Poxto smatramo da je svaki qvor vi povezan sa samim sobom putem duжine 0, onda je dii = 0.
Simbol ∞ predstavƩa samo oznaku da dva qvora nisu povezana.

Sa pojmom rastojaƬa su povezani i slede�e definicije.

DEFINICIJA 4.4.7. Dijametar grafa Γ = (V,E) je dat sa D(Γ) = max
u,v∈V

dΓ(u, v).

Ekscentricitet qvora u je ǫΓ(u) = max
v∈V

dΓ(u, v).

Radijus grafa Γ je r(Γ) = min
v∈V

ǫΓ(v).

Svi qvorovi grafa qiji je ekscentricitet jednak radijusu obrazuju centar grafa.

Matrica rastojaƬa neorijentisanog grafa je (kao i Ƭegova matrica susedstva) simetriqna
matrica, jer najkra�i put od vi do vj odre�uje najkra�i put od vj do vi (kada idemo istim granama
samo suprotnim smerom).

PRIMER 4.4.7. Na Slici 4.4 su predstavƩeni orijentisani graf G1 = (V1, E1) iz Primera 4.4.5
i neorijentisani graf G2 = (V2, E2) iz Primera 4.4.6.

1

4 5 6

32 1

4 5 6

32

Slika 4.4.

Odrediti matrice rastojaƬa D1 i D2 ovih grafova u odnosu na poredak qvorova 1,2,3,4,5,6.

RexeƬe. Skup qvorova grafa G1 je V1 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Matrica rastojaƬa D1 ovog grafa je:

D1 =

1 2 3 4 5 6

1 0 3 5 1 2 4
2 ∞ 0 2 ∞ ∞ 1
3 ∞ 1 0 ∞ ∞ 1
4 ∞ 2 4 0 1 3
5 ∞ 1 3 1 0 2
6 ∞ 2 1 ∞ ∞ 0

Element d13 matrice D1 jednak je 5, jer je najkra�i put od qvora 1 do qvora 3

1 − 4 − 5 − 2 − 6 − 3

duжine 5. Element d25 = ∞ zato xto ne postoji nijedan put u grafu G1 od qvora 2 do qvora 5.

Skup qvorova grafa G2 je V2 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Matrica rastojaƬa D2 ovog grafa je:

D2 =

1 2 3 4 5 6
1 0 1 ∞ 1 2 3
2 1 0 ∞ 1 1 2
3 ∞ ∞ 0 ∞ ∞ ∞
4 1 1 ∞ 0 1 2
5 2 1 ∞ 1 0 1
6 3 2 ∞ 2 1 0

U matrici D2 je d15 = 2, jer je duжina najkra�eg puta od qvora 1 do qvora 5 jednaka 2. Postoje
dva najkra�a puta izme�u ovih qvorova:

1 − 2 − 5 i 1 − 4 − 5.

Napomenimo da od qvora 1 do qvora 5 postoje i dva elementarna puta duжine 3:

1 − 2 − 4 − 5 i 1 − 4 − 2 − 5.
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Poxto je qvor 3 izolovan, tj. nije povezan ni sa jednim drugim qvorom grafa G2, u tre�oj vrsti
i tre�oj koloni matrice D2 (sem na glavnoj dijagonali) nalazi se oznaka ∞.

Vidimo da je matrica D2 simetriqna (jer je graf G2 neorijentisan), a D1 nije.

Matrica rastojaƬa nekog grafa poseduje slede�u osobinu.

TEOREMA 4.4.2. Elementi matrice rastojaƬa D grafa sa n qvorova su ili brojevi iz skupa
{0, 1, . . . , n − 1} ili su simbol ∞.

Dokaz. Najkra�i put koji povezuje dva qvora (ako postoji) je jedan elementaran put. Zbog toga
Ƭegova duжina u grafu sa n qvorova ne moжe biti ve�a od n− 1. Ako ne postoji takav put onda je
na odgovaraju�oj poziciji u matrici rastojaƬa simbol ∞.

Izme�u matrice rastojaƬa qvorova D i matrice susedstva A grafa G postoji obostrana veza.

Ako nam je poznata matrica rastojaƬa qvorova D, onda matricu susedstva A dobijamo tako xto
sve elemente matrice D koji nisu 1 zamenimo sa 0.

PRIMER 4.4.8. Na osnovu matrica rastojaƬa D1 i D2 iz Primera 4.4.7 odrediti odgovaraju�e
matrice susedstva A1 i A2.

RexeƬe.

D1 =

1 2 3 4 5 6
1 0 3 5 1 2 4
2 ∞ 0 2 ∞ ∞ 1
3 ∞ 1 0 ∞ ∞ 1
4 ∞ 2 4 0 1 3
5 ∞ 1 3 1 0 2
6 ∞ 2 1 ∞ ∞ 0

⇒ A1 =

1 2 3 4 5 6
1 0 0 0 1 0 0
2 0 0 0 0 0 1
3 0 1 0 0 0 1
4 0 0 0 0 1 0
5 0 1 0 1 0 0
6 0 0 1 0 0 0

D2 =

1 2 3 4 5 6
1 0 1 ∞ 1 2 3
2 1 0 ∞ 1 1 2
3 ∞ ∞ 0 ∞ ∞ ∞
4 1 1 ∞ 0 1 2
5 2 1 ∞ 1 0 1
6 3 2 ∞ 2 1 0

⇒ A2 =

1 2 3 4 5 6
1 0 1 0 1 0 0
2 1 0 0 1 1 0
3 0 0 0 0 0 0
4 1 1 0 0 1 0
5 0 1 0 1 0 1
6 0 0 0 0 1 0

Za obrnuti postupak postoji nekoliko algoritama.

Matricu rastojaƬa D moжemo dobiti od matrice susedstva A grafa Γ sa n qvorova korix�eƬem
tvr�eƬa 4.4.1 i 4.4.2 na slede�i naqin:

• Odrediti niz matrica A0 = I,A,A2, A3, . . . , An−1.

• Element dij matrice rastojaƬa D jednak je najmaƬem broju k
(k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}) za koji vaжi da se na poziciji (i, j) matrice Ak nalazi element razliqit
(ve�i) od 0. Ako takvo k ne postoji onda je dij = ∞.

PRIMER 4.4.9. Za graf sa Slike 4.5

1

2 3

4

Slika 4.5.

niz matrica Ak, k = 0, 1, 2, 3 (3 = n− 1) i odgovaraju�a matrica rastojaƬa D imaju slede�i oblik:
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A0 = I =
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Svaki uokvireni element oznaqava prvu pojavu nenultog elementa na odgovaraju�oj poziciji u nizu
stepena matrice A. Stepen matrice k u kojoj se taj uokvireni element nalazi jednak je elementu
matrice D na toj poziciji.

Naime, u matrici A0 uokvireni elementi su prvi koji su ve�i od 0, pa u matrici D na glavnoj
dijagonali imamo 0. U matrici A1 uokvireni elementi odgovaraju granama koje nisu petƩe i u
matrici D na Ƭihovim pozicijama imamo 1 (svaka grana je put duжine 1). U A2 uokviren element
se nalazi na poziciji (1, 4), a u A0 i A1 je tu 0, pa je u D na toj poziciji 2.

Na ostalim pozicijama nalazi se simbol ∞, jer je u svim matricama u nizu A0, A1, A2, A3 na
tim pozicijama element 0 (tj. za odgovaraju�e qvorove ne postoji put koji ih povezuje).

Matrica rastojaƬa D se moжe dobiti od matrice susedstva A i na efikasniji naqin – primenom
nekog od poznatih algoritama za nalaжeƬe najkra�eg puta izme�u dva qvora u grafu. Postoje dve
osnovne vrste takvih algoritama:

• algoritmi za odre�ivaƬe rastojaƬa izme�u dva fiksirana qvora u grafu, na primer
Dajkstrin algoritam (eng. Dijkstra’s algorithm) – jedan takav algoritam moжemo primeƬivati
redom na sve parove qvorova u grafu;

• algoritmi za simultano odre�ivaƬe rastojaƬa izme�u svaka dva qvora u grafu, na primer
Flojd-Vorxalov algoritam (eng. Floyd-Warshall algorithm).

4.5 Ojlerovi grafovi

Xvajcarskom matematiqaru Leonardu Ojleru su tokom boravka u Kenigsbergu (nem. Königsberg;
danaxƬi KaliƬingrad) mextani postavili problem da utvrdi da li se moжe pre�i preko svih 7
mostova ovoga grada (koji spajaju obale reke Pregel sa dva ostrva, kao i ostrva me�usobno) tako
da se preko svakog od Ƭih pre�e taqno jedanput i vrati na mesto odakle se poxlo. Ojler je dao
odreqan odgovor.

Na Slici 4.1 su prikazani delovi originalnog Ojlerovog rada koji je on prezentovao 1735.
godine Sankt Petersburgxkoj akademiji nauka dokazuju�i da je takav obilazak mostova nemogu�
uz napomenu da se Ƭegov metod moжe proxiriti na proizvoƩan raspored ostrva i mostova.

Slika 4.1.

Na Slici 4.2 je predstavƩena mapa Kenigsberga (iz vremena Ojlera) sa Ƭegovim mostovima.
Ojler je svakoj obali i ostrvu pridruжio po jedan qvor grafa, a svakom mostu po jednu granu –
videti Sliku 4.3. Tako je on dobio jedan multigraf (jer izme�u nekih parova qvorova postoje po
dve grane, videti stranu 95), koji je predstavƩen na Slici 4.4.
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Slika 4.2. Slika 4.3. Slika 4.4.

Da bi rexio Problem Kenigsberxkih mostova Ojler je koristio opxti pojam Ojlerovog puta i
konture u neorijentisanom multigrafu, koji se moжe primeniti i u sluqaju neorijentisanog grafa
zadatog Definicijom 4.2.2.

DEFINICIJA 4.5.1. Ojlerov put u (multi)grafu Γ je put koji sadrжi sve grane iz Γ taqno
jedanput. (Multi)graf koji ima Ojlerov put naziva se poluojlerov (multi)graf.

Ojlerov put koji je zatvoren naziva se Ojlerova kontura, a (multi)graf koji ima Ojlerovu
konturu naziva se Ojlerov (multi)graf.

Ojlerov put i Ojlerova kontura mogu se posmatrati i u orijentisanom i u neorijentisanom
grafu. Ovi putevi ne moraju biti elementarni, jer mogu kroz neke qvorove prolaziti vixe puta.

PRIMER 4.5.1. Ispitati da li postoji Ojlerov put (odnosno Ojlerova kontura) orijentisanog
grafa G1 iz Primera 4.2.1.

RexeƬe. Na Slici 4.5 ponovo je predstavƩen graf G1.

1

4

5

2 3

Slika 4.5.

U ovom grafu postoji Ojlerov put

2 − 1 − 1 − 2 − 3 − 4 − 4 − 5 − 3 − 5.

Stoga je G1 poluojlerov graf. Primetimo da ovaj Ojlerov put prolazi kroz svaki qvor grafa dva
puta (zato nije elementaran put).

U G1 ne postoji Ojlerova kontura, jer kad jednom pro�emo granom (2, 3) vixe se ne moжemo
vratiti do qvorova 1 i 2.

Sada �emo navesti bez dokaza tvr�eƬe koje u potpunosti karakterixe neorijentisane Ojlerove
grafove.

TEOREMA 4.5.1. Ojlerova teorema. Povezan neorijentisan (multi)graf bez petƩi je Ojlerov
ako i samo ako su svi Ƭegovi qvorovi parnog stepena.

Posledica prethodne teoreme je i slede�e tvr�eƬe.

POSLEDICA. 4.5.2. Povezan neorijentisan (multi)graf bez petƩi je poluojlerov ako i samo
ako sadrжi 0 ili 2 qvora neparnog stepena.
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PRIMER 4.5.2. Na osnovu Tvr�eƬa 4.5.2 vidimo da obilazak mostova u Kenigsbergu nije
mogu�, jer odgovaraju�i graf sa Slike 4.4 ima sva 4 qvora neparnog stepena (5,3,3,3), te on nije
ni poluojlerov, a samim tim nije ni Ojlerov.

PRIMER 4.5.3. Razmotrimo sada problem iz PoglavƩa 5.1. Moжe li se jednim potezom (bez
dizaƬa olovke sa papira i bez prelaska preko ve� nacrtanih linija) nacrtati figura sa Slike
4.6?

Slika 4.6.

RexeƬe. U odgovaraju�em grafu imamo 5 qvorova koji imaju stepene 3,3,3,3,4, od qega su 4
neparnog stepena, pa na osnovu Tvr�eƬa 4.5.2 u tom grafu ne postoji Ojlerov put. Zato je sliku
nemogu�e nacrtati jednim potezom bez prelaska preko ve� nacrtanih linija.

PRIMER 4.5.4. Ispitati da li postoji Ojlerov put (odnosno Ojlerova kontura) neorijenti-
sanog grafa prikazanog na Slici 4.7.

1
2 3

4
5 6

2

4 4

3 3

4

Slika 4.7.

RexeƬe. Na Slici 4.7 pored svakog qvora je uokviren Ƭegov stepen. Ovaj graf ima 2 qvora
neparnog stepena (d(5) = 3 i d(6) = 3), pa, prema Tvr�eƬu 4.5.2, u Ƭemu postoji Ojlerov put:

5 − 6 − 4 − 5 − 2 − 4 − 3 − 2 − 1 − 3 − 6.

Prema Ojlerovoj teoremi (Tvr�eƬe 4.5.1) u Ƭemu ne postoji Ojlerova kontura.

TraжeƬe Ojlerovog puta nalazi primenu u mnogim problemima Kombinatorne optimizacije.
Na primer, organizatori velikih izloжbi moraju (ako ho�e da posetioci vide sve eksponate i da
prelaze xto maƬi put) da odrede jedan Ojlerov put (ako postoji) u grafu odre�enom izloжbenim
prostorom i stazama kroz Ƭega.

Najpoznatiji problem ovakvog tipa je Problem kineskog poxtara (dobio je takvo ime, jer ga je
prvi razmatrao kineski matematiqar M. Kuan 1962. godine).

Poxtar treba da obi�e svoj reon i raznese sva pisma. On polazi iz poxte, kroz svaku
ulicu svog reona teba da pro�e bar jedanput i da se na kraju vrati u poxtu. CiƩ je
odrediti takav put poxtara koji je minimalne duжine.

Tom problemu se moжe pridruжiti graf u kome qvorovi odgovaraju raskrsnicama, a grane
delovima ulica koji povezuju susedne raskrsnice. Ako je taj graf Ojlerov, tada je rexeƬe
Problema kineskog poxtara jedna Ojlerova kontura, a u ostalim sluqajevima optimalno rexeƬe
ovog problema �e prolaziti vixe puta kroz neke grane.
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4.6 Hamiltonovi grafovi

Engleski matematiqar ser Vilijam Hamilton je 1859. godine sastavio zanimƩivu slagalicu,
koja je koristila ivice regularnog dodekaedra (taqnije graf u ravni koji reprezentuje dodekaedar)
– videti Sliku 4.1. Igra se svodila na nalaжeƬe puta koji prolazi kroz sva temena dodekaedra
taqno jedanput. Zato se kontura (put) koja prolazi kroz sve qvorove grafa taqno jednom naziva
Hamiltonova kontura (Hamiltonov put). Na Slici 4.2 je prikazan graf dodekaedra sa odgovara-
ju�om Hamiltonovom konturom 1 − 2 − 3 − . . . − 19 − 20 − 1.

Slika 4.1. Slika 4.2. Slika 4.3.

I pre Hamiltona su se sliqnim problemima, koji su doxli iz rekreativne matematike, bavili
mnogi matematiqari. Najpoznatiji takav problem je Problem koƬiqkog skoka:

Da li je mogu�e skakaqem obi�i sva poƩa xahovske table, tako da se svako poƩe obi�e
taqno jedanput?

Ovom problemu moжe se pridruжiti graf koji odgovara skakaqu kao xahovskoj figuri (videti
stranu 92). Sada grafovska formulacija Problema koƬiqkog skoka glasi:

Da li graf pridruжen skakaqu ima Hamiltonov put?

Na Slici 4.3 je prikazano jedno rexeƬe na klasiqnoj xahovskoj tabli 8 × 8.

DEFINICIJA 4.6.1. Hamiltonov put u grafu Γ je elementaran put koji sadrжi sve qvorove
iz Γ. Graf koji ima Hamiltonov put naziva se poluhamiltonov graf.

Hamiltonov put koji je zatvoren naziva se Hamiltonova kontura, a graf koji ima Hamiltonovu
konturu naziva se Hamiltonov graf.

Hamiltonov put i Hamiltonova kontura mogu se posmatrati i u orijentisanom i u
neorijentisanom grafu.

Me�u definicijama Ojlerovih i Hamiltonovih grafova postoji velika sliqnost, ali ima i
dosta razlika. Kod Hamiltonovih puteva i kontura kroz svaki qvor prolazimo taqno jednom, dok
kod Ojlerovih puteva i kontura kroz neke qvorove moжemo pro�i i vixe puta. Tako�e, imamo i
potpuno drugaqiju situaciju kada je u pitaƬu karakterizacija Ojlerovih i Hamiltonovih grafova.
Ojlerovi grafovi su u potpunosti odre�eni Ojlerovom teoremom, dok za Hamiltonove grafove
takva karakterizacija nije poznata. Jedan od najve�ih nerexenih problema Teorije grafova je
odrediti potreban i dovoƩan uslov da je graf Hamiltonov. Ojlerovi i Hamiltonovi grafovi
nemaju direktnu me�usobnu vezu. To sledi iz slede�eg primera.

PRIMER 4.6.1. Dati primere grafova koji su istovremeno Ojlerovi i Hamiltonovi; nisu
Ojlerovi, a jesu Hamiltonovi; jesu Ojlerovi, a nisu Hamiltonovi; nisu ni Ojlerovi ni
Hamiltonovi.

RexeƬe. Svaka kontura Cn je i Ojlerov i Hamiltonov graf – ovde C3. Potpun graf K4 nije
Ojlerov, a jeste Hamiltonov. Potpun bipartitan graf K2,4 jeste Ojlerov, a nije Hamiltonov.
Zvezda S4 = K1,3 nije ni Ojlerov ni Hamiltonov graf. Ovi grafovi su prikazani na Slici 4.4.
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C3 K4 K2,4 S4

Slika 4.4.

Jox opxtije, imamo da, za razliku od Ojlerovih grafova, egzistencija Hamiltonovog puta ne
zavisi iskƩuqivo od stepena qvorova, xto pokazuje slede�i primer.

PRIMER 4.6.2. Dati primer grafova sa istim nizom stepena qvorova, od kojih jedan ima
Hamiltonov put, a drugi nema.

RexeƬe. Graf sa Slike 4.5 (koji se sastoji od konture C16 kod koje su spojeni naspramni qvorovi)
ima ne samo Hamiltonov put, nego i Hamiltonovu konturu. Graf sa Slike 4.6 ne poseduje
Hamiltonov put, jer kod Ƭega postoji centralni artikulacioni qvor kroz koga bi morali bar dva
puta da pro�emo da bi obixli sve qvorove grafa.

Slika 4.5. Slika 4.6.

Kod oba grafa svi qvorovi imaju stepen 3 (oni su 3-regularni). Stoga ne postoje kriterijumi
koji se baziraju iskƩuqivo na nizu stepena qvorova grafa, a odre�uju da li je graf Hamiltonov
ili nije.

Jox jedan bitan problem Kombinatorne optimizacije, vezan za nalaжeƬe Hamiltonove konture
u grafu, je quveni Problem trgovaqkog putnika.

Trgovaqki putnik treba da obi�e n gradova i vrati se u grad iz koga je poxao, tako da
svaki grad obi�e taqno jedanput i da ukupni troxkovi Ƭegovog puta budu minimalni.

Ovom problemu se pridruжuje graf u kome je svakom gradu dodeƩen jedan qvor, a dva qvora su
povezana granom ako se iz jednog odgovaraju�eg grada moжe direktno do�i u drugi. Svakoj grani
ovog grafa je dodeƩena teжina jednaka ceni transporta trgovaqkog putnika izme�u odgovaraju�ih
gradova. Sada grafovska formulacija Problema trgovaqkog putnika glasi:

U pridruжenom teжinskom grafu odrediti Hamiltonovu konturu najmaƬe teжine.

Za ovaj klasiqan problem Kombinatorne optimizacije ne postoje efikasni egzaktni algoritmi
koji ga rexavaju, ve� se koristi qitav niz heuristika koje nalaze zadovoƩavaju�a rexeƬa (ta
rexeƬa ne moraju biti optimalna).

Generalizacije problema trgovaqkog putnika naxle su primene u radu robotskih maxina ko-
je obra�uju matiqne ploqe raqunara, ali i u svemirskim istraжivaƬima. Satelit Rosat je u
periodu od 1990. do 1998. godine obilazio oko planete ZemƩe i nosio teleskop koji je merio
koliqinu X-zraqeƬa koje dolazi sa zvezda. Da bi se uxtedelo vreme rada teleskopa i energija
koju on troxi, primeƬene su neke od metoda Kombinatorne optimizacije za traжeƬe optimalne
Hamiltonove konture kroz nekoliko miliona zvezda. Tim postupkom je postignuta velika uxteda
u vremenu rada teleskopa (tj. boravka satelita u svemiru).
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4.7 Rezime

U prvom poglavƩu ove glave dajemo neke primere iz svakodnevnog жivota i rekreativne matematike
koji su povezani sa Teorijom grafova.

U drugom poglavƩu ove glave se smo se upoznali sa osnovnim pojmovima teorije grafova. Prvo
smo uveli pojmove orijentisanog i neorijentisanog grafa, a zatim smo za neorijentisane grafove
uveli pojmove stepena qvora i regularnog grafa, dok smo za orijentisane grafove uveli ulazni
stepen, izlazni stepen, ulazni skup i izlazni skup. Nakon toga smo uveli pojmove izomorfizma
grafova, kao i podgrafa i nadgrafa. Slede�i bitan pojam je put u grafu (i elementarni put,
kruжni put i kontura), koji je povezan sa pojmovima povezanog grafa i komponentama povezanosti
(i kasnije rastojaƬem izme�u 2 qvora). Zatim smo uveli nekoliko osnovnih tipova neorijentisanih
grafova, a poglavƩe zavrxavamo sa pojmovima komplementa grafa i samokomplementarnog grafa.

U tre�em poglavƩu smo dali nekoliko osnovnih tvr�eƬa vezanih za stepene qvorove i opisali
efektivan algoritam za ispitivaƬe da li postoji graf (bez petƩi) sa zadatim nizom stepena
qvorova.

U qetvrtom poglavƩu smo naveli razne naqine pomo�u kojih moжe biti zadat graf u
raqunarstvu. To su matrica susedstva grafa, lista susedstva (za svaki qvor), matrica inci-
dencije qvorova i grana i matrica rastojaƬa.

U petom poglavƩu bavimo se Ojlerovim konturama i putevima u grafu. Naveli smo Ojlerovu
teoremu koja u potpunosti karakterixe povezane grafove bez petƩi koji imaju Ojlerovu konturu.

U xestom poglavƩu bavimo se Hamiltonovim konturama i putevima u grafu. Ove pojmove
smo ilustrovali na nekoliko primera, a i pokazali smo da (ne)posedovaƬe Ojlerove koture nije
povezano sa (ne)posedovaƬem Hamiltonove konture.

Na kraju ovog poglavƩa da�emo me�usobne veze svih pojmova koji su uvedeni u ovoj glavi. To
razmatraƬe nalazi posebno primenu pri rexavaƬu zadataka na kolokvijumu, odnosno pismenom
delu ispita.

Graf G = (V,E) moжe biti zadat na jedan od 6 naqina (ostalih 5 onda treba odrediti!). Moжe
biti dato:

• slika grafa : 1

4

5

2 3

• skupovi qvorova i grana : V i E

• lista susedstva (za svaki qvor v ∈ V ): ℓv

• matrica susedstva : A

• matrica rastojaƬa : D
• matrica incidencije qvorova i grana : R (kod neorijentisanih grafova),

S (kod orijentisanih grafova).

U kolokvijumskom (i najqex�e ispitnom) zadatku, potrebno je odrediti, pored svih gorƬih stavki
(kako moжe biti zadat graf), jox i:

• stepene qvorova (za svaki qvor v ∈ V ): d(v) (kod neorijentisanih grafova), d+(v) i d−(v)
(kod orijentisanih grafova; d+(v) oznaqava izlazni stepen, a d−(v) ulazni stepen qvora v)

stepene moжemo odrediti sa slike, iz listi susedstva ℓv i iz matrica A i R (ili S)

• da li je graf bipartitan :
ako JESTE obojiti qvorove crveno–belo, tako da svaka grana ima i crveni i beli kraj;
ako NIJE na�i (i navesti) konturu neparne duжine (npr. trougao ili petƩa, jer je ona
kontura duжine 1).

• da li je graf povezan (ovo se ispituje samo kod neorijentisanih grafova):

povezan je ako se iz svakog qvora moжe do�i nekim putem u bilo koji drugi qvor

povezan je ako se ne javƩa ∞ u matrici rastojaƬa D

• broj komponenti povezanosti c(G),

• koje su komponente povezanosti.
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Ako je graf G povezan, onda je c(G) = 1 i tu jedinu komponentu qine svi qvorovi iz V .

• da li graf ima Ojlerov put/konturu;

Ojlerov put je put koji prolazi kroz sve grane taqno jedanput (kroz neke qvorove moжe i
vixe puta). Kontura je put kod koje su polazni i zavrxni qvor jednaki. Ako ima Ojlerovu
konturu onda ima i Ojlerov put (to je Ojlerova kontura). Ako nema Ojlerov put onda nema
ni Ojlerovu konturu.

Ojlerova teorema. Neorijentisan povezan graf bez petƩi ima Ojlerovu konturu akko su mu
svi stepeni qvorova parni (ima Ojlerov put akko su mu 0 ili 2 stepena qvora neparni).

Ako ima petƩe Ƭih uklonimo i za novodobijene stepene (oni su za 1 maƬi gde su bile petƩe,
a kod ostalih qvorova su isti) primenimo Ojlerovu T. Nepovezan graf moжe imati Ojlerovu
konturu (put) ako su sve grane u istoj komponenti povezanosti i onda za tu komponentu
primenimo prethodna razmatraƬa.

Ako orijentisan graf ima Ojlerovu konturu, onda za svaki qvor v vaжi d+(v) = d−(v). Ako
se samo u 2 qvora ulazni i izlazni stepeni razlikuju za 1 onda moжe imati Ojlerov put (sa
krajevima u tim qvorovima). Ako je |d+(v) − d−(v)|> 2, onda orijentisan graf nema ni Ojlerov
put ni Ojlerovu konturu.

• da li graf ima Hamiltonov put/konturu;

Hamiltonov put je put koji prolazi kroz sve qvorove taqno jedanput (kroz neke grane moжe
i da ne prolazi). Kontura je put kod koje su polazni i zavrxni qvor jednaki. Ako ima
Hamiltonovu konturu onda ima i Hamiltonov put (kad iz Hamiltonove konture izbacimo
jednu proizvoƩnu granu). Ako nema Hamiltonov put onda nema ni Hamiltonovu konturu.
Dokaz da ima je samo da se navede put (kontura), a da nema se svodi na snalaжeƬe... Ako je
neorijentisan graf nepovezan, onda nema ni Hamiltonov put ni Hamiltonovu konturu. Ako u
orijentisanom grafu ima qvor ulaznog ili izlaznog stepena 0 ili ako se javƩa ∞ u matrici
D, onda nema Hamiltonovu konturu (moжe imati Hamiltonov put).

Ako neorijentisani graf ima qvor stepena 1 ili se u matrici D javi broj ve�i od n
2 , onda u

Ƭemu ne postoji Hamiltonova kontura. Ako se u matrici D javi broj n − 1 (n je broj qvorova
u G) na poziciji (i, j), onda postoji Hamiltonov put sa poqetkom u qvoru i i krajem u qvoru
j.

• stepene matrice susedstva :

A2 i A3, i na osnovu toga broj puteva duжina 2 ili 3 izme�u qvorova v1 i v2, kao i izme�u
qvorova v3 i v4. Potrebno je i navesti sve te puteve.

Na poziciji (i, j) u matrici Ak nalazi se broj puteva duжine k od qvora i do qvora j.

Kod neorijentisanih grafova su matrice A, D, A2 i A3 simetriqne.

4.8 PitaƬa za proveru znaƬa

68. Ako jedan graf poseduje neku osobinu, a drugi ne, da li oni mogu biti izomorfni?

69. Koja je razlika izme�u matrice incidencije qvorova i grana kod orijentisanog i kod
neorijentisanog grafa?

70. Da li na osnovu samo matrice rastojaƬa D moжemo u potpunosti rekonstruisati maticu
susedstva A?

71. Kako odre�ujemo stepene qvorova iz matrice susedstva, liste susedstva, matrice incidencije
qvorova i grana?

72. Kako odre�ujemo ulazne (izlazne) stepene qvorova iz matrice susedstva, liste susedstva,
matrice incidencije qvorova i grana?
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73. U grafu G = (V,E) sa m grana qemu je jednako 2m − X

v∈V

d(v)?

74. Da li nepovezan graf moжe imati: a) Ojlerovu konturu; b) Hamilktonovu konturu?

75. Ako su stepeni qvorova u neorijentisanom grafu G, redom, 5,2,3,3,3,1 da li G moжe biti
Ojlerov i/ili poluojlerov?

76. Ako su stepeni qvorova u neorijentisanom grafu G, redom, 3,2,5,2,4,1 da li G moжe biti
Hamiltonov i/ili poluhamiltonov?

77. Ako povezan graf G ima n qvorova koliko moжe najvixe, a koliko najmaƬe imati grana m?

78. Nacrtati graf W5 (toqak sa 5 qvorova). Napisati Ƭegovu matricu rastojaƬa D. Da li
je bipartitan? Regularan? Da li ima Ojlerovu konturu? A Hamiltonov put? (Dati kratka
obrazloжeƬa!)

79. Nacrtati kompletan graf K6. Xta je presek svih Ƭegovih lista susedstva ∩
v∈V

ℓv? Da li je

regularan? Da li ima Ojlerovu konturu? A Hamiltonov put? (Dati kratka obrazloжeƬa!)

80. Kolokvijum 2013.

Neorijentisan graf bez petƩi G = (V,E) je zadat svojim skupom qvorova i skupom grana:

V = {1, 8, 10, 29, 36, 50}, E =
{

{u, v} | u, v ∈ V, u 6= v, (u − v) ... 7
}

.

(x ... y se qita ,,x je deƩivo sa y“, a matematiqka definicija deƩivosti je (∃k ∈ Z) x = k · y).
a) Nacrtati dati graf i odrediti stepene d(v) svih qvorova.

b) Napisati liste susedstva ℓv, matrice susedstva A, rastojaƬa D i incidencije qvorova i grana
R. Da li je G bipartitan, regularan, povezan? Koliko ima komponenti povezanosti i koje su?

v) Da li dati graf ima Ojlerovu konturu, Ojlerov put, Hamiltonovu konturu, Hamiltonov put?
Ukoliko je odgovor potvrdan navesti taj put, odnosno konturu.

g) Odrediti matrice A2 i A3. Koliko ima puteva duжine 2, odnosno 3 od qvora 8 do qvora 36, tj.
od qvora 29 do qvora 10? Navesti sve te puteve.

81. Skakaqu na xahovskoj tabli 8×8 pridruжujemo neorijentisani graf G na slede�i naqin. PoƩa
xahovske table predstavƩaju qvorove grafa. Iz qvora x ide grana ka qvoru y ako i samo ako sa
poƩa x skakaq moжe da odigra na poƩe y.

m

m

m

m

m

m

m

m

m

a) Odrediti broj qvorova u ovom grafu n, broj grana m,
kao i stepene d(v) svih qvorova.

b) Da li je graf G povezan? Ukoliko nije koliko ima
komponenti povezanosti? Da li je graf bipartitan?

v) Da li graf G sadrжi Ojlerovu konturu, Ojlerov put,
Hamiltonovu konturu, Hamiltonov put?

g) Koliko se najvixe skakaqa moжe postaviti na xahovsku
ploqu 8 × 8, tako da ne postoje dva koja se me�usobno napadaju?

82. n-dimenzionalna kocka, Qn, je graf qiji je skup qvorova skup svih ure�enih n-torki
(a1, a2, . . . , an), gde su ai ∈ {0, 1}, a dva qvora su susedna ako i samo ako se odgovaraju�e n-torke
razlikuju u taqno jednoj koordinati. Nacrtati grafove Q1, Q2, Q3 i Q4.

Dokazati da za svaku n-dimenzionalnu kocku Qn vaжe slede�a tvr�eƬa:

a) Qn ima 2n qvorova i n · 2n−1 grana.

b) Qn je n-regularan graf.

v) Qn je povezan graf.

g) Qn je bipartitan graf.

d) U zavisnosti od broja n, n>2, ispitati da li graf n-dimenzionalne kocke Qn sadrжi Ojlerovu
konturu, Ojlerov put, Hamiltonovu konturu, Hamiltonov put.
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5. Stabla
Pojam stabla (neki na srpskom koriste i izraz drvo, mada je ovaj uobiqajeniji; eng. tree)

predstavƩa jedan od najvaжnijih pojmova u teoriji grafova. Stablo se moжe posmatrati u dva
konteksta: kao poseban graf (koji poseduje neka svojstva), ili kao podgraf nekog (povezanog) grafa.
Sliqna situacija se javƩa i sa konturama.

U prvom delu ove glave uvex�emo pojam stabla i dati neke od osnovnih osobina stabala. Zatim
�emo uvesti pojam korenskog stabla. Ona nalaze izuzetno veliku primenu u raqunarskim naukama
i neke od tih primena �emo ilustrovati u posledƬem poglavƩu ove glave.

5.1 Stabla

Pojam stabla (nekad se naziva i drvo) predstavƩa jedan od najvaжnijih pojmova Teorije grafova
zbog svog izuzetnog teorijskog znaqaja, kao i velikih primena u elektrotehnici, raqunarstvu,
hemiji... Prvi znaqajniji rezultati u Teoriji grafova su vezani za izuqavaƬe stabala.

DEFINICIJA 5.1.1. Stablo je povezan neorijentisan graf koji ne sadrжi nijednu konturu.

PRIMER 5.1.1. Prikaжimo sva (neizomorfna) stabla sa najvixe 5 qvorova.

Slika 5.1.

Sva ova stabla su data na Slici 5.1.

Naredno tvr�eƬe omogu�ava da se pojam stabla definixe i na neke druge ekvivalentne naqine.

TEOREMA 5.1.1. Neka je graf Γ neorijentisan graf sa n qvorova. Tada su slede�i iskazi
ekvivalentni.

1◦ Graf Γ je povezan graf koji ne sadrжi nijednu konturu.

2◦ Graf Γ je povezan graf sa m = n − 1 grana.

3◦ Graf Γ je graf bez kontura koji ima m = n − 1 grana.

4◦ Graf Γ je minimalan povezan graf11.

5◦ Graf Γ je maksimalan graf koji ne sadrжi konture12.

6◦ Svaka dva qvora grafa Γ su povezana taqno jednim elementarnim putem i G ne sadrжi petƩe.

Napomena. Na osnovu Tvr�eƬa 5.1.1 vidimo da za definiciju stabla moжemo uzeti svaki od
ekvivalentnih iskaza 1◦–6◦. U tom sluqaju preostali iskazi predstavƩaju tvr�eƬa koja treba
dokazati.

11 Graf Γ je povezan, ali udaƩavaƬem bilo koje grane postaje nepovezan.
12 Graf Γ ne sadrжi konture, ali se dodavaƬem nove grane izme�u bilo koja dva qvora formira taqno jedna

kontura u Γ.
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PRIMER 5.1.2. Sve osobine, izloжene u Tvr�eƬu 5.1.1, ilustrova�emo na primeru stabla T
i grafa G koji nije stablo (videti Sliku 5.2).

a

b

c d

e

f

T

1

2

3

4

5

6

G

Slika 5.2.

1◦,2◦,3◦ Graf T je povezan graf koji ne sadrжi nijednu konturu. On ima n = 6 qvorova i m = n−1 = 5
grana. Stoga T zadovoƩava sve osobine iz iskaza 1◦,2◦,3◦ Tvr�eƬa 5.1.1.
Graf Γ je povezan graf sa n = 6 qvorova, ali ima m = 6 6= 5 = n − 1 grana i sadrжi konturu
2 − 3 − 5 − 4 − 2. Stoga za Γ nijedan iskaz 1◦,2◦,3◦ Tvr�eƬa 5.1.1 nije taqan.

4◦ Graf T je minimalan povezan graf jer, ako izbacimo bilo koju Ƭegovu granu, on postaje
nepovezan (taqnije svaka Ƭegova grana je most).
Graf Γ nije minimalan povezan graf jer, ako na primer izbacimo Ƭegovu granu {4, 5}, on
ostaje povezan (izbacivaƬem te grane smo dobili jedno stablo).

5◦ Graf T je maksimalan graf koji ne sadrжi konture, jer ubacivaƬem nove grane dobijamo
taqno jednu konturu u T . Na primer, ako bismo grafu T dodali granu {a, e}, dobili bismo
konturu a − c − d − e − a.
Graf Γ nije maksimalan graf koji ne sadrжi konture jer ima konturu 2 − 3 − 4 − 5 − 2.

6◦ Graf T nema petƩe i svaka dva Ƭegova qvora su povezana taqno jednim elementarnim putem
(da ovo nije taqno u stablu T bi imali konturu!). Na primer, qvorove a i d povezuje samo
jedan elementaran put a − c − d.
Me�utim, kod grafa Γ postoje dva qvora 1 i 6 koji su povezani sa dva razliqita elementarna
puta 1 − 2 − 3 − 5 − 6 i 1 − 2 − 4 − 5 − 6.

PRIMER 5.1.3. Ispitati da li je graf G sa Slike 5.3 stablo.

u v w

G

Slika 5.3.
RexeƬe. Graf Γ je povezan graf sa n = 3 qvora, ali ovaj graf ima m = 3 6= 2 = n − 1 grana i
petƩa {v} je kontura v− v u G. Stoga za Γ nijedan iskaz 1◦,2◦,3◦,5◦,6◦ Tvr�eƬa 5.1.1 nije taqan, te
G nije stablo. Graf Γ nije ni minimalan povezan graf, tj. nije taqan iskaz 4◦, jer, ako izbacimo
petƩu {v}, graf ostaje povezan (izbacivaƬem te grane smo dobili put P3).

Sada �emo navesti jednu od osnovih osobina stabla.

TEOREMA 5.1.2. Svako stablo T sa n> 2 qvorova ima bar dva qvora stepena 1.

Dokaz. Prema tvr�eƬima 4.3.2 i 5.1.1, zbir stepena svih qvorova stabla T je jednak dvostrukom
broju Ƭegovih grana m = n − 1, tj.

X

v∈V

d(v) = 2m = 2 · (n − 1) = 2n − 2.

Kako je stablo T povezan graf i kako je n> 2, za svaki Ƭegov qvor v vaжi da je d(v)> 1. Poxto u
gorƬoj sumi sabiramo n stepena qvorova koji su svi ve�i ili jednaki 1, a Ƭihov zbir je 2n − 2,
sledi da postoje bar dva qvora stepena jednakog 1.
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Napomena. Stablo sa n qvorova koje ima taqno dva qvora stepena 1 predstavƩa put Pn. Stablo
sa n qvorova koje ima n − 1 qvorova stepena 1 predstavƩa zvezdu Sn (videti neke od grafova sa
Slike 5.7.1).

Pojam stabla se moжe uopxtiti uvo�eƬem pojma xume.

DEFINICIJA 5.1.2. Xuma je neorijentisani graf qija je svaka komponenta povezanosti
stablo.

Direktna posledica definicija 5.1.1 i 5.1.2 i Tvr�eƬa 5.1.1 su slede�e teoreme.

TEOREMA 5.1.3. Svaki neorijentisani graf koji ne sadrжi konturu je xuma.

PRIMER 5.1.4. Ako sve grafove sa Slike 5.1 smatramo jednim grafom sa 29 qvorova, tada
ovaj graf predstavƩa xumu sa 8 komponenata povezanosti od kojih je svaka stablo.

TEOREMA 5.1.4. Svaki podgraf nekog stabla je xuma. Ako je ovaj podgraf povezan on
predstavƩa stablo.

Ovo tvr�eƬe je znaqajno jer omogu�ava definisaƬe pojma podstabla u narednom poglavƩu.

Slede�e tvr�eƬe opisuje centar stabla (da podsetimo centar grafa qine qvorovi sa najmaƬim
ekscentricitetom — videti Definiciju 4.4.7 sa strane 109).

TEOREMA 5.1.5. Centar stabla se sastoji ili od jednog qvora, ili od dva susedna qvora.

Centar stabla T moжemo dobiti veoma jednostavnim algoritmom. Ako u svakom koraku izbacimo
sve listove, sve dok ne ostanemo sa jednim ili dva qvora (jer prema prethodnoj teoremi centar
ima ili 1 ili 2 qvora), na kraju �e nam ostati qvorovi koji qine centar stabla T .

Bez dokaza navodimo slede�u teoremu (jer je posledica prethodne i odgovaraju�ih definicija)
koja daje vezu dijametra i radijusa stabla.

TEOREMA 5.1.6. Centar stabla T se sastoji od jednog qvora ako i samo ako je D(T ) = 2r(T ).
U protivnom je D(T ) = 2r(T ) − 1 i tada se centar sastoji od 2 qvora.

5.2 Korenska stabla

Korenska stabla nalaze vrlo vaжne primene u raqunarskim naukama, na primer, u organizaciji
baza podataka, u kodiraƬu i dekodiraƬu nizova karaktera, u teorijskom raqunarstvu za prikazi-
vaƬe matematiqkih formula... Korenska stabla nalaze primenu i u botanici, kao i u genealogiji
(na primer za prikaz rodbinskih odnosa u vidu porodiqnih stabala).

DEFINICIJA 5.2.1. Korensko stablo je ure�en par RT = (T, r), gde je T stablo, a r jedan
Ƭegov qvor, koji se naziva koren stabla.



122 5. STABLA

U Primeru 5.2.1 �emo prikazati kako od jednog istog stabla moжemo dobiti vixe razliqitih
korenskih stabala.

PRIMER 5.2.1. Na Slici 5.1 pokazano je jedno stablo T i dva korenska stabla RT1 i RT2 koja
se dobijaju kada se u T dva razliqita qvora proglase za koren (koren je oznaqen crnim qvorom).

1

2

3

4 5

6

7

8 9

1

2 3 4 5

6 7

8 9

1

2

3

4 5

6 7

8 9

T RT1 RT2

Slika 5.1.

U korenskom stablu RT1 za koren je izabran qvor 1, a u korenskom stablu RT2 qvor 3. Zato moжemo
pisati RT1 = (T, 1) i RT2 = (T, 3).

Qvorovi nekog korenskog stabla mogu se klasifikovati u odnosu na Ƭihovo rastojaƬe od korena
uvo�eƬem pojma nivoa qvora.

DEFINICIJA 5.2.2. Nivo qvora v korenskog stabla RT = (T, r) je jednak duжini elementarnog
puta u stablu T od korena r do qvora v.
Najve�i nivo qvora u RT se naziva visina korenskog stabla RT .

Nivo qvora v se uobiqajeno oznaqava sa n(v), a visina korenskog stabla sa h. Ako posebno
ho�emo da naglasimo da je u pitaƬu korensko stablo RT koristi�emo oznake nRT (v), odnosno hRT .

Napomena. Kako je, prema Tvr�eƬu 5.1.1, elementaran put od korena do svakog qvora korenskog
stabla jedinstven, to je nivo svakog qvora jednoznaqno odre�en. Nivo korena je jednak 0 jer je,
prema Definiciji 4.2.10, svaki qvor povezan sa samim sobom putem duжine 0. Nivoi susednih
qvorova se razlikuju za 1. Primetimo, da smo nivo qvora v mogli da definixemo i kao rastojaƬe
od korena r do qvora v.

PRIMER 5.2.2. Odrediti za stabla RT1 i RT2 iz Primera 5.2.1 nivoe svih Ƭihovih qvorova,
kao i visine tih stabala.

RexeƬe. Nivoi qvorova korenskog stabla RT1 su

v 1 2 3 4 5 6 7 8 9

nRT1
(v) 0 1 1 1 1 2 2 3 3

,

pa je visina ovog stabla jednaka najve�em nivou 3, tj. hRT1
= 3.

Nivoi qvorova korenskog stabla RT2 su

v 3 1 6 7 2 4 5 8 9

nRT2
(v) 0 1 1 1 2 2 2 2 2

.

Stoga je visina ovog stabla jednaka hRT2
= 2.

U uobiqajenoj geometrijskoj interpretaciji nekog korenskog stabla svi Ƭegovi qorovi koji
imaju isti nivo nalaze se na istoj visini, pri qemu se qvorovi razliqitih nivoa predstavƩaju
odozgo nadole, prema svom rastu�em nivou.
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Na primer, stablo RT1 sa Slike 5.1 ve� je geometrijski predstavƩeno na prethodni naqin. Ono
se moжe, u skladu sa nivoima svojih qvorova odre�enim u Primeru 5.2.2, preciznije protumaqiti
kao na Slici 5.2.

nivo 0

nivo 1

nivo 2

nivo 3

1

2 3 4 5

6 7

8 9

RT1

1

2 3 4 5

6 7

8 9

RT
′

1

Slika 5.2. Slika 5.3.

Napomena. Ponekad se u korenskim stablima Ƭihove grane orijentixu od qvorova niжeg nivoa ka
qvorovima vixeg nivoa (na primer, pri predstavƩaƬu stabala u raqunaru – videti Primer 5.2.8).
Tako bi stablu RT1 sa Slike 5.2 odgovaralo stablo RT ′

1 sa orijentisanim granama na Slici 5.3.
Me�utim, u opxtem sluqaju ova orijentacija nije neophodna, jer je ona zadata vrednostima nivoa
qvorova. Zbog toga u ovom i slede�em poglavƩu razmatramo samo neorijentisana korenska stabla.

Kako korenska stabla nalaze primenu i u genealogiji (bavi se porodiqnim stablima), to se
terminologija korenskih stabala oslaƬa na nazive odgovaraju�ih rodbinskih odnosa.

DEFINICIJA 5.2.3.
Neka je RT = (T, r) korensko stablo sa skupom qvorova V .
Ako su qvorovi u, v ∈ V susedni i qvor u ima maƬi nivo od qvora v, tj. n(u) = n(v) − 1, tada je

qvor u roditeƩ qvora v, a za qvor v kaжemo da je dete qvora u.
Svaki qvor iz V koji nema decu naziva se list (ili terminalni, odnosno zavrxni qvor) stabla

RT . Svaki qvor iz V , koji nije list, zove se unutraxƬi (ili interni) qvor stabla RT .
Preci qvora u ∈ V , koji nije koren, su svi qvorovi razliqiti od u koji pripadaju putu u T od

korena r do qvora u. Potomci qvora u ∈ V , koji nije list, su svi qvorovi iz V koji imaju qvor u
kao pretka.

Podstablo sa korenom v korenskog stabla RT je podgraf stabla T indukovan qvorom v ∈ V kao
korenom i svim Ƭegovim potomcima.

Iz osobine stabla (Tvr�eƬe 5.1.1) sledi da u korenskom stablu svaki qvor, osim korena r, ima
taqno jednog roditeƩa (ako to ne bi vaжilo, stablo bi sadrжalo konturu!).

Pojam podstabla u jednom korenskom stablu je veoma bitan, ne samo za uvo�eƬe jox nekih
vaжnih pojmova, ve� i zbog znaqajne uloge u primenama korenskih stabala koje �emo ilustrovati
u narednom poglavƩu.

PRIMER 5.2.3. Ilustrujmo pojmove iz Definicije 5.2.3 na primeru stabla RT1 sa Slike 5.2.
Qvor 3 je roditeƩ qvorova 6 i 7, a qvorovi 6 i 7 su deca qvora 3.
Listovi stabla RT1 su qvorovi 2, 4, 5, 6, 8 i 9.
UnutraxƬi qvorovi stabla RT1 su qvorovi 1, 3 i 7.
Preci qvora 8 su qvorovi 1, 3 i 7.
Potomci qvora 3 su qvorovi 6, 7, 8 i 9.
Podstablo sa korenom 3 indukovano je qvorovima 3, 6, 7, 8 i 9.

U zavisnosti od toga koliko dece moжe da ima svaki qvor korenska stabla se mogu
klasifikovati na slede�i naqin.
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DEFINICIJA 5.2.4. Korensko stablo se naziva t–arno stablo ako svaki Ƭegov unutraxƬi
qvor ima najvixe t dece. Za t = 2 se t–arno stablo naziva binarno stablo.

Striktno t-arno stablo je t-arno stablo qiji svaki unutraxƬi qvor ima taqno t dece.
Potpuno t–arno stablo je striktno t-arno stablo kod koga svi listovi imaju isti nivo.

Na Slici 5.4 data su tri t–arna stabla. Prvo od Ƭih je 3-arno stablo (ponekad se naziva
trinarno ili ternarno) koje nije striktno. Drugo stablo je potpuno 3-arno, a tre�e stablo je
potpuno binarno.

Slika 5.4.

DEFINICIJA 5.2.5. Balansirano korensko stablo je korensko stablo u kome se nivoi bilo
koja dva Ƭegova lista razlikuju najvixe za 1.

Poxto je visina h nekog korenskog stabla jednaka najve�em nivou Ƭegovog lista, tada je, prema
Definiciji 5.2.5, kod balansiranog korenskog stabla nivo svakog lista jednak h ili h − 1.

Svako potpuno t-stablo je balansirano korensko stablo jer svi Ƭegovi listovi imaju nivo h.

PRIMER 5.2.4. Prvo stablo sa Slike 5.4 nije balansirano, jer ima visinu 3, a u Ƭemu postoji
list nivoa 1. Ostala stabla sa Slike 5.4 su balansirana, jer su potpuna.

NadaƩe �emo u ovom i narednom poglavƩu, razmatrati samo binarna stabla i Ƭihove primene.

Ilustrujmo na primeru binarnog stabla da striktno t-arno stablo ne mora biti balasirano,
kao ni da balansirano ne mora biti striktno.

PRIMER 5.2.5. Dati primer binarnog stabla koje nije striktno, a jeste balansirano i bina-
rnog stabla koje jeste striktno, ali nije balansirano.

RexeƬe. Binarno stablo B1 sa Slike 5.5 nije striktno, jer ima unutraxƬe qvorove 3 i 4 koji
imaju samo po jedno dete. Ono je balansirano, jer za nivoe listova 5, 6 i 7 vaжi:

n(5) = n(6) = 2 = h − 1 i n(7) = 3 = h.
Binarno stablo B2 sa Slike 5.5 je striktno, jer svi unutraxƬi qvorovi a, b i e imaju dva

deteta. Me�utim, ono nije balansirano jer se nivoi listova c i f
(
n(c) = 1, n(f) = 3

)
razlikuju

za vixe od 1.

1
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B1 B2

Slika 5.5.
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Primetimo da binarno stablo B2 nije potpuno, jer ima listove razliqitih nivoa: n(c) = 1, n(d) = 2
i n(f) = n(g) = 3.

Kod binarnih stabala ponekad imamo potrebu da razlikujemo decu svakog Ƭegovog unutraxƬeg
qvora, i u skladu sa tim uvodimo narednu definiciju.

DEFINICIJA 5.2.6. Ure�eno binarno stablo B je binarno stablo u kome se kod svakog
unutraxƬeg qvora jedno Ƭegovo dete smatra za levo, a drugo za desno. U sluqaju da qvor ima
samo jedno dete i ono je ili levo ili desno dete.

Levo podstablo unutraxƬeg qvora v ure�enog binarnog stabla B je podstablo stabla B sa
korenom u levom detetu qvora v.

Desno podstablo unutraxƬeg qvora v ure�enog binarnog stabla B je podstablo stabla B sa
korenom u desnom detetu qvora v.

PRIMER 5.2.6. Ilustrujmo prethodne pojmove na primeru binarnog stabla B1 sa Slike 5.5,
koje je prikazano kao ure�eno stablo.

Qvor 4 je levo dete, a qvor 5 desno dete unutraxƬeg qvora 2 ovog stabla. Qvor 4 ima samo
desno dete, a to je qvor 7.

Levo podstablo qvora 1 je podstablo sa korenom 2 indukovano qvorovima 2, 4, 5 i 7. Desno
podstablo qvora 1 je podstablo sa korenom 3 indukovano qvorovima 3 i 6.

PRIMER 5.2.7. Odrediti koliko ima ure�enih binarnih stabala sa tri qvora (oznaqena sa
1, 2 i 3) kod kojih je qvor 1 koren, qvor 2 Ƭegovo dete, a qvor 3 dete qvora 2.

RexeƬe. Poxto u jednom takvom stablu svaki od qvorova 2 i 3 moжe biti levo ili desno dete,
ovakvih binarnih stabala ima ukupno 4 i sva su ona prikazana na Slici 5.6.
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Slika 5.6.

Iako su nivoi qvorova u svim ovim stablima identiqni
(
ti nivoi su n(1) = 0, n(2) = 1, n(3) = 2

)
,

ona se ipak me�usobno razlikuju po vrsti dece qvorova 1 i 2.

PRIMER 5.2.8. Qesto se u raqunarima podaci organizuju u vidu strukture ure�enog binarnog
stabla (videti primene iz PoglavƩa 5.9). Svaki qvor ovakvog stabla se najqex�e predstavƩa po-
mo�u sloga koji se sastoji od 3 elementa: vrednosti podatka koji je smexten u taj qvor, kao i dva
pokazivaqa (ili pointera) na memorijske lokacije korena levog podstabla i korena desnog pod-
stabla tog qvora. Ako levo ili desno podstablo qvora ne postoji, tada slog sadrжi odgovaraju�i
pokazivaq u prazno (nulpointer ili nil).

Jedno takvo orijentisano binarno stablo predstavƩeno je na Slici 5.7.

nil nil1 nil nil3

nil nil82

5

T

Slika 5.7.

Ovo stablo sadrжi brojqane podatke 1, 2, 3, 5 i 8 i na Ƭegov koren ukazuje pokazivaq T .
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5.3 Primene binarnih stabala

Ure�ena binarna stabla imaju veliku primenu u raqunarstvu. Ovde �emo razmotriti tri ovakve
primene: u prikazivaƬu algebarskih formula, u organizaciji skupa ure�enih podataka u raqunaru
i u kodiraƬu podataka.

PrikazivaƬe algebarskih formula

Qesto se u raqunarstvu jedna algebarska formula predstavƩa u obliku striktnog ure�enog bina-
rnog stabla, koje se formira po slede�im principima. Binarne operacije formule se prikazuju
kao unutraxƬi qvorovi ovog stabla, dok Ƭegovim listovima odgovaraju promenƩive i konstante
formule. Za svaki unutraxƬi qvor vaжi da Ƭegovo levo podstablo prikazuje levu algebarsku
podformulu (prvi operand), a Ƭegovo desno podstablo prikazuje desnu algebarsku podformulu
(drugi operand) nad kojima se vrxi operacija dodeƩena ovom qvoru. Zbog toga qvorovi operacija
maƬeg prioriteta imaju maƬi nivo, a ve�eg ve�i nivo. Tako �e operacija najmaƬeg prioriteta
(tj. ona koja se posledƬa primeƬuje prilikom izraqunavaƬa formule) odgovarati korenu binarnog
stabla.

PRIMER 5.3.1. Predstaviti algebarsku formulu (a + 5) · (−b) + 8 : (c − d) u obliku striktnog
ure�enog binarnog stabla.

RexeƬe. Da bi stablo koje se dodeƩuje ovoj formuli bilo striktno, potrebno je da ona sadrжi
samo binarne operacije. Zato unarnu operaciju −b treba zameniti razlikom 0−b. Tako se polazna
formula svodi na formulu (a+5) ·(0−b)+8 : (c−d) kojoj odgovara striktno ure�eno binarno stablo
dato na Slici 5.2.

+

:

+ − 8 −

a 5 0 b c d

(a + 5) · (0 − b) + 8 : (c − d)

Slika 5.2.

Listovima stabla odgovaraju promenƩive i konstante algebarske formule: a, 5, 0, b, 8, c i d, dok
su unutraxƬim qvorovima dodeƩeni znaci operacija formule.

Svaki qvor v stabla odre�uje podstablo sa korenom v koje odgovara nekoj podformuli formule.

:

+ − 8 −

a 5 0 b c d

(a + 5) · (0 − b) 8 : (c − d)

Slika 5.3.

Na primer, levo podstablo korena odgovara podformuli (a + 5) · (0 − b), a desno podstablo
korena odgovara podformuli 8 : (c − d) (videti Sliku 5.3). Sam koren odgovara celoj formuli
(a + 5) · (0 − b) + 8 : (c − d).

Postoje tri standardna naqina obilaska:

KLD, LKD i LDK. Slova K, L, D su skra�enice od reqi koren, levo i desno podstablo,
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pa nazivi ovih obilazaka oznaqavaju redoslede po kojima se oni vrxe. Na primer, kod KLD
obilaska prvo obilazimo koren, a zatim celo Ƭegovo levo podstablo i na kraju celo Ƭegovo desno
podstablo, pri qemu za oba ova podstabla koristimo KLD princip.

PRIMER 5.3.2. Posmatrajmo binarno stablo iz Primera 5.3.1 (ponovo prikazano na Slici 5.4).

+

:

+ − 8 −

a 5 0 b c d

Slika 5.4.

• pri KLD obilasku stabla, gde se prvo obilazi koren, zatim levo, pa desno podstablo,
redosled obilazaka qvorova je slede�i:

+ · + a 5 − 0 b : 8 − c d.

• pri LKD obilasku, gde se prvo obilazi levo podstablo, zatim koren, pa desno podstablo,
redosled obilazaka qvorova je slede�i:

a + 5 · 0 − b + 8 : c − d.

• pri LDK obilasku, gde se prvo obilazi levo, zatim desno podstablo, pa koren, redosled
obilazaka qvorova je slede�i:

a 5 + 0 b − · 8 c d − : +.

Redosled qvorova dobijen KLD obilaskom predstavƩa algebarsku formulu napisanu u tzv.
prefiksnoj notaciji, nazvanoj ponegde i poƩska notacija (ime dobila po poƩskom matematiqaru
Lukaxijeviqu). U Ƭoj se svaka operacija pixe pre svojih operanada (na primer +a5). Redosled
qvorova dobijen LDK obilaskom predstavƩa postfiksnu (ili inverznu poƩsku) notaciju
algebarske formule u kojoj se svaka operacija pixe posle svojih operanada (na primer a5+).
Primetimo da redosled qvorova a + 5 · 0 − b + 8 : c − d, dobijen LKD obilaskom, odgovara
uobiqajenom qitaƬu (u tzv. infiksnoj notaciji) formule (a + 5) · (0 − b) + 8 : (c − d), definisane
stablom sa Slike 5.4, ali bez Ƭenih zagrada. Zbog toga ovaj obilazak ne odre�uje formulu
jednoznaqno.

Iz Primera 5.3.1 sledi da KLD i LDK obilasci qvorova stabla jedne algebarske formule
definixu ovu formulu (u prefiksnoj i postfiksnoj notaciji) na jednoznaqan naqin, dok LDK
obilazak zahteva dodatak zagrada da bi algebarska formula bila taqno odre�ena. Stoga KLD i
LDK obilasci nalaze ve�u primenu u raqunarstvu.

Binarno stablo pretraжivaƬa

Binarno stablo se u raqunarstvu qesto koristi za prikazivaƬe odnosa me�u podacima koji
pripadaju nekom totalno ure�enom skupu podataka (tj. skupu u koji je uvedena jedna relacija
poretka tako da su bilo koja dva podatka u ovoj relaciji). Na primer, ako ovaj skup sadrжi
brojeve, on moжe biti totalno ure�en relacijom 6 ili >. Ako skup sadrжi reqi on je obiqno
ure�en prema leksikografskom poretku (tj. poretku reqi u reqniku). Ovakvom skupu podataka
moжe se pridruжiti tzv. binarno stablo pretraжivaƬa, koje se definixe na slede�i naqin.
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DEFINICIJA 5.3.1. Neka je dat skup podataka A = {a1, a2, . . . , an} koji je totalno ure�en u
odnosu na neku relaciju poretka ̺. Za podatak ai kaжemo da je maƬi od podatka aj, tj. podatak aj

je ve�i od podatka ai, ako je ai ̺ aj.
Binarno stablo pretraжivaƬa je ure�eno binarno stablo od n qvorova u kome je svakom podatku

iz A dodeƩen jedan qvor, pri qemu za svaki unutraxƬi qvor v vaжi:

• svi podaci u levom podstablu qvora v su maƬi od podatka kome je dodeƩen qvor v;

• svi podaci u desnom podstablu qvora v su ve�i od podatka kome je dodeƩen qvor v.

PRIMER 5.3.3. Na Slici 5.5 je prikazano binarno stablo pretraжivaƬa za skup podataka
A = {2, 5, 6, 7, 8, 10, 12, 15, 16} totalno ure�en relacijom 6.

8

5 15

2 6 10 16

7 12

Slika 5.5.

U korenu stabla se nalazi broj 8. U Ƭegovom levom podstablu su brojevi maƬi od 8, a u Ƭegovom
desnom podstablu su brojevi ve�i od 8. To svojstvo imaju i svi ostali unutraxƬi qvorovi ovog
stabla.

Binarna stabla pretraжivaƬa igraju vrlo vaжnu ulogu pri organizaciji i quvaƬu podataka
u raqunarstvu. QuvaƬe skupa podataka u vidu stabla omogu�ava Ƭegovo efikasno pretraжivaƬe.
Na primer, pronalaжeƬe nekog podatka a u ovakvom stablu zahtevalo bi da krenemo od korena i
da u svakom unutraxƬem qvoru v ispitujemo da li je podatak u qvoru v jednak a (tada stajemo),
maƬi od a (tada idemo u levo podstablo) ili ve�i od a (tada idemo u desno podstablo).

Primetimo da LKD obilazak binarnog stabla pretraжivaƬa daje redosled qvorova od maƬeg
ka ve�em podatku. Na primer LKD obilaskom qvorova stabla sa Slike 5.5 dobija se niz brojeva:
2, 5, 6, 7, 8, 10, 12, 15, 16.

Qesto se zahteva da stablo pretraжivaƬa nekog skupa podataka bude balansirano, jer se tada
pove�ava efikasnost Ƭegovog pretraжivaƬa. Na primer, stablo sa Slike 5.5 je balansirano.

Stabla kodiraƬa

Osvrnimo se sada na kodiraƬe. Sva slova, kao i drugi simboli, u raqunaru se quvaju u vidu
niza bitova (tj. niza 0 i 1) koji predstavƩaju Ƭihove binarne kodove. Najqex�i naqin je preko
ASCII koda (skra�enica od eng. American Standard Code for Information Interchange), tj. kodiraƬa gde
za svaki simbol koristimo niz od 7 bitova, plus dodatni bit (jer bajt ima 8 bitova!) koji sluжi
za proveru parnosti da bi se pri prenosu podataka eliminisale grexke.

Ako je koliqina podataka sa kojom radimo velika, poжeƩno je izvrxiti saжimaƬe Ƭihovih
kodova, tj. da za kodiraƬe nekih simbola koristimo nizove sa xto maƬe bitova. Optimalno bi
bilo kada bismo za simbole koji se qex�e javƩaju koristili kra�e nizove bitova, a za one koji se
javƩaju re�e da koristimo duжe nizove bitova. Na taj naqin vrximo uxtedu memorijskog prostora
za skladixteƬe podataka, a i brжi prenos podataka pri Ƭihovom transferu sa jednog medija na
drugi.
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Me�utim prilikom quvaƬa podataka u obliku nizova bitova koji imaju razliqite duжine,
dolazimo do problema kako da utvrdimo gde se jedan niz bitova zavrxava, a drugi poqiƬe. To
�emo ilustrovati slede�im primerom.

PRIMER 5.3.4. Neka je slovo a kodirano sa 10, b sa 101, e sa 11, m sa 1011 i n sa 110.
Dekodirati niz bitova 1011110.

RexeƬe. Da li �e niz bitova 1011110 predstavƩati req aen (10|11|110) ili bea (101|11|10) ili
mn (1011|110)? Ne moжemo odrediti!

Da bi se obezbedilo jednoznaqno dekodiraƬe pri kodiraƬu simbola binarnim kodovima
razliqitih duжina, dovoƩno je da se svaki od ovih kodova ne sadrжi ni u jednom drugom kodu
kao Ƭegov poqetni podniz. Skup kodova koji zadovoƩava ovaj uslov zove se prefiksni kôd.
DekodiraƬe binarnih nizova ovakvim kodom vrxi se qitaƬem Ƭegovih bitova s leva na desno
i direktnim prepoznavaƬem kodova uzastopnih simbola.

Posmatrajmo proizvoƩno binarno stablo. Ako neka Ƭegova grana vodi od roditeƩa do levog
deteta Ƭoj �e odgovarati bit 0, a ako vodi od roditeƩa do desnog deteta Ƭoj �e odgovarati bit 1.
Kako svakom listu odgovara jedinstven put od korena stabla do lista, to svakom listu moжemo da
pridruжimo niz bitova koji odgovaraju granama na putu od korena do tog lista. Taj niz bitova
se naziva kôd putaƬe do lista. Sada se svakom listu moжe dodeliti neki simbol koji se moжe
kodirati pomo�u koda putaƬe do tog lista. Takvo jedno stablo se naziva stablo kodiraƬa.

Skup svih kodova putaƬe do lista u proizvoƩnom binarnom drvetu predstavƩa prefiksni kôd,
jer se put od korena do jednog lista ne moжe sadrжati u putu od korena do nekog drugog lista.

PRIMER 5.3.5. U korenskom stablu na Slici 5.6 listovima su pridruжeni simboli
a, b, c, d, e, f . Za svaki od tih simbola odrediti Ƭegov kôd putaƬe do lista, a zatim dekodirati
niz bitova 01110010000.

a b c d

e f

0 1

0 1 0 1

0 1 0 1

Slika 5.6.

RexeƬe. Kad god u putu od korena do lista idemo ulevo toj grani odgovara bit 0, a kad idemo
udesno odgovara bit 1. Tako, na primer, da bismo od korena doxli do lista c moramo da idemo
levo (0), pa desno (1) i levo (0), te �e simbolu c odgovarati niz 010. Na sliqan naqin dolazimo
do toga da svakom od simbola a, b, c, d, e, f odgovara slede�e kodiraƬe:

a ↔ 000 b ↔ 001 c ↔ 010 d ↔ 011 e ↔ 10 f ↔ 11.

Dati kôd je prefiksni kôd, pa prilikom dekodiraƬa datog niza bitova moжemo izvrxiti podelu
na 011|10|010|000, xto nam daje req deca.

Vratimo se na ranije pomenutu ideju da za simbole koji se qex�e javƩaju koristimo kra�e
nizove bitova, a za re�e duжe nizove bitova. U tu svrhu uvodimo teжinu koda i sliqno teжinu
korenskog stabla.

DEFINICIJA 5.3.2. Neka su zadati simboli s1, s2, . . . , sn, gde se simbol si javƩa sa frekven-
cijom fi, i neka duжina binarnog niza koji ga kodira iznosi li. Tada se teжina kôda definixe
kao

w = l1 · f1 + l2 · f2 + . . . + ln · fn.

Ista formula vaжi i za teжinu binarnog stabla kod koga je listu koji odgovara simbolu si

dodeƩena frekvencija fi, a rastojaƬe od korena do tog lista je jednako li.
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Na Slici 5.7 predstavƩen je Hafmanov algoritam, koji je razvio Hafman (eng. D.A. Huffman)
1952. godine. Taj algoritam odre�uje Hafmanovo stablo za simbole s1, s2, . . . , sn, kojima odgovaraju
frekvencije f1, f2, . . . , fn. Hafmanovo stablo predstavƩa stablo sa minimalnom teжinom (dokaz za
to moжe se na�i u [1]). Zbog toga i odgovaraju�i kôd, tzv. Hafmanov kôd ima minimalnu teжinu.

Hafmanov algoritam u svakoj iteraciji radi sa skupom podstabala S, polaze�i od skupa
stabala sa samo jednim qvorom dodeƩenih simbolima s1, s2, . . . , sn. U svakoj iteraciji spajaju
se ona dva podstabla iz S qijim korenima su pridruжene dve najmaƬe frekvencije. Stablo koje
ostane posledƬe u skupu S je traжeno Hafmanovo stablo qijim listovima su dodeƩeni simboli
s1, s2, . . . , sn.

procedure Hafmanov algoritam

1. Konstruisati skup stabala S od kojih se svako sastoji od
jedinog qvora si pridruжena

2. Odrediti stabla T1, T2 ∈ S qijim korenima su pridruжene dve
najmaƬe frekvencije f1 i f2 (f1 6 f2).

3. Obrazovati binarno stablo T kome je levo podstablo T1, desno
podstablo T2 i korenu je pridruжena frekvencija f1 + f2.

4. U skupu S zameniti stabla T1 i T2 novim stablom T .

5. PonavƩati korake 2–4 sve dok u S ne ostane samo jedno stablo.

end procedure

Slika 5.7.

PRIMER 5.3.6. Neka su data slova a, b, c, d, e, f sa odgovaraju�im frekvencijama pojavƩivaƬa:

simbol a b c d e f
frekvencija 30 13 10 15 25 5

Odrediti Hafmanovo stablo i na osnovu Ƭega Hafmanov kôd. Kodirati req deca pomo�u tog
Hafmanovog koda.

RexeƬe. Da�emo prikaz rada Hafmanovog algoritma po iteracijama (koraci 2–4). Stabla �emo
zvati prema qvoru u korenu. Listovi su nazvani prema odgovaraju�im simbolima.

1◦ 2. Frekvencije u neopadaju�em redosledu:
5 10 13 15 25 30
f c b d e a

3. Dve najmaƬe frekvencije su 5 i 10 i Ƭima odgovaraju stabla f i c koje meƬamo stablom
T1 qijem korenu je pridruжen 5 + 10 = 15.

4. Nove frekvencije su:
15 13 15 25 30
T1 b d e a

2◦ 2. Frekvencije u neopadaju�em redosledu:
13 15 15 25 30
b T1 d e a

3. Dve najmaƬe frekvencije su 13 i 15 i Ƭima odgovaraju stabla b i T1 koje zameƬujemo
stablom T2 u qijem korenu je 13 + 15 = 28.

4. Nove frekvencije su:
28 15 25 30
T2 d e a

3◦ 2. Frekvencije u neopadaju�em redosledu:
15 25 28 30
d e T2 a

3. Dve najmaƬe frekvencije su 15 i 25 i Ƭima odgovaraju stabla d i e koje �emo zameniti
stablom T3 u qijem korenu je 15 + 25 = 40.

4. Nove frekvencije su:
40 28 30
T3 T2 a
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4◦ 2. Frekvencije u neopadaju�em redosledu:
28 30 40
T2 a T3

3. Dve najmaƬe frekvencije su 28 i 30 i Ƭima odgovaraju stabla T2 i a koje �emo zameniti
stablom T4 u qijem korenu je 28 + 30 = 58.

4. Nove frekvencije su:
58 40
T4 T3

5◦ 2. Frekvencije u neopadaju�em redosledu:
40 58
T3 T4

3. Dve najmaƬe frekvencije su 40 i 58 i Ƭima odgovaraju stabla T3 i T4 koje �emo zameniti
stablom T5 u qijem korenu je 40 + 58 = 98.

4. Nova frekvencija je:
98
T5

Stablo T5 je Hafmanovo stablo, predstavƩeno na Slici 5.8 (u Ƭemu su sadrжana i sva stabla T
koja se odre�uju u koraku 3. svake iteracije).

a

b

c

d e

f

0 1

0 1 0 1

0 1

0 1

98

40 58

15 25 28 30

13 15

5 10

T5

T4T3

T2

T1

Slika 5.8.

Za svaki simbol moжemo odrediti Ƭegov Hafmanov kôd tako xto pratimo bitove koji su
pridruжeni svakoj grani u putu od korena Hafmanovog stabla do lista u kome se nalazi taj
simbol. Time dolazimo do toga da je Hafmanov kôd za ove simbole:

a b c d e f

11 100 1011 00 01 1010

Kodirajmo req deca – to je 00|01|1011|11, odnosno 0001101111.

5.4 Rezime

U prvom poglavƩu ove glave smo uveli pojam stabla i dali 6 ekvivalentnih definicija stabla
(Teorema 5.1.1). Zatim je uveden pojam xume i date su jox neke osobine stabala i xuma.

U drugom poglavƩu ove glave se smo definisali korenska stabla i upoznali smo se sa
osnovnim pojmovima vezanim za korenska stabla: koren stabla, nivo qvora, visina stabla, list,
unutraxƬi qvor, podstablo, binarno, striktno binarno, potpuno binarno, balansirano stablo,
ure�eno binarno stablo (kojima se bavimo vixe u narednom poglavƩu).

U tre�em poglavƩu smo dali tri primene ure�enih binarnih stabala: za prikazivaƬe
algebarskih formula, binarno stablo pretraжivaƬa i Hafmanovo stablo (na osnovu koga
se odre�uje Hafmanov kod). Tako�e u svim tim primenama smo razmatrali razne obilaske stabla:
KLD, LKD i LDK obilazak.
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5.5 PitaƬa za proveru znaƬa

82. Koliko kontura ima u stablu?

83. Koliko ima najmaƬe listova u stablu sa n qvorova? Kako se zove to stablo?

84. Koliko ima najvixe listova u stablu sa n qvorova? Kako se zove to stablo?

85. U stablu sa n qvorova koliko ima grana, a koliko kontura neparne duжine?
(Dati kratka obrazloжeƬa!)

86. Xta je centar stabla?

87. Savezno takmiqeƬe 1976. za IV razred.
Grad ima kvadratnu mreжu sa a ,,horizontalnih“ i b ,,vertikalnih“ ulica (videti narednu sliku),
pri qemu su najbliжe paralelne ulice na rastojaƬu 100m. Kolika je najmaƬa duжina dela mreжe
koji treba asfaltirati tako da se od svake raskrsnice do bilo koje druge moжe do�i asfaltom?

88. Pismeni ispit, decembar 2008.
a) Odrediti koliko ima neizomorfnih stabala sa 7 qvorova. Nacrtati sva ta stabla.

b) Odrediti koja od tih stabala imaju Ojlerovu konturu, Ojlerov put, Hamiltonovu konturu,
Hamiltonov put?

v) Na�i dva neizomorfna stabla sa istim nizom stepena qvorova.

g) Odrediti dijametar i centar za svako stablo odre�eno u delu pod v).

d) Odrediti matricu susedstva A za svako stablo odre�eno u delu pod v).

89. KraƩ Xongabonga je imao 4 sina, 10 od Ƭegovih muxkih potomaka su imali po 3 sina svaki,
15 od Ƭegovih muxkih potomaka su imali po 2 sina svaki, dok su svi ostali umrli bez dece. Ako
je poznato da kraƩ Xongabonga nije imao жenskih potomaka, koliko je ukupno muxkih potomaka
imao ovaj kraƩ?

90. Ako je visina korenskog stabla RT jednaka H koliko moжe najvixe, a koliko najmaƬe biti
rastojaƬe izme�u dva lista stabla RT?

91. Ako se u binarnom stablu pretraжivaƬa sa n qvorova najmaƬi broj a nalazi na nivou n(a), na
kojoj �e poziciji biti a pri KLD, LKD i LDK obilasku?

92. Ako se u binarnom stablu pretraжivaƬa sa n qvorova najve�i broj b nalazi na nivou n(b), na
kojoj �e poziciji biti b pri KLD, LKD i LDK obilasku?

93. Niz stepena qvorova stabla T je (5, 4, 3, 2, 1, . . . , 1).

a) Koliko ima listova u stablu T (tj. jedinica u nizu stepena qvorova)? Odrediti broj qvorova
n i broj grana m stabla T .

b) Nacrtati jedno takvo stablo T ′. Da li je ono povezan graf? Da li je ono bipartitan graf?

v) Odrediti dijametar i centar stabla T ′.

g) Odrediti matricu susedstva A stabla T ′. Da li se javƩa ∞ u matrici rastojaƬa D?
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6. Konaqni automati i regularne
gramatike

Kod mnogih ure�aja, ukƩuquju�i i elektronske komponente raqunara, rezultat aktivnosti tog
ure�aja (,,izlaz“) u odre�enom trenutku ne zavisi samo od odgovaraju�eg spoƩaxƬeg uticaja
(,,ulaza“) koji tada na Ƭega deluje, ve� i od trenutnog unutraxƬeg ,,staƬa“ u kome se on nalazi.
Npr. lift radi u, tako xto se u nekim (diskretnim) trenucima deluje na lift pritiskom na ne-
ka od Ƭegovih dugmeta (ulazna spoƩaxƬa akcija). Pri tome, lift sa sprata na kome se nalazio
(prethodno staƬe) prelazi na жeƩeni sprat (slede�e staƬe), kre�u�i se odre�eni broj spratova
navixe ili naniжe, ili ostaju�i u mestu (izlazna aktivnost). Tako�e, lift se moжe zaustaviti
pritiskom na dugme stop ili otvoriti/zatvoriti vrata kada stoji na nekom spratu. Sve ove akcije
se mogu i matematiqki modelovati.

U ovoj glavi se definixu osnovni pojmovi jedne klase ovakvih ,,maxina“ (ne�emo se baviti
konaqnim maxinama, xto je uopxteniji koncept, nego �emo se baviti konaqnim automatima –
specijalnoj vrsti konaqnih maxina koja ima vrlo vaжnu primenu u oblasti formalnih jezika i
gramatika, qime zavrxavamo ovu glavu.

6.1 Osnovni pojmovi konaqnih automata

DEFINICIJA 6.1.1. Konaqan automat A predstavƩa ure�enu petorku (S,U, f, P, s∗), gde je

• S konaqan skup staƬa;

• U konaqan skup ulaznih simbola;

• f funkcija prelaza, gde f : S × U → S;

• P skup prihvataju�ih staƬa, gde je P ⊆ S;

• s∗ poqetno staƬe, gde s∗ ∈ S.

Konaqan automat A = (S,U, f, P, s∗) se moжe zadati korix�eƬem skupovno-tabliqne reprezentaci-
je, u kojoj se tabelarno prikazuju vrednosti funkcije f , kao i pomo�u dijagrama prelaza (to je
u suxtini jedan orijentisani graf, gde imamo oznake grana, koje qine samo odgovaraju�i ulazni
simboli). Prihvataju�a staƬa se grafiqki oznaqavaju dvostrukim kruжi�em.

PRIMER 6.1.1. Neka je dat konaqan automat sa S = {s0, s1, s2, s3}, U = {a, b}, P = {s1, s2}, s0

poqetno staƬe, a vrednosti funkcije prelaza zadate su u Tabeli 6.1:

f
ulaz

staƬe
a b

s0 s2 s1

s1 s2 s3

s2 s3 s1

s3 s3 s3

s0 s1 s2 s3

a

b

b

a

b

a

a

b

Tabela 6.1. Slika 6.1.

Odgovaraju�i dijagram prelaza ovog automata dat je na Slici 6.1.

Glavna uloga konaqnog automata nije da, usled delovaƬa nekog ulaznog niza simbola, generixe
odgovaraju�i izlazni niz, ve� da ispita da li ga taj ulazni niz prevodi iz poqetnog staƬa u neko
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od prihvataju�ih staƬa ili ne. Ako ulazni niz prevodi automat u prihvataju�e staƬe smatra
se da automat ,,prepoznaje“ (,,prihvata“) ovaj niz. Pojam ,,prepoznavaƬa“ ulaznog niza od strane
nekog automata moжe se formalno definisati slede�om definicijom.

DEFINICIJA 6.1.2. Neka je A = (S,U, f, P, s∗) konaqan automat i x1x2 . . . xn neki neprazni niz
simbola iz skupa U . Automat A prepoznaje (prihvata) ulazni niz x1x2 . . . xn ako postoji niz staƬa
s0, s1, . . . , sn iz S takav da je

s0 = s∗,

sk = f(sk−1, xk), k = 1, 2, . . . , n

sn ∈ P.

Svakom nepraznom ulaznom nizu x1x2 . . . xn odgovara u dijagramu prelaza automata jedan orijen-
tisani put koji polazi od poqetnog qvora i koga qini n nadovezanih grana sa oznakama jednakim
redom x1, x2, . . . , xn. Qvorovi ovog puta predstavƩaju niz staƬa kroz koja automat prolazi delo-
vaƬem ulaznog niza. Na osnovu prethodne definicije jasno je da je neki ulazni niz prihva�en od
strane automata ako i samo ako se Ƭemu odgovaraju�i put u dijagramu prelaza zavrxava u qvoru
koji odgovara prihvataju�em staƬu.

Napomenimo da �emo daƩe smatrati da na automat moжe ,,delovati“ i prazni ulazni niz ε, ne
izazivaju�i pri tome nikakvu reakciju automata. Ovaj niz se prihvata ako i samo ako je poqetno
staƬe s∗ automata prihvataju�e.

PRIMER 6.1.2. Ako na automat, definisan u Primeru 6.1.1, deluje ulazni niz babab, pod
Ƭegovim dejstvom automat prolazi redom kroz staƬa s0, s1, s2, s1, s2, s1 koja odre�uju jedan
orijentisani put u dijagramu na slici gore desno. Poxto je posledƬi qvor toga puta staƬe
s1 koje je prihvataju�e, automat prihvata ulazni niz babab.

Pri delovaƬu ulaznog niza abaa na ovaj automat, odgovaraju�i orijentisani put u dijagramu
automata prolazi kroz niz staƬa s0, s2, s1, s2, s3. Poxto se put zavrxava u qvoru koji odgovara
neprihvataju�em staƬu s3, automat ne prihvata ulazni niz abaa.

DEFINICIJA 6.1.3. Skup svih ulaznih nizova koje jedan automat A prihvata qesto se naziva
jezikom koga automat A prihvata (prepoznaje) i oznaqava se sa L(A). Pri tome se moжe smatrati
da nizovi iz L(A) predstavƩaju reqi ovog jezika nad skupom ulaznih simbola U kao azbukom.

PRIMER 6.1.3. Posmatrajmo automat iz Primera 6.1.1. On ima dva neprihvataju�a staƬa s0

i s3. U staƬu s0 automat se nalazi samo u poqetnom trenutku kada se moжe smatrati da mu se na
ulazu nalazi prazni niz ulaznih simbola. Automat prvi put prelazi u neprihvataju�e staƬe s3

ako i samo ako su u realizovanom delu ulaznog niza dva posledƬa simbola aa ili bb. Ovo staƬe
predstavƩa tzv. ,,zamka“ (,,poonor“) staƬe jer, kada automat jednom pre�e u Ƭega, u Ƭemu trajno i
ostaje, bez obzira na ulazne simbole koji posle toga deluju. Zato automat ne prihvata ni jedan
ulazni niz koji sadrжi dva uzastopna identiqna simbola. Drugim reqima, jezik koga ovaj automat
prepoznaje sadrжi jednoqlane nizove a i b, kao i sve ostale nizove nad {a, b} u kojima se a i b
naizmeniqno smeƬuju.

Konaqan automat ima glavnu ulogu da prepozna da li neki ulazni niz pripada unapred zadatom
jeziku ili ne. Pri tome se jezik obiqno unapred zadaje, tj. zadaje se koje osobine mora da ima svaki
niz iz tog jezika. Rad automata se stoga svodi na utvr�ivaƬe da li neki ulazni niz zadovoƩava
unapred odre�ene osobine ili ne (ako zadovoƩava kaжemo da automat prihvata taj ulazni niz).

PRIMER 6.1.4. Provera parnosti. Qesto se, pri prenosu binarno kodiranih podataka od
jednog do drugog elektronskog ure�aja, vrxi provera parnosti broja pojavƩivaƬa bita 1 u nizu
bitova koji je primƩen. Pri tome se smatra korektnim samo onaj primƩeni niz kod koga je ovaj
broj neparan. U suprotnom smatra se da postoji neka grexka u prenosu ovog niza.
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Sada se prepoznavaƬe korektno primƩenih binarnih nizova moжe modelirati nalaжeƬem onog
konaqnog automata koji prihvata neki ulazni niz nad {0, 1} ako i samo ako taj niz sadrжi neparan
broj bitova 1. Jedan takav automat predstavƩen je na Slici 6.2. Automat ima dva staƬa: kada
realizovani deo ulaznog niza sadrжi paran broj bitova 1 (SP ) i kada on sadrжi neparan broj
bitova 1 (SN). Ako smatramo da prazan niz, koji se nalazi na ulazu automata u poqetnom trenutku,
sadrжi paran broj bitova 1 (jer je ovaj broj jednak 0), tada staƬe SP predstavƩa poqetno staƬe.
Poxto je SN жeƩeno staƬe koje odgovara detektovanoj korektnosti primƩenog niza, ovo staƬe
definixemo kao prihvataju�e. StaƬe automata se meƬa ako i samo ako na Ƭega deluje ulaz 1, pa
se zato on nalazi u staƬu SN tada i samo tada kada je broj bitova 1 u nizu neparan.

SP SN

1

1

0 0

Slika 6.2. Automat sa neparnim brojem bitova 1.

PonaxaƬe ovog automata je u potpunosti sa algoritmom, prikazanim pseudokodom iza ovog
primera. Ulaz u algoritam predstavƩa binarni niz x = x1x2 . . . xn, a izlaz je vrednost logiqke
promenƩive neparan. Kada niz x sadrжi neparan broj bitova 1, vrednost ove promenƩive je true,
a u suprotnom je jednaka false. Time se ilustruje qiƬenica da svaki konaqan automat u suxtini
predstavƩa jedan algoritam koji daje odgovor ,,da“ ili ,,ne“ na pitaƬe da li neki ulazni niz
poseduje zadate karakteristike.

procedure Parnost(x, neparan)

neparan := false

for i := 1 to n

if xi = 1 then

neparan := not(neparan)

end if

end for

end procedure

6.2 KomplementiraƬe konaqnih automata

Qesto se u zadacima traжi da se naqe automat koji ne prepoznaje neke reqi. Takav automat
moжemo odrediti tako xto �emo prvo na�i automat A koji prepoznaje te reqi, a onda �emo odrediti
Ƭemu suprotan automat A . Kako ne�emo dokazivati osobine automata A , odre�ivaƬe komplementa
automata �emo uzeti da je po definiciji.

DEFINICIJA 6.2.1. Neka je zadat automat A1 = (S1, U1, f1, P1, s
∗
1). Tada je komplementarni

automat A 1 = (S2, U2, f2, P2, s
∗
2) automat definisan na slede�i naqin:

1) Skup staƬa je S2 = S1, tj. oba automata imaju ista staƬa.

2) Skup ulaznih simbola je U2 = U1, tj. oba automata imaju iste skupove ulaznih simbola.

3) Funkcija prelaza je f2 = f1, tj. imaju i iste funkcije prelaza.

4) Skup prihvataju�ih staƬa je P2 = S1 \ P1, tj. u komplementu su prihvataju�a staƬa ona koja
nisu bila u polaznom automatu i obrnuto.

5) Poqetno staƬe je s∗2 = s∗1, tj. imaju ista poqetna staƬa.
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Ako se u zadacima traжi da odredimo automat A 1, koji prepoznaje neprazne reqi koje ne
prepoznaje automat A1, onda situacija moжe da se zakomplikuje. Suxtinski tu imamo 3 razliqita
sluqaja u zavisnosti od toga da li je poqetno staƬe s∗1 u automatu A1 prihvataju�e (s∗1 ∈ P1) ili
neprihvataju�e (s∗1 6∈ P1), kao i da li je mogu�e da se vrati u to poqetno staƬe nekom petƩom ili
povratnom granom:

1◦ s∗1 ∈ P1

Ovde �emo uraditi obiqan komplement i on je i komplement koji prepoznaje neprazne reqi (jer u
komplementu s∗1 6∈ P2).

2◦ s∗1 6∈ P1, ne moжe da se vrati

Ovde �emo uraditi obiqan komplement, ali �emo poqetnom staƬu promeniti da nije prihvataju�e.

3◦ s∗1 6∈ P1, moжe da se vrati

Ovde �emo uraditi obiqan komplement, ali zatim poqetno staƬe moramo da delimo na 2 staƬa
– staƬe koje odgovara praznoj reqi s∗1 ε 6∈ P2 koje nije prihvataju�e i staƬe koje odgovara svim
ostalim reqima koje su u tom staƬu s∗1 6ε ∈ P2 koje je prihvataju�e.

Pored ova 3 sluqaja na ispitu/kolokvijumu moжe do�i i obiqan komplement (da se ne traжe
neprazne reqi). Sve ove sluqajeve �emo ilustrovati kroz primere.

PRIMER 6.2.1. Odrediti automat koji prepoznaje sve reqi koje ne prepoznaje automat A1 sa
Slike 6.3.

A1:

a b

a

a,b

b a

b
b

a

0 1 2

34

A 1:

a b

a

a,b

b a

b
b

a

0 1 2

34

Slika 6.3. Automat A1. Slika 6.4. Automat A 1.

RexeƬe. Ovde treba da odredimo komplement A 1 za automat A1, tj. da samo promenimo sva staƬa
(da li su prihvataju�a ili ne) i dobijamo traжeni automat A 1 (na Slici 6.4).

PRIMER 6.2.2. Odrediti automat koji prepoznaje sve neprazne reqi koje ne prepoznaje automat
A2 sa Slike 6.5.

A2:

a b a,b

b a
0 1 2 A 2:

a b a,b

b a
0 1 2

A 2:
neprazne

a b a,b

b a
0 1 2

Slika 6.5. Automat A2. Slika 6.6. Automat A 2. Slika 6.7. Automat A 2 neprazne.

RexeƬe. Ovde kada uradimo komplement A 2 (na Slici 6.6) poqetno staƬe je neprihvataju�e, pa
je to A 2 za neprazne reqi (na Slici 6.7).

PRIMER 6.2.3. Odrediti automat koji prepoznaje sve neprazne reqi koje ne prepoznaje automat
A3 sa Slike 6.8.

A3:
a,b

a,b

b b

a
a

0 1 2

4 A 3:
a,b

a,b

b b

a
a

0 1 2

4

A 3:
neprazne a,b

a,b

b b

a
a

0 1 2

4

Slika 6.8. Automat A3. Slika 6.9. Automat A 3. Slika 6.10. Automat A 3 neprazne.

RexeƬe. Ovde kada uradimo komplement A 3 (na Slici 6.9) poqetno staƬe je prihvataju�e, pa
samo Ƭega promenimo i dobijamo A 3 za neprazne reqi (na Slici 6.10).
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PRIMER 6.2.4. Odrediti automat koji prepoznaje sve neprazne reqi koje ne prepoznaje automat
A4 sa Slike 6.11.

A4:

a

a,b

a a,b

b a b

b

0 1 2 3

4

A 4:
neprazne

a
b

a,b

a a,b

b a b

a b

0

e

1 2 3

4

Slika 6.11. Automat A4. Slika 6.12. Automat A 4 neprazne.

RexeƬe. Ovde smo poqetno staƬe 0 podelili na 2 staƬa: e koje odgovara samo praznoj reqi (staƬe
e je neprihvataju�e) i 0 koja odgovara svim nepraznim reqima u staƬu 0 (boƩe bi bilo nazvati
nekom drugom oznakom, ali moжe i ovako; staƬe 0 je prihvataju�e). Iz e sa a idemo u 0, a sa b u
1, a svi ostali prelazi su isti kao i u polaznom automatu, sva ostala staƬa su kao u obiqnom
komplementu A 4. Tako smo dobili automat A 4 koji prepoznaje neprazne reqi (na Slici 6.12).

6.3 SpajaƬe konaqnih automata

Sada �emo se osvrnuti na kombinovaƬe automata, tj. Ƭihov presek i uniju. Kako ne�emo
pokazivati osobine tih automata, spajaƬa dva automata �emo uzeti da su po definiciji.

DEFINICIJA 6.3.1. Neka su zadati automati A1 = (S1, U, f1, P1, s
∗
1) i A2 = (S2, U, f2, P2, s

∗
2) koji

imaju isti skup ulaznih simbola U . Neka je A = (S,U, f, P, s∗) automat definisan na slede�i naqin:

1) Skup staƬa je S = S1 × S2, tj. S sadrжi sve ure�ene parove (s1, s2), gde s1 ∈ S1 i s2 ∈ S2.

2) Skup ulaznih simbola automata je jednak U .

3) Funkcija prelaza f : S × U −→ S definixe se kao

f
(
(s1, s2), u

)
=

(
f1(s1, u), f2(s2, u)

)
za svako (s1, s2) ∈ S i svako u ∈ U .

4) Skup prihvataju�ih staƬa je P =
{
(s1, s2) | s1 ∈ P1 i s2 ∈ P2

}
.

5) Poqetno staƬe je s∗ = (s∗1, s
∗
2).

Tada automat A prepoznaje jezik L(A1)∩L(A2). Uglavnom �emo ovaj automat oznaqavati sa
A = A1 ∧ A2

PRIMER 6.3.1. Posmatrajmo dva automata A1 i A2 sa Slike 6.13 koji su definisani nad istim
skupom ulaznih simbola {a, b}. A1 oqigledno prepoznaje sve ulazne nizove nad {a, b} koji poqiƬu
sa a, dok A2 prepoznaje sve ulazne nizove nad {a, b} koji se zavrxavaju sa b (oba ova automata su
minimalna za jezike koje prepoznaju).

D B C

b a
a

b

a

b

1 2

b

a

a b

A1 A2

Slika 6.13. Automati A1 i A2 koji se spajaju.
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Primenom postupka, datog Definicijom 6.3.1, na automate A1 i A2 dobija se automat
A = A1 ∧ A2 na Slici 6.14. Skup staƬa ovog automata je {(B, 1), (B, 2), (C, 1), (C, 2), (D, 1), (D, 2)}.
Poxto je C jedino prihvataju�e staƬe u A1, a 2 jedino prihvataju�e staƬe u A2, tada je (C, 2)
jedino prihvataju�e staƬe automata A. ƫegovo poqetno staƬe je (B, 1), jer je B poqetno staƬe u
A1, a 1 poqetno staƬe u A2.

(D, 1) (D, 2)

(B, 1)

(B, 2)

(C, 1) (C, 2)

b

b

a

a

a

b

b

a

a b a b

Slika 6.14. Automat A = A1 ∧ A2, spoj A1 i A2.

DelovaƬem ulaza a na staƬe B u A1 prelazi se u staƬe C, dok se delovaƬem a na staƬe 1 u A2

ostaje u ovom staƬu. Zato delovaƬe ulaza a na staƬe (B, 1) u automatu A izaziva prelaz u staƬe
(C, 1). Na sliqan naqin se mogu objasniti i ostali prelazi u ovom automatu.

Prema Definiciji 6.3.1 automat A prepoznaje presek jezika automata A1 i A2, a to je skup svih
onih ulaznih nizova nad {a, b} koji poqiƬu sa a i zavrxavaju se sa b. Napomenimo da, iako su A1

i A2 minimalni automati, automat A nije minimalan za jezik koji prepoznaje. Naime, u Ƭemu je
staƬe (B, 2) nedostiжivo, dok se lako moжe pokazati da su (D, 1) i (D, 2) ujednaqiva staƬa (to je
terminologija iz narednog poglavƩa). Zato se A moжe svesti na automat na Slici 6.15.

(C, 2)(C, 1)(B, 1)
(D, 1)

(D, 2)

ab
b

a

a

b

ba

Slika 6.15. Minimalni automat A1 ∧ A2.

DEFINICIJA 6.3.2. Neka su zadati automati A1 = (S1, U, f1, P1, s
∗
1) i A2 = (S2, U, f2, P2, s

∗
2) koji

imaju isti skup ulaznih simbola U . Neka je A = (S,U, f, P, s∗) automat definisan na slede�i naqin:

1) Skup staƬa je S = S1 × S2, tj. S sadrжi sve ure�ene parove (s1, s2), gde s1 ∈ S1 i s2 ∈ S2.

2) Skup ulaznih simbola automata je jednak U .

3) Funkcija prelaza f : S × U −→ S definixe se kao

f
(
(s1, s2), u

)
=

(
f1(s1, u), f2(s2, u)

)
za svako (s1, s2) ∈ S i svako u ∈ U .

4) Skup prihvataju�ih staƬa je P =
{
(s1, s2) | s1 ∈ P1 ili s2 ∈ P2

}
.

5) Poqetno staƬe je s∗ = (s∗1, s
∗
2).

Tada automat A prepoznaje jezik L(A1)∪L(A2). Uglavnom �emo ovaj automat oznaqavati sa
A = A1 ∨ A2

Moжemo uoqiti da se automat dobijen primenom Definicije 6.3.2 razlikuje od automata
dobijenog primenom Definicije 6.3.1 samo u skupu prihvataju�ih staƬa (uslov 4) u obe definicije).

PRIMER 6.3.2. Primenom Definicije 6.3.2 na automate A1 i A2 sa Slike 6.13 moжe se dobiti
automat A = A1 ∨ A2 sa Slike 6.16. On se od automata sa Slike 6.14 razlikuje samo po skupu
prihvataju�ih staƬa. Naime, u skladu sa uslovom 4), prihvataju�a staƬa u A su sva ona staƬa
koja sadrжe bar jedno od prihvataju�ih staƬa C ili 2, a to su (B, 2), ((C, 1), (C, 2) i (D, 2).
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(D, 1) (D, 2)

(B, 1)

(B, 2)

(C, 1) (C, 2)

b

b

a

a

a

b

b

a

a b a b

Slika 6.16. Automat A = A1 ∨ A2, spoj A1 i A2.

Prema Definiciji 6.3.2 automat A prepoznaje uniju jezika automata A1 i A2, a to je skup svih
onih ulaznih nizova nad {a, b} koji poqiƬu sa a ili se zavrxavaju sa b. Ni ovaj automat nije
minimalan za jezik koji prepoznaje, jer je u Ƭemu staƬe (B, 2) nedostiжivo, dok su (C, 1) i (C, 2)
ujednaqiva staƬa. Automat dobijen redukovaƬem automata A prikazan je na Slici 6.17.

(D, 1) (D, 2) (B, 1)
(C, 1)

(C, 2)

b a
a

b

a

b

a b

Slika 6.17. Minimalni automat A1 ∨ A2.

Primeri 6.3.1 i 6.3.2 ukazuju na mogu�e praktiqne primene Definicija 6.3.1 i 6.3.2. Ako neki
automat treba da prepoznaje sve ulazne nizove simbola koji zadovoƩavaju osobinu oblika ,,osobina
1 i/ili osobina 2“ (tj. ova osobina predstavƩa konjunkciju ili disjunkciju nekih jednostavnijih
osobina). Ovakav automat A dobijamo tako xto prvo odredimo automat A1 koji prepoznaje nizove
sa osobinom 1, a zatim automat A2 koji prepoznaje nizove sa osobinom 2, pa zatim odgovaraju�im
kombinovaƬem ova dva automata prema Definicijama 6.3.1 i 6.3.2 odredimo Ƭihov spoj. Na taj
naqin se konstrukcija sloжenijih automata svodi na nalaжeƬe vixe jednostavnijih automata,
koje zatim spajamo (to je qesta situacija u zadacima za pismeni ispit). Pri tome primeƬujemo
odgovaraju�e postupke minimizacije da bi u sloжenijem automatu, koji je spoj 2 automata, izbegli
suvixna staƬa. Postupcima minimizacije se bavimo u narednom poglavƩu.

6.4 Minimizacija konaqnih automata

s0 s1

b

a

a

b

s0 s1 s2

b

b

b

a a a

Slika 6.18. Ekvivalentni automati A1 i A2.

Jedan isti jezik moжe biti prepoznat od strane vixe razliqitih automata. Na primer, dva
automata na Slici 6.18 prepoznaju isti jezik L(A) = an, n ∈ N0, tj. oba ova automata prepoznaju
samo praznu req ε i sve reqi koje se sastoje samo od slova a. Da bismo boƩe opisali ovakve
automate uvodimo narednu definiciju.

DEFINICIJA 6.4.1. Automati A1 i A2 su ekvivalentni ako imaju isti skup ulaznih simbola
i L(A1) = L(A2).

Ve� smo videli da je problem nalaжeƬa tzv. minimalnog automata koji prepoznaje zadati jezik
izuzetno znaqajan. Pod minimizacijom podrazumevamo traжeƬe automata koji ima najmaƬi broj
staƬa od svih automata koji prepoznaju traжeni jezik. Prilikom minimizacije, obiqno se polazi
od jednog poznatog automata, koji se pojednostavƩuje nalaжeƬem nekih Ƭegovih ,,suvixnih“ staƬa
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(ako postoje) i Ƭihovim eliminisaƬem ili ,,saжimaƬem“. Tako se moжe dobiti ekvivalentni
automat sa maƬim brojem staƬa.

DEFINICIJA 6.4.2. Neko staƬe automata se naziva nedostiжivim ako u Ƭegovom dijagramu
prelaza ne postoji orijentisani put od poqetnog qvora do qvora koji odgovara ovom staƬu.

Dva staƬa automata nazivamo ujednaqivim (ili ekvivalentnim) ako za svaki ulazni niz vaжi da �e,
polaze�i od jednog ili drugog staƬa kao od poqetnog, ovaj niz ili u oba sluqaja biti prihva�en
ili u oba sluqaja neprihva�en.

TEOREMA 6.4.1. Automat A bez nedostiжivih staƬa je minimalan (ima najmaƬe staƬa) za jezik
koji prepoznaje ako i samo ako Ƭegov skup staƬa S ne sadrжi ni jedan par me�usobno razliqitih
ujednaqivih staƬa.

Formalno se ne�emo baviti minimizacijom. Zainteresovanog qitaoca pozivamo da vixe nauqi
u u
beniku [13]. Sada �emo samo navesti samo osnovna tvr�eƬa vezana za minimizaciju i relacije.

TEOREMA 6.4.2. Relacija ujednaqivosti ≡ na skupu staƬa S automata A predstavƩa jednu
relaciju ekvivalencije. Ova relacija razbija skup S na K klasa ekvivalencije C1, C2, . . . , CK ,
K > 1, pri qemu je svako staƬe iz bilo koje klase Ci ujednaqivo sa svim staƬima iz te klase i ni
sa jednim staƬem koje pripada nekoj drugoj klasi Cj, j 6= i.

Broj staƬa u minimalnom automatu koji prepoznaje isti jezik kao i automat A, jednak je broju
klasa ekvivalencije K na koje relacija ≡ razbija skup staƬa S ovog automata.

TEOREMA 6.4.3. Neka su za automat A poznate klase ekvivalencije
C1, C2, . . . , CK na koje relacija ≡ razbija skup staƬa S ovog automata. Tada se minimalni automat
Amin = (Smin, Umin, fmin, Pmin, s∗min), koji prepoznaje isti jezik kao i automat A, moжe konstruisati
na slede�i naqin:

1) Svaka klasa ekvivalencije Ci, i ∈ {1, 2, . . . ,K}, predstavƩa jedno staƬe automata Amin, tj.
Smin = {C1, C2, . . . , CK}.

2) Skup ulaznih simbola Umin jednak je skupu ulaznih simbola U automata A, tj. Umin = U .

3) Funkcija prelaza fmin : Smin × U −→ Smin se definixe na slede�i naqin: delovaƬem ulaza
u ∈ U na klasu Ci prelazi se u klasu Cj, tj. fmin(Ci, u) = Cj, ako i samo ako postoji staƬe
s ∈ Ci za koje vaжi da je f(s, u) ∈ Cj.

4) Poqetno staƬe s∗min je klasa ekvivalencije [s∗] poqetnog staƬa s∗ automata A, tj. s∗min = [s∗].

5) Skup svih prihvataju�ih staƬa Pmin sadrжi sve klase ekvivalencije [p] prihvataju�ih staƬa
p automata A, tj. Pmin =

{
[p] | p ∈ P

}
.

Ovako konstruisani automat Amin predstavƩa jedinstveni minimalni automat za jezik koji
prepoznaje.

Razvijeno je mnogo algoritama koji se me�usobno razlikuju u naqinu kako se generixe relacija
ekvivalencije ≡ i Ƭene klase ekvivalencije. Ovaj naqin se obiqno bazira na jednom od slede�a
dva, uzajamno ekvivalentna, svojstva te relacije.

TEOREMA 6.4.4. Ako su staƬa s1 i s2 ujednaqiva, tada su i f(s1, u) i f(s2, u) ujednaqiva staƬa
za svaki ulazni simbol u.

TEOREMA 6.4.5. Ako staƬa f(s1, u) i f(s2, u) nisu ujednaqiva za neki ulazni simbol u, tada ni
s1 i s2 nisu ujednaqiva staƬa.
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6.5 Veza konaqnih automata i regularnih gramatika

Priqa o konaqnim automatima bila bi nepotpuna, ako ne bi uspostavili Ƭihovu vezu sa
regulatnim gramatikama.

DEFINICIJA 6.5.1. Gramatika G predstavƩa ure�enu qetvorku (N,T,Π, σ∗), gde je

• N konaqni skup nezavrxnih simbola (ili neterminala);

• T konaqni skup zavrxnih simbola (ili terminala), pri qemu vaжi T ∩ N = ∅;

• Π skup pravila izvo�eƬa qiji su svi elementi oblika (w1, w2), gde w1, w2 ∈ (N ∪ T )∗, a w1 mora
da sadrжi bar jedan nezavrxni simbol;

• σ∗ poqetni simbol, gde σ∗ ∈ N

TEOREMA 6.5.1. Neka je A = (S,U, f, P, s∗) konaqan automat i G = (N,T,Π, σ∗)
regularna gramatika definisana na slede�i naqin:

1) Skup nezavrxnih simbola N jednak je skupu svih staƬa S automata A.

2) Skup zavrxnih simbola T jednak je skupu ulaznih simbola U automata A.

3) Skup pravila izvo�eƬa Π se formira na osnovu funkcije prelaza f i skupa prihvataju�ih
staƬa P automata A na slede�i naqin:

• za svako s ∈ S i svako u ∈ U ako je f(s, u) = t, tada pravilo s → ut pripada skupu Π;

• za svako prihvataju�e staƬe s ∈ P imamo pravilo s → ε u skupu pravila izvo�eƬa Π.

4) Poqetni simbol σ∗ jednak je poqetnom staƬu s∗ automata A.

Tada regularna gramatika G generixe jezik koji automat A prepoznaje, tj. L(G) = L(A).

6.6 Primeri rada sa automatima

Ovde �emo prethodnu materiju, koja bila dosta teoretska, ilustrovati na mnoxtvu ispitnih i
kolokvijumskih zadataka koje �emo veoma iscrpno i detaƩno rexavati.

PRIMER 6.6.1. Pismeni ispit, jun 2008.
Na�i konaqan automat koji prepoznaje neprazne reqi nad azbukom {a, b} koje poqiƬu sa aab i sadrжe
abb.

a) Da li je dobijeni automat optimalan? Ako nije optimizovati ga.

b) Odrediti regularnu gramatiku (N,T,Π, σ∗) koja odgovara optimalnom automatu.

RexeƬe. Odredi�emo prvo konaqan automat A1 koji prepoznaje reqi koje poqiƬu sa aab (poxto
poqiƬu sa aab one su i automatski neprazne!), zatim automat A2 koji prepoznaje reqi koje sadrжe
abb, i konaqno �emo ih spojiti u jedan automat A1 ∧ A2.
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A1:

a,b
a,b

a a b

b
b

a

0 1 2 3

4

A2:

b a a,b

a b

a

b
0 1 2 3

A1 ∧ A2:

a

b

a b

a

b

b

a

a

b

a,b

b a

b

aa b

a,b
Q

A

B

C

D E F

0,0

1,1

2,1

3,1 3,2

4,0 4,1 4,2 4,3

3,3

A3:

a

b a

a

a,b

b

b ba

a

b

a,b

A B D

Q C E F

a) Nedostiжiva staƬa (0, 1), (0, 2), (0, 3), (1, 0), (1, 2), (1, 3), (2, 0), (2, 2), (2, 3) i (3, 0) nisu ni prikazana
na slici automata A1 ∧ A2.
Automat A1 ∧A2 nije optimalan jer se staƬa (4, 0), (4, 1), (4, 2) i (4, 3) mogu spojiti u jedno staƬe Q
koje je nedopustivo. Tako�e uvedimo i jednostavnije oznake za ostala staƬa: A = (0, 0), B = (1, 1),
C = (2, 1), D = (3, 1), E = (3, 2), F = (3, 3). Tako dobijen automat A3 je optimalan.

b) Odredimo regularnu gramatiku G = (N,T,Π, σ∗) koja odgovara konaqnom automatu A3. Imamo

N =
{

A,B,C,D,E, F,Q
}

, T = {a, b}, Π =
{

A → aB,A → bQ,B → aC,B → bQ,C → aQ,C → bE,D → aD,

D → bE,E → aD,E → bF, F → aF, F → bF, F → ε,Q → aQ,Q → bQ
}

i σ∗ = A.

PRIMER 6.6.2. Pismeni ispit, mart 2009.
Na�i konaqan automat koji prepoznaje neprazne reqi nad azbukom {a, b} koje poqiƬu sa bab i ne
sadrжe abba.

a) Da li je dobijeni automat optimalan? Ako nije optimizovati ga.

b) Odrediti regularnu gramatiku (N,T,Π, σ∗) koja odgovara optimalnom automatu.

RexeƬe. Automat A �emo sastavƩati direktno: nakon poqetka, koji mora biti bab vodi�emo
raquna da se ne javi req abba.

a) Dobijeni automat A je optimalan.

A:

a,b b

a

a

b

b a b

a b a b

ba

a

A B C

Q

D

F G

E

b) Regularna gramatika G = (N,T,Π, σ∗) koja odgovara automatu A je N =
{

A,B,C,D,E, F,Q
}

,

T = {a, b}, Π =
{

A → aQ,A → bB,B → aC,B → bQ,C → aQ,C → bD,D → aE,D → bF,D → ε,

E → aE,E → bD,E → ε, F → aQ,F → bG, F → ε,G → aE,G → bG,G → ε,Q → aQ,Q → bQ
}

i σ∗ = A.
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PRIMER 6.6.3. Pismeni ispit, februar 2010.
Na�i konaqan automat koji prepoznaje neprazne reqi nad azbukom {a, b} koje nakon drugog
pojavƩivaƬa slova a sadrжe bar jox 3 (bilo koja) slova.

a) Da li je dobijeni automat optimalan? Ako nije optimizovati ga.

b) Odrediti regularnu gramatiku (N,T,Π, σ∗) koja odgovara optimalnom automatu.

RexeƬe. Odmah �emo odre�ivati konaqan automat A koji prepoznaje reqi (neprazne su jer sadrжe
bar 5 slova: 2 a i jox 3 neka slova) koje nakon drugog pojavƩivaƬa slova a sadrжe bar jox 3 (bilo
koja) slova. Kada automat do�e do staƬa 2 onda on prepoznaje da je doxlo drugo slovo a i nakon
toga treba da sadrжi bar jox tri slova (u staƬu 3 ima bar jedno, u 4 bar dva i u 5 bar tri).

A:

b b a,b

a a a,b a,b a,b
0 1 2 3 4 5

a) Automat A je optimalan (sva staƬa predstavƩaju brojaqe – prva tri su koliko ima slova a na
poqetku, a druga tri koliko ima slova nakon drugog a).

b) Regularna gramatika G = (N,T,Π, σ∗) koja odgovara automatu A je N =
{

0, 1, 2, 3, 4, 5
}

, T = {a, b},
Π =

{

0 → a1, 0 → b0, 1 → a2, 1 → b1, 2 → a3, 2 → b3, 3 → a4, 3 → b4, 4 → a5, 4 → b5, 5 → a5, 5 → b5, 5 → ε
}

i

σ∗ = 0.

PRIMER 6.6.4. Na�i konaqan automat koji prepoznaje one reqi nad azbukom {a, b} koje sadrжe
najmaƬe tri slova a i izme�u svaka dva slova b (ako postoje) se nalazi najmaƬe jedno slovo a.

a) Da li je dobijeni automat optimalan? Ako nije optimizovati ga.

b) Odrediti regularnu gramatiku (N,T,Π, σ∗) koja odgovara optimalnom automatu.

RexeƬe. Prvo �emo konstruisati slede�e automate:

A1: prepoznaje reqi koje imaju >3 slova a;

A2: prepoznaje reqi koje ne sadrжe bb
(to je komplement od automata koji prepoznaje reqi koje sadrжe bb).

A1:

b b b a,b

a a a
0 1 2 3 A2:

b

b

a

a a,b

0 1 2

A3:

a

a,b

a a a

b b b
a a a

b
b b b

b
a

0,0 0,1 0,2

1,0 1,1 1,2

Q

0,3

1,3

Automate A1 i A2 smo spojili u A2 ∧ A1. Kad optimizujemo ovaj automat dobijamo traжeni
automat A3.

Za doma�i zadatak, odredite sami regularnu gramatiku G = (N,T,Π, σ∗) koja odgovara konaqnom
automatu A3.
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PRIMER 6.6.5. Pismeni ispit, jun 2009.
Na�i konaqan automat koji prepoznaje neprazne reqi nad azbukom {a, b} koje poqiƬu sa bba i ne
sadrжe paran broj slova a.

a) Da li je dobijeni automat optimalan? Ako nije optimizovati ga.

b) Odrediti regularnu gramatiku (N,T,Π, σ∗) koja odgovara optimalnom automatu.

RexeƬe. Odredi�emo prvo konaqan automat A1 koji prepoznaje reqi koje poqiƬu sa bba (poxto
poqiƬu sa bba one su i neprazne!), zatim automat A2 koji prepoznaje reqi koje ne sadrжe paran
broj slova a (tj. koje sadrжe neparan broj slova a), i konaqno �emo ih spojiti u jedan automat
A1 ∧ A2.

A1:
0 1 2 3

4
a,b

a,b

b b a

a
a b

A2: 0 1

b b

a

a

A1 ∧ A2:
0,0 1,0 2,0 3,1

4,1 4,0 3,0

b b a

a
a

b

b b b

b

a

a

a a

Q

A B C E

D

A3: A B C E

Q D

b b a

a
a

b

b b

b

a a

a) Automat A1 ∧ A2 nije optimalan jer se staƬa (4, 0) i (4, 1) mogu spojiti u jedno staƬe Q koje
je neprihvataju�e. Tako�e uvedimo i jednostavnije oznake za ostala staƬa: A = (0, 0), B = (1, 0),
C = (2, 0), D = (3, 0), E = (3, 1). Tako dobijen automat A3 je optimalan.

b) Odredimo regularnu gramatiku G = (N,T,Π, σ∗) koja odgovara konaqnom automatu A3. Imamo da

je N =
{

A,B,C,D,E,Q
}

, T = {a, b}, Π =
{

A → aQ,A → bB,B → aQ,B → bC,C → aE,C → bQ,D → aE,

D → bD,E → aD,E → bE,E → ε,Q → aQ,Q → bQ
}

i σ∗ = A.

PRIMER 6.6.6. Pismeni ispit, septembar 2008.
Na�i konaqan automat koji prepoznaje reqi nad azbukom {a, b} koje se zavrxavaju sa bab i izme�u
svaka dva slova a (ako postoje) se ne nalazi taqno jedno slovo b.

a) Da li je dobijeni automat optimalan? Ako nije optimizovati ga.

b) Odrediti regularnu gramatiku (N,T,Π, σ∗) koja odgovara optimalnom automatu.

RexeƬe. Odredi�emo prvo konaqan automat A1 koji prepoznaje reqi koje se zavrxavaju na bab,
zatim automat A2 koji prepoznaje reqi koje izme�u neka 2 slova a imaju taqno 1 slovo b, onda
automat A 2 koji prepoznaje reqi u kojima se izme�u svaka 2 slova a ne nalazi taqno 1 slovo b.

A1:

a b b

a

b

ab a
0 1 2 3 A2:

b a a.b

b

a b a
0 1 2 3

A2:

b a a.b

b

a b a
0 1 2 3

Ostaje jox da automate A1 i A2 spojimo u jedan automat A1 ∧ A2.
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A1 ∧ A2:

a a

b
b

a

b
b

aa

ba

b
a

b

b

a

a

b a

b

0,0 0,1 0,3

1,0 1,2 1,3

2,1 2,3

3,33,2

A B

D

E

C

F

Q

A3:

b

a

b a,b
ab b a

a
a

b

b a

b

A BC D

E

Q

F

a) Automat A1∧A2 nije optimalan jer se staƬa (0, 3), (1, 3), (2, 3) i (3, 3) mogu spojiti u jedno staƬe
Q koje je nedopustivo. Tako�e uvedimo i jednostavnije oznake za ostala staƬa: A = (0, 0), B = (0, 1),
C = (1, 0), D = (1, 2), E = (2, 1), F = (3, 2). Tako dobijen automat A3 je optimalan.

b) Odredimo regularnu gramatiku G = (N,T,Π, σ∗) koja odgovara konaqnom automatu A3. Imamo da
je

N =
{

A,B,C,D,E, F,Q
}

, T = {a, b}, Π =
{

A → aB,A → bC,B → aB,B → bD,C → aE,C → bC,D → aQ,

D → bC,E → aB,E → bF, F → aQ,F → bC, F → ε,Q → aQ,Q → bQ
}

i σ∗ = A.

Napomena. Qesta grexka je bila da se pogrexno odredi automat A1:

A1:

a b b

a

a

b a b
0 1 2 3

Razlog zbog qega je na kolokvijumu prvi deo zadatka bio da se proveri u kom je staƬu automat
za neke reqi je da biste vi to isto radili i na ispitu! Pa ako automat ne prepoznaje neke reqi
koje bi trebalo ili prepoznaje neke reqi koje ne bi trebalo onda imate grexku, a i vidite u kom
prelazu iz staƬa u staƬe je ta grexka!

Npr. automat A1 prepoznaje req babab, ali u ovom pogrexnom A1 ova req je u nezavrxnom staƬu

1 (ide 0
b→ 1

a→ 2
b→ 3

a→ 0
b→ 1) umesto u zavrxnom! Kada to ustanovimo vidimo da kada smo u staƬu

3 (zavrxnom) i ako nam do�e slovo a mi ve� imamo niz ba pa sa jox jednim slovom b imamo opet da

se zavrxava na bab. Znaqi, umesto 3
a→ 0 treba 3

a→ 2.

Qesta grexka je bila da se pogrexno traжi da u automatu A2 izme�u svaka 2 slova b ima taqno
1 slovo a (razlog je xto kada negiramo kvantifikator ∀ dobijamo ∃, i obratno)!

PRIMER 6.6.7. Pismeni ispit, januar 2009.
Na�i konaqan automat koji prepoznaje neprazne reqi nad azbukom {a, b} koje imaju taqno 3k + 1
slova a (k ∈ N0) i ne poqiƬu sa baa.

a) Da li je dobijeni automat optimalan? Ako nije optimizovati ga.

b) Odrediti regularnu gramatiku (N,T,Π, σ∗) koja odgovara optimalnom automatu.

RexeƬe. Direktno �emo sastavƩati traжeni automat A: on mora da ima staƬa P ,B,A,K koja
sluжe proveri da li je poqeo sa baa i pored Ƭih treba da ima staƬa O, J,D koja sluжe kao brojaqi
po modulu 3 broja pojavƩivaƬa slova a.

a) Dobijeni automat A je optimalan (sva staƬa predstavƩaju brojaqe).

A:

b b

a,b

b

a

b a a

b ba

aa

P B

O

K

D

A

J
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b) Regularna gramatika G = (N,T,Π, σ∗) koja odgovara automatu A je N =
{

P,B,A,K,O, J,D
}

,

T = {a, b}, Π =
{

P → aJ, P → bB,B → aA,B → bO,A → aK,A → bJ,A → ε,K → aK,K → bK,

O → aJ,O → bO, J → aD, J → bJ, J → ε,D → aO,D → bD
}

i σ∗ = P .

PRIMER 6.6.8. Pismeni ispit, oktobar II 2009.
Na�i konaqan automat koji prepoznaje neprazne reqi nad azbukom {a, b} kojima je broj pojavƩivaƬa
simbola b deƩiv sa 4 ili koje se ne zavrxavaju na baa.

a) Da li je dobijeni automat optimalan? Ako nije optimizovati ga.

b) Odrediti regularnu gramatiku (N,T,Π, σ∗) koja odgovara optimalnom automatu.

RexeƬe. Prvo �emo konstruisati slede�e automate (vodi�emo raquna o nepraznim reqima u
automatu A1 i prilikom spajaƬa A1 ∨ A2):

A1: prepoznaje neprazne reqi kojima je broj pojavƩivaƬa simbola b deƩiv sa 4;

A2: prepoznaje reqi koje se zavrxavaju na baa;

A2: prepoznaje reqi koje se ne zavrxavaju na baa.

Svi ovi automati su prikazani na slede�oj slici

A1:

b b

b

b
a

b

a a

a a

0 1 2

34

A2:

a b b

a

a

bb a
0 1 2 3

A2:

a b b

a

a

bb a
0 1 2 3

Prihvataju�a staƬa u spoju sa ili su sva staƬa oblika (i, j) kod kojih je ili staƬe i prihvata-
ju�e u prvom automatu ili staƬe j prihvataju�e u drugom automatu. Sada �emo automate A1 i
A2 spojiti u jedan automat A1 ∨ A2 (vodite raquna da bi u A1 ∨ A2 trebalo i staƬe (0, 0) da bude
prihvataju�e, ali �emo staviti da je ono neprihvataju�e, jer ono odgovara praznoj reqi ε).

A1 ∧ A2:

b

a

aaa

b

b

b

a

a

a

a

a

a

a

a

a

b

b

b

b

b

b

b

b

b

bbbb

a

a

aa

00

10

11

12

13

20

21

22

23

30

31

32

33

40 414243

a) Automat A1 ∧ A2 je optimalan.

b) Odredimo regularnu gramatiku G = (N,T,Π, σ∗) koja odgovara konaqnom automatu A1∧A2. Imamo
da je
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N =
n

00, 11, 12, 13, 10, 21, 22, 23, 20, 31, 32, 33, 30, 41, 42, 43, 40
o

, T = {a, b}, Π =
{

00 → a40, 00 → b11, 11 → a12,

11 → b21, 11 → ε, 12 → a13, 12 → b21, 12 → ε, 13 → a10, 13 → b21, 10 → a10, 10 → b21, 10 → ε, 21 → a22,
21 → b31, 21 → ε, 22 → a23, 22 → b31, 22 → ε, 23 → a20, 23 → b31, 20 → a20, 20 → b31, 20 → ε, 31 → a32,
31 → b41, 31 → ε, 32 → a33, 32 → b41, 32 → ε, 33 → a30, 33 → b31, 30 → a30, 30 → b41, 30 → ε, 41 → a42,

41 → b11, 41 → ε, 42 → a43, 42 → b11, 42 → ε, 43 → a40, 43 → b11, 43 → ε, 40 → a40, 40 → b11, 40 → ε
}

i

σ∗ = 00.

U naredna dva zadatka imamo da su razne procedure vezane za konaqne automate razbijene na
puno sitnih koraka i takve zadatke uglavnom dajemo na kolokvijumu.

PRIMER 6.6.9. Kolokvijum 2008.
Na slede�im slikama su predstavƩena 2 konaqna automata A1 i A2.

A1:

b a

a b

a

b

0 1 2 A2:

b b a,b

a a
0 1 2

a) Ispitati koje od narednih reqi

ε, a, b, abba, baba, aaab, abb, baaab, aabaabb, bbabbb

prepoznaje automat A1, a koje automat A2.

b) Ispitati koje sve reqi prepoznaje automat A1, a koje automat A2.

v) Odrediti regularnu gramatiku G1 = (N1, T1,Π1, σ
∗
1) koja odgovara konaqnom automatu A1, kao i

regularnu gramatiku G2 = (N2, T2,Π2, σ
∗
2) koja odgovara konaqnom automatu A2.

g) Odrediti automat koji prepoznaje sve neprazne reqi koje ne prepoznaje automat A1.

d) Odrediti automat koji prepoznaje sve reqi koje prepoznaju i automat A1 i automat A2. Da li
je takav automat optimalan?

RexeƬe. a) Automat A1 prepoznaje reqi aaab i baaab, a automat A2 prepoznaje reqi a, abb i i
babbb.
Za sve reqi dajemo u kom su staƬu automati A1 i A2 kada ih proqitaju:

reqi ε a b abba baba aaab abb baaab aabaabb bbabbb
A1 0 1 0 1 1 2 0 2 0 0
A2 0 1 0 2 2 2 1 2 2 1

b) Automat A1 prepoznaje reqi koje se zavrxavaju na ab.
Ove reqi moжemo opisati i kao: ...ab.

Automat A2 prepoznaje reqi koje imaju taqno 1 slovo a.
Ove reqi moжemo opisati i kao: bkabℓ, k, ℓ ∈ N0.

v) Regularna gramatika G1 = (N1, T1,Π1, σ
∗
1) data je sa: N1 =

{
0, 1, 2

}
, T1 = {a, b},

Π1 =
{
0 → a1, 0 → b0, 1 → a1, 1 → b2, 2 → a1, 2 → b0, 2 → ε

}
i σ∗

1 = 0.

Regularna gramatika G2 = (N2, T2,Π2, σ
∗
2) data je sa: N2 =

{
0, 1, 2

}
, T2 = {a, b},

Π2 =
{
0 → a1, 0 → b0, 1 → a2, 1 → b1, 1 → ε, 2 → a2, 2 → b2

}
i σ∗

2 = 0.

g),d)
A1 ∧ A2:

b b b

a

a

a
a

b a

a

a b

bb

0,0 0,1 0,2

1,1 1,2

2,22,1

Q

A 1:
neprazne

a

a

b
b

b

b

a
a

e 1 2

0

Ovde smo poqetno staƬe podelili na 2 staƬa: e koje odgovara praznoj reqi ε i 0 koje odgovara
svim nepraznim reqima u staƬu 0 u automatu A2.
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Automat A1 ∧ A2 nije optimalan jer se neprihvataju�a staƬa (0, 1), (0, 2), (1, 2), i (2, 2) mogu
spojiti u jedno neprihvataju�e staƬe Q.

PRIMER 6.6.10. Kolokvijum 2009.
Na slede�im slikama su predstavƩena 2 konaqna automata A1 i A2.

A1:

b b b

a a

a
0 1 2 A2:

a,b

a,b

a b

b
a

0 1 2

4

a) Ispitati koje od narednih reqi

ε, a, b, abba, baba, aaab, abb, baaab, aabaabb, bbabbb

prepoznaje automat A1, a koje automat A2.

b) Ispitati koje sve reqi prepoznaje automat A1, a koje automat A2.

v) Odrediti regularnu gramatiku G1 = (N1, T1,Π1, σ
∗
1) koja odgovara konaqnom automatu A1, kao i

regularnu gramatiku G2 = (N2, T2,Π2, σ
∗
2) koja odgovara konaqnom automatu A2.

g) Odrediti automat koji prepoznaje sve neprazne reqi koje ne prepoznaje automat A2.

d) Odrediti automat koji prepoznaje sve reqi koje prepoznaju i automat A1 i automat A2. Da li
je takav automat optimalan?

RexeƬe. a) Automat A1 prepoznaje reqi abba, baba i aabaabb, a automat A2 prepoznaje reqi a, b,
baba, aaab, baaab, aabaabb i bbabbb.
Za sve reqi dajemo u kom su staƬu automati A1 i A2 kada ih proqitaju:

reqi ε a b abba baba aaab abb baaab aabaabb bbabbb
A1 0 1 0 2 2 1 1 1 2 1
A2 0 1 4 2 4 4 2 4 4 4

b) Automat A1 prepoznaje reqi koje imaju paran broj, 2k, slova a, gde je k > 1.

Automat A2 prepoznaje neprazne reqi koje ne poqiƬu sa ab.
Ove reqi moжemo opisati i kao: b... ili aa...

v) Regularna gramatika G1 = (N1, T1,Π1, σ
∗
1) je: N1 =

{
0, 1, 2

}
, T1 = {a, b}, Π1 =

{
0 → a1, 0 → b0,

1 → a2, 1 → b1, 2 → a1, 2 → b2, 2 → ε
}

i σ∗
1 = 0.

Regularna gramatika G2 = (N2, T2,Π2, σ
∗
2) data je sa: N2 =

{
0, 1, 2, 4

}
, T2 = {a, b}, Π2 =

{
0 → a1,

0 → b4, 1 → a4, 1 → b2, 1 → ε, 2 → a2, 2 → b2, 4 → a4, 4 → b4, 4 → ε
}

i σ∗
2 = 0.

g),d) Automat koji prepoznaje sve neprazne reqi koje ne prepoznaje automat A2 dobijamo od au-
tomata A 2 tako xto poqetno staƬe 0 stavimo da je neprihvataju�e jer ono odgovara samo praznoj
reqi ε.

A1 ∧ A2:
b

a

a
b

a

a a

a

a

b

b

b

bb

Q

0,0 0,4

1,1 1,4

2,2 1,2 2,4

A 2:
neprazne

a,b

a,b

a b

b
a

0 1 2

4

Automat A1 ∧ A2 nije optimalan jer se neprihvataju�a staƬa (1, 2) i (2, 2) mogu spojiti u jedno
neprihvataju�e staƬe Q.
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6.7 Rezime

U ovoj glavi smo prvo uveli osnovne pojmove vezane za konaqne automate. U drugom poglavƩu smo
detaƩno razmotrili sve sluqajeve koji mogu da se pojave prilikom komplementiraƬa automata
A . U tre�em poglavƩu smo detaƩno razmotrili oba sluqaja za spajaƬa automata i A1 ∧ A2 i
A1 ∨ A2. U qetvrtom poglavƩu intuitivno uvodimo pojam minimizacije automata i dajemo neke
veze sa relacijama ekvivalencije. U petom poglavƩu smo uveli pojam regularnih gramatika i kako
se one povezuju sa konaqnim automatima. Xesto poglavƩe sadrжi mnoxtvo ispitnih zadataka koji
su detaƩno rexeni i ilustruju gradivo iz svih prethodnih poglavƩa.

6.8 PitaƬa za proveru znaƬa

94. Dati definiciju konaqnog automata A = (S,U, f, P, s∗). Koliko ima skupova me�u S,U, f, P, s∗?

95. Kada komplementiramo automat A sa n staƬa koliko staƬa ima novi automat A ? Xta mu je
poqetno staƬe?

96. Kada spojimo automat A1 sa n staƬa i automat A2 sa m staƬa koliko staƬa ima novi automat
A1 ∧ A2? Xta mu je poqetno staƬe?

97. Kada spojimo automat A1 sa n staƬa i automat A2 sa m staƬa koliko staƬa ima novi automat
A1 ∨ A2? Xta mu je poqetno staƬe?

98. Koja je razlika izme�u automata A1 ∧ A2 i automata A1 ∨ A2?

99. Prilikom kombinovaƬa automata A1 = (S1, U1, f1, P1, s
∗
1) i A2 = (S2, U2, f2, P2, s

∗
2), objasniti da

li automati A1 ∧ A2 i A1 ∨ A2 imaju isto poqetno staƬe? Xta su poqetna staƬa automata A1 ∧ A2

i A1 ∨ A2?

100. Prilikom kombinovaƬa automata A1 = (S1, U1, f1, P1, s
∗
1) i A2 = (S2, U2, f2, P2, s

∗
2), objasniti

da li automati A1 ∧ A2 i A1 ∨ A2 imaju ista prihvataju�a staƬa? Xta su prihvataju�a staƬa
automata A1 ∧ A2 i A1 ∨ A2?

101. Definicija ujednaqivih staƬa automata. Ako su staƬa s1 i s2 ujednaqiva, koja su jox staƬa
ujednaqiva za svaki ulazni simbol u?
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151


