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PREDGOVOR

Predmet Mehanika se nalazi u planu i programu studijskih programa:
Automatika 1 sistemi upravljanja vozilima, EkoloSki inZenjering i Nove
energetske tehnologije na Akademiji tehni¢ko-umetnickih strukovnih studija
Beograd, Odsek Visoka Skola elektrotehnike i1 racunarstva. Ova zbirka zadataka
namenjena je, prvenstveno, studentima ovog odseka koji slusaju predmet
Mehanika, ali moze posluziti i studentima drugih visokih tehnickih skola.

Zbirka je nastala kao rezultat viSegodiSnjeg rada na izvodenju nastave iz
predmeta Mehanika na Odseku Visoka Skola elektrotehnike i raunarstva i ima za
cilj da olaksa studentima savladavanje gradiva i uspesno polaganje ispita.

Gradivo je podeljeno u Sesnaest poglavlja, koja pokrivaju Cetiri posebne
celine mehanike: statiku, kinematiku, dinamiku tac¢ke 1 dinamiku sistema. Prvih
sedam poglavlja se odnosi na statiku, Cetiri poglavlja na kinematiku, tri na
dinamiku tacke i dva na dinamiku sistema. Prolazak kroz ova poglavlja, redom
kojim su organizovani, omogucava studentima da nauce i sa lako¢om primenjuju
sve zakone i postulate mehanike. Ispred svake celine je dat pregled osnovnih
obrazaca koji ¢e se u toj celini primenjivati, kako bi se olakSalo savladavanje
gradiva.

Kako se mehanika kao nauka jako oslanja na matematiku, na kraju zbirke
je kao prilog dat pregled matematickih formula i izraza koji se primenjuju u ovoj
zbirci. Takode, kao prilozi su date i sledece tablice: tablice teZiSta linija i1 figura i
tablica osnovnih momenata inercije tela .

Autor ove zbirke se zahvaljuje recenzentima, mr Miliji DzZekuli¢u i dr
Sretenu Peri¢u, na svim korisnim predlozima i sugestijama, ¢ime su pomogli da
ova zbirka bude §to kvalitetnija i u funkciji studijskih programa kojima je
namenjena.

I pored najvece paznje s kojom je pristupljeno izradi i recenziranju ove
zbirke, moguce je da su se potkrale neke greske. Autor ¢e biti zahvalan svim
Citaocima koji mu ukazu na njih, ali ¢e, takode, biti zahvalan i na svim predlozima
1 sugestijama za dalje unapredenje zbirke.

Beograd, 2022

Autor
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STATIKA- obrasci

OBRASCI ZA STATIKU

Sila (ﬁ' ) je vektor i potpuno je odredena:

o pravcem,

O Ssmerom,

o intenzitetom i

o napadnom tackom.

Zapis sile kao vektora se definiSe izrazom: F=X-T+Y T+ Z- k,
U statici, sila je klize¢i vektor,

Rezultanta sila je sila koja menja dejstvo svih sila koje deluju na neko telo
i dobija Se:ﬁR =y, ﬁi i ova sila spaja pocetak prve i kraj zadnje sile i tako
se zatvara poligon sila,

Ukoliko se poklapaju kraj zadnje sile i pocetak prve — rezultanta je jednaka
nuli,

Uravnotezavajuca sila sili ﬁR = —FR

Ukoliko na telo deluje neka sila Fiako je 7 vektor poloZaja te sile u odnosu
na neku tacku O (osu) , onda je moment sile za tu tacku: M=
#xF, a intenzitet je M = rFsin (r, F)

Spreg sila ¢ine dve sile istog intenziteta, paralelnih pravaca, a suprotnog
smera,

Moment sprega sila je:1\7f = dxF, pri cemu je d najkrace rastojanje izmedu
pravaca dejstva sila.

Ukoliko na telo deluje nekoliko momenata, onda je rezultujuci
moment:M; = Y7, M;

Ukoliko na telo deluje suceljeni sistem sila, onda je za ravnotezu tela
potrebno da bude zadovoljen uslov: Y1, F"l- =0,

Ukoliko na telo deluju sile ¢ije se napadne linije ne seku u jednoj tacki, telo
¢e biti u ravnotezi ako i samo ako je vektorski zbir svih sila jednak nuli
(X", F, = 0) i ako je zbir momenata svih tih sila u odnosu na neku
proizvoljnu tacku jednak nuli My = Y7, M;=0.

Koordinate tezista C neke figure su:

_ AA; - y;
yC . A
=1
n
. AAL “Zj
Z, = A



STATIKA- obrasci
pri ¢emu su: x;,y;i z; koordinate teZista i-te figure.

Koordinate tezista C homogene linije se odreduju:

pri ¢emu su: x;,y; i z; koordinate tezista i-te linije.

Sila trenja uvek deluje po pravcu kretanja, suprotno od smera kretanja tela i

proporcionalna je koeficijentu trenja u i normalne reakcije veze:
E,=u-N.

Koeficijent p je staticki koeficient trenja, koji treba razlikovati od

kinematskog koeficienta trenja.

U sluc¢aju da se radi o klizanju jednog tela po drugom, javlja se staticki

koeficijent trenja klizanja, a u slu¢aju da se jedno telo kotrlja po povrsini

drugog tela, u pitanju je trenje kotrljanja.



1. SILA KAO VEKTOR

ZADATAK 1: Odrediti rezultantu zadatog sistema sila (geometrijski) ako su im
intenziteti F1=3 kN i F>=6 kN.
ﬁl FZ

b
<

Slika 1.1
Resenje:
Kako se radi o kolnearnim silama, sila je klize¢i vektor, a pozitivan smer x ose je
sa leva na desno (slika 1.1), rezultanta ¢e biti: Fr = F; — F, =3 —6 = —3kN

ZADATAK 2: Pokazati da je zadati prostorni sistem sila u ravnotezi.

F,(1kN, 6kN,7kN),
F,(0kN, 1kN, —4kN),
F3(—1kN,—7kN, —3kN).

Resenje:
Xp=X1+X,+X3=(1+4+0-1)kN = 0kN,
Yo=Y +Y,+Y;=(6+1-7)kN = 0kN,
Zg=Z21+Z,+7Z3=(7—4-3)kN = 0kN,
Fr=\X3+Y2+ZiFr==+v02+02+02=0Nm

ZADATAK 3: Razloziti silu F = 5kN na komponente, ¢iji su pravci zadati
uglovima a=40° i f=20° i izraCunaj njihov intenzitet (slika 1.3.1.).

Resenje:

Zadatak reSavamo primenom
sinusne ili kosinusne teoreme,
anaosnovu slika 1.3.1. i
1.3.2.

|F|=F Slika 1.3.1. Slika 1.3.2.

F = \/[F? + F? — 2F,F, cos 120° - kosinusna teorema

F Fq Fy .
; = — = — - slnusna teorema
sin120° sin 20° sin 40°

3



Iz trigonometrijskog kruga vidimo odnos vrednosti trigonometrijskih vei¢ina (slika

1.3.3)
120°

F Fy sin120°
- =— => F1: F ' — 2
sin120° sin20° sin20°
30° 1

F,=5kN - 0,3420 - — \ j

\/_
| sin 120° = cos 30°

F,=1,977 kN

F _ F . o I o
n120° _ sin4oc — F,sin120° = F - sin 40 Slika 1.3.3.

sin 40°

z sin120°
F - sin 40°

Fp=————
2 cos 30°

)

3
= 3,71kN

Kosinusnom teoremom se, naravno, dobijaju isti rezultati.

ZADATAK 4: Razloziti silu F = 100 N datu na slici 1.4.1.na komponente F; i F,,
Ciji su pravci dati na slici. Komponenta F; zaklapa ugao od 45°, a sila F, 30° sa

silom.

Resenje:

300

45

Slika 1.4.1. Slika 1.4.2 Slika 1.4.3.



Graficko rastavljanje sile Fna komponente 17"1 i 17“2 dato je na slici 1.4.2. Analiticki
¢emo odrediti intenzitet komponenti primenom sinusne teoreme, a na osnovu slike

1.4.3..
F F . sin 45° 0,707
= ,paje F, =F——=100 —=73,19N
sin 105° sin45° paJe I sin 105° 0,966
F F sin 30°

= paje F; = 100

. —L_ =100 2> =51,76 N
sin105° sin 30° 0,966

sin105°
Provera kosinusnom teoremom:

F?= F,*+ F,* - 2- F, - F, cos 105° = 2679,10 +5356,77 + 1969,92= 1005,79
pa je F =100, 02 N.

ZATAKAK 5: Odrediti zbir tri sile: F;, F, i F5, ¢ije su projekcije na ose:
X1=6 kp, Y1=3 kp, Z1=12 kp; X2=3 kp, Y2= -7 kp; Z>=1 kp; X3=5kp, Ys=2kp i
Z3= - 8 kp.

Resenje:
Xp=X1 + X, +X; =6kp+3kp +5kp= 14kp
Yo=Y +Y, +Y;=3kp+ (-7)kp + 2kp = —2kp
Zp=2y+Zy +Z3 =12kp + 1kp + (—=8)kp = 5kp

Fr= |XZ + Y2 + 2% =142 + (-2)2 + (5)2
Fr=1196 + 4 + 25 = /225 = 15kp

cos q = SR — 14kp _ 0,933 = a = arccos 0,933 = 21,09°
Fr 15kp

cos f=R=_2P _0133 = g = arccos 0,133 = 83,35°
Fr 15kp

cosy = ZR _ Skp _ 0,333 = y = arcos0,333 = 70,55°
Fr 15kp

ZADATAK 6: Zapisati u vektorskom obliku silu F i odrediti vrednost intenziteta
sile ako se znaju koordinate tacaka A (2,2,2) m i B (4,4,5)m, izmedu kojih se
prostire vektor sile (slika 1.6.).

Resenje:

PoloZaj sile F u prostoru je u potpunosti definisan vektorom 7 5. Stoga ¢e projekcije
sile F na koordinatne ose biti jednake projekcijama vektora 7,5 na koordinatne ose
(slika 1.6.).

Stoga je:
Tap = F = (xg —x)T+ (Yp — ya)j + (zg — 2a)k =

= (4—2)T+ (4—2)]+ (5—2)k = 20 + 2j+3k



|75l = |F| = V27 +22 +32=V17 = 4,12N

F=X{+Yj+Zk =Ei+ F,] + Fk = 27 + 2j+3k

A
z
AT P =7\
,/, FZ 2z ,/, :
e ‘ !
7 R = ,' 1
ditmoooddlonooo e ,_r"___F__ , 1
:&e' A i B 1
1 Fyy "‘\.Q 1 :
T N A R ] i
1 i 1 :
1 :
B A Pa~ L : I 4
1 Tx g AT ~ & P i L’
' A xy v
B ot
x Mmoo
BI

Slika 1.6.: Projekcija sile na ravni i koordinatne ose

ZADATAK 7: Data je sila |[F| = 900N i uglovi kao na slici. Odrediti vrednosti
projekcija, kao i uglove ¢ i @ (slika 1.7.).

Resenje: 7

B
F A(3,4,0)
~ B (0,0, 3)
C (0, 4,0)
D (3,0,0)

A
X
Slika 1.7. Tap = (xp — x)1(Yg — Yy + (Zp — z0)%

F15 = (0=3)+ (0—4)j + (3+0)%



15 = =37 — 47 + 3k
|?AB| =+ 32 + 4‘2 + 32
|FAB| = V9+ 16+9
|75 = V34 = 5,83m
Jedini¢ni vektor E; se dobija:

R Tapg —31—47+ 3%

|rAB| 5;83
Vrednosti projekcija sile F na ose x,y i z su:
F=F-I; =900-(—0,5147 — 0,686] + 0,514k)

F = (—462,61 — 617,47 + 462,6k) N
F =

= —0,5147 — 0,686 + 0,514k

F2? + F? + F2 = \[(—462,6)2 + (—617,4)% + 462,6% = 899,55 ~ 900N

F., = |F2+FE?=./(-462,6)% + (—617,4)2 = 771,47N

F 771,47
cosf = = =
F 900

= 0,857, 0 = arccosf = 31,02°

—462,6
—-771,47

cosp = = 0,599, ¢ = arccosp = 53,20°

ZADATAK 8: Odrediti rezultantu tri suceljene sile, ukoliko su F; = F, =
10 kN, F3= 10 kN, a uglovi: a;= 30°, a,= 150° a3=270° (slika 1.8.1.).

Resenje:
Na osnhovu trigonometrijskog kruga, vidimo da je:
- sina =sin 30°=0,5,
- cos a = cos 30° =0,866;
- €0s 150 ° = cos (180° - 30°) = - cos 30° = - 0,866;
- sin 150° =sin (180° - 30°) = sin 30° =0,5;
- sin270°=-sin90°=-1
- €0s270°=cos90°=0

Unec¢emo vrednosti projekcija sila u tabelu, koriste¢i trigonometrijski krug (slika
1.8.2).



(-13) (01 (1 \B\ (cosO sin 0)

s Q\z 2 )— L T™2/5 .
A (2 2) T 2 2)
(-V3 1) & (V3 1)
F (2 2)/ %5, ¥ J6 \ 22)
— 1 S ‘
Fz a {/ \5%\ ?
2 (-1,0) [4189 s 91'97!‘=-21!‘—1(1r 0)
aq \\ /
> (-\/3 llj /(Q ;)
i — 2 ' 279
3\ F3 (=2 2 (2 =2\
N { 2 1 7L\ /!li 13\\ 272 )
(2772) @1 272)
Slika 1.8.1. Slika 1.8.2

Sila Vrednost Projekcija na x osu Projekcija na y-osu
sile[kN] Fi,= F;-cosa; [kN] Fi,= F; - sina; [kN]

F; 10 10 - cos 30° = 8,66 10-sin 30°=5

F, 10 10 - cos 150° = - 8,66 10-sin 150° =5

F; 5 10-c0s270°=0 10-sin270°=-10

Zbirovi projekcija svih sila na x-osu i y-osu su:

Y X; =8,66—8,66+0=0KkN,

YY;=5+5-10=0KkN.

Kako su vrednosti zbirova projekcija sve tri sile na i na x i na'y osu jednake nuli, to
znaci da je rezultanta Fr = 0 kN, odnosno dejstvo sila se medusobno ponistava. Pod
dejstvom ovih sila se telo nalazi u mirovanju.

ZADATAK 9: Za sile prikazane na slici 1.9.1. odrediti odgovarajucu rezultantu.
Resenje:

Prikaza¢emo u tabeli sve sile preko njihovih projekcija na x 1y osu, a na osnovu
slike 1.9.1. Intenzitet rezultante je:

= J(=2)2 + (3)2= V13 =3,61kN



U tabeli 1 je dat prikaz projekcije svih sila na ose x i y, anaslici 1.9.2. je graficki
prikazana rezultanta sila.

Tabela 1
Projekcija Projekcija Zapis sile u
Sila | silenaxosu | silenay osu vektorskom
[kN] [kN] obliku [kKN]
F, 1 3 F,=17+37
F, 2 1 F,=21+17
Fy 3 -2 F=31-2]
F, -1 -1 F,=-17-17
Fs -5 -1 Fo=-517-17
F, -2 3 Fo=-27+37
Fg -2 3 Fp = -221+37
A A
y [kN] y [kN]
| F 3 | 2
2 fFl h\‘ 2
\\l / FRNd

x=[kN] S x=[kN]

\

\

A

i
N

A

" F, \Q‘

Slika 1.9.1. Slika 1.9.2.

ZADATAK 10: Odrediti rezultantu tri sile prikazane na slici 1.10., ukoliko je F; =
200N, F, =300N i F; =400N. Za proratun Kkoristiti unete dimenzije
paralelograma na slici (a =2m, b=3m, c= 4m).

Resenje:

Da bismo odredili rezultantu, potrebno je da sve sile zapiSemo u vektorkom obliku.
Svaka sila moZze se prikazati u vektorskom obliku kao proizvod intenziteta sile 1
jedini¢nog vektora po pravcu razmatrane sile. Zato je potrebno da prvo odredimo
koordinate tacaka paralelograma.

A (2,0,0); E(0,3,0);

B (2,3,0); F(0,3,4);

C(2,3,4); G(0,04);

D (2,0,4) 0 (0,0,0).



D Jedini¢ni vektori se definiSu:
> _Ta.> _TBF = _TBG
€ga— — »€Br— ___ .€BG—

rBA 14: 7 TBG
>

A

Slika 1.10.

Tga = (Xa-xg)* T+ (Va-¥Yp) ]+ (24-2p) k
For =(2-2)- T+ (0—3)-7+(0—0) k
Foa=0-7-3-7+0 k

?BA = V02+32+02

FBA=3;

- _—3j_ -
€pa=—"="-]

3
Tgr = (Xp-xp)* U+ (Vr-YB) "]+ (2 - Zp) k
For =(0-2)- T+(3=3)-J+(4—0) k
Fop=-2-1+0-J+4-k

FBF = V22+02+4’2

FBF=m;
FBF:VZO;
Bop= 2 LTOTRY K 04477 +0-7 +0,894 K

4,472
Tpe = (X —xg)* T+ (Vg —¥p) T+ (2 _fB)' k
o =(0—2) - T+(0—3) -j+(4—0) K
Fog=—2-1—3-J+4-k

Foo = NEFT IR

773(;:@

5 —2-1-3-j+4-k _
€pe =

= —0371-7 — 0,557-] + 0,743« k
5,385
10




F,=200-(—7) = —200-7

F,=300-(—0447 -7 +0 -7 + 0,894 - k)=—1341-7 + 2682 - k

Fy=400-(-0,371- 7 - 0,557- ] + 0,743 k)

Fy=—1484-7 — 2228742972k

Fp=(—134,1- 1484) - T + (—200 — 222,8) - J + (268,2+297,2) - k
Fp=—12825-7 — 4228 -] + 5654 - k

|Fe| = Fr = /(—282,5)% + (—422,8)? + 565,42
Fr = 760,42 N

ZADATAK 11: Na telo deluju tri suéeljene sile (F; = 300N, F, = 350 N,i F; =
150 N), kao na slici 1.11.1.Potrebno je odrediti njihovu rezultantu i odgovarajuce
uglove koje sila zauzima prema koordinatnim osama, ako su dati uglovi sa slike:
a; = 30°i az = 45°.

Resenje: A
;
1

Slika 1.11.1. Slika 1.11.2.

Vrednosti projekcija sila na kooordinatne ose su:

Fi, = —F;cos30°=—300-cos30° = — 259,8 N

= F;sin30° = F; cos 60° =300 - cos 60°= 150 N

Fy, = F,c0s90°=350-0=0N

F,, = F, =350N

F3, = F;3cos45° =150 - cos45° = 106,05 N

Fiy, = F3sin45° =150 - sin45° = 106,05 N

Rezultujuéa sila je:

FR = (- 2598+O+10605) T+ (150 + 350 + 106,05) -
Fr = —153,75 7+ 562,10 - k — vektorski zapis

Intenzitet rezultante je:

Fr= |Fg +Fg, =/ (—153,75)2 + (562,10)2=582,75N,

11



Rx _ —15375

cosa =% =— =0 —0,263; paje a = arccos(—0,263) = 105,30°,
_ Fry _ 56210 _ . _ .
cosf = r " sez75 = 0,96, pa je p = arccos 0,9645 = 15,30°.

ZADATAK 12: Grafi¢ki odrediti rezultantu sila datih na slici 1.12.1..

Resenje:
Sile koje su zadate (slika 1.12.1.) formiraju poligon sila (slika 1.12.2.) i rezultanta
je sila Fy.

Slika 1.12.1. Slika 1.12.2.

ZADATAK 13: Postojec¢im silama na slici 1.13.1. dodati silu F5 tako da rezultanta
svih sila bude nulasila.

Resenje:
Prvo ¢emo odrediti rezultantu zadate 4 sile (slika u sredini). Da bi poligon sila bio
zatvoren, postoje¢im silama dodajemo silu Fg, koja je istog pravca, intentiteta ali
suprotnog smera od rezultante 4 zadate sile.

A

Fy

Slika 1.13.1. Slika 1.13.2. Slika 1.13.3.
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2. SUCELJENI SISTEM SILA

ZADATAK 1: Silom F je, preko malog kotura, nategnuto uze ABC tako da u
njemu nastane sila S intenziteta 600 N (slika 2.1.1). Za ravnotezni polozaj prema
slici odrediti intenzitet, pravac i smer sile F iugao o.

S
30

»
|

o 45

T

S
Slika 2.1.1. Slika 2.1.2. Slika 2.1.3.

Resenje:

Potrebno je prvo osloboditi sistem od veza i uvesti reakcije veza, odnosno uvesti
sile reakcije veza (slika 2.1.2.). Na osnovu slike 2.1.3. pisaéemo potrebne
jednacine.U ovom slucaju imamo dve nepoznate, Sto znaci da nam trebaju i 2
jednacine.

Kako imamo slucaj suceljenog sistema sila, potpuno dovoljan i neophdan uslov je
da zbir projekcija svih sila na dve medusobno upravne ose bude jednak nuli, §to
znaci da ne postoji mogucnost pomeranja sistema po X i y 0si. 1z takve dve jednacine
dobi¢emo i intenzitet trazene sile i vrednost ugla o.

1) YXXx;=0: — F - cosa + S -sin30° + S - cos45° =
F:cosa =S - (sin30° + cos45°)

F-cosa=S-(?+§)

V3 V2
S (5 +3) 42426
F = =
cosa cosa
(2) Yy, =0: — F-sina + S - cos30° — S - cos45° =0

F - sina = S(cos45° + S - cos30°)
Fsina = 600 (2 —2)

F - sina = 519,6 — 424,26
o 9534

sina

13



Kada izjedna¢imo krajnje izraze iz jednacine (1) i jednacine (2) dobi¢emo veli¢inu

trazenog ugla o
424,26 95,34

cosa sina

sina _ __ 9534

o ga = 12426 0,2247,paje: a = +12,66° — pravac sile F

Sada se iz prve jednacine moze odrediti intenzitet sile F:
424,26 424,26
= = = 434,83 N

cosa  cos12,66°

ZADATAK 2: Za konac ABC u¢vrséen je, pomocu prstena u tacki B, teg teZzine
G = 300N. Konac je u tatkama A i B prikacen za zid (slika 2.2.1). Ukoliko je a =
45°, B = 60°, odrediti sile u delovima konca AB i AC.

Resenje: a b
BY P
\ 2 C
B C o~ \\ ,/,
REN s
a ﬁ N SAB SAC
G A

A
¢ §=¢
Slika 2.2.1. Slika 2.2.2. Slika 2.2.3.

Da bismo odredili ukupnu silu u uzetu koja deluje u tacki A, preseci ¢emo uze iznad
tega. Jasno je da je sila S = G (slika 2.2.2). Na slici 2.2.3 je izvrSeno zamisljeno
presecanje konca u 3 tacke. Na mestima preseka, pojavljuju se sile koje zamenjuju
dejstva ostalih delova sistema. Ako sada odvojimo teg i posmatramo ostatak, silu S
treba uravnoteziti sa silama u uzetu Syg i Sy¢ (Slika 2.2.3).

Da bi tacka B bila u miru, projekcijom sila koje deluju u tacki B na koordinatne ose
dobijamo sledece jednacine:

1) XX;=0 - S,c-cos30° — Sy - cos45° =0
(2 XY, =0-S,5c0os45°+ Sy cos60°—G =0

1z jednacine (1) dobijamo:
Sup - €c0s45° = S5, - cos 30°

14



cos 30°
cos 45°

=d4c”

Sag = Sac "

Jiel8be

NG
Sap = Sac- Y

U jednacinu (2) sada mozemo zameniti silu S, dobijenim izrazom iz jednacine (1):

SAC-g-cos45°+SAC-cos6O°—G=O
Ve V2

1
Sac 5 tSac ;=0

2
SAC =G- 1+\/§
Sada je:
Sac =300-0,73 = 219,78N

6
SAB = SAC ' \/2__ = 269,23 N

ZADATAK 3: Za konac AB, u¢vrsc¢en je u tacki B teg tezine P. Za tacku B
ucvrscen je drugi konac BCD, Koji je prebacen preko nepokretnog kotura i zategnut
tegom Q = 150 kN (kao na slici 2.3.1). Odrediti silu u koncu AB i tezinu tega P
ako je o = 45°, f = 60°.

Resenje:
Na slici 2.3.1 je izvrSeno zamisljeno presecanje konaca u 3 tacke.

Slika 2.3.1. Slika 2.3.2. Slika 2.3.3. Slika 2.3.4.

Da bi sistem bio u stanju mirovanja, potrebno je da rezultantna sila u bilo kojoj tacki
sistema, bude jednaka nuli. Na mestima preseka, pojavljuju se sile koje zamenjuju
dejstvo ostatka sistema. Ukoliko sada posmatramo deo konca koji pridrzava teg
tezine Q, I posmatramo odseceni deo sa teretom Q (slika 2.3.4.), izjednaavanjem
po y osi prisutnih sila, dobijamo daje S, = Q.

15



Na osnovu slike 2.3.2. (zamisljeno presecanje konca iznad tereta tezine P) mozemo
zakljuciti da je: S = P.

Da bi tacka B bila u mirovanju, projekcijom sila koje deluju u tacki B na
koordinatne ose dobijamo sledece jednacine (slika 2.3.3.):

(1) XX;=0—- —S;-cos45°+ S, -cos30°=0
(2) XY, =0-S;-cos45°+ S, cos60°—P =0

1z jednacine (1) dobijamo:
S1-cos45° =S, - cos 30°
S =g cos 30°
1792 cos45°

$1=Q-

2
1z jednacine (2) sada mozemo dobiti vrednost sile P:

IS 15

_n¥3_
= Q= = 184,04N.

P =S5;-cos45°+ S, - cos 60°
V2 1 V3 2 1 0
P = — =) . —==-(1
Sitg Sy =0 gt =g 143
P= 150 - (V3 + 1)kN

P = 409,5kN

ZADATAK 4: U tacki K se nalazi nepomic¢ni kotur (slika 2.4.1), preko koga je
prebacen kanap, na ¢ijem jednom kraju je okacen teg P=10kN. Drugi kraj kanapa
je privezan za tlo u tacki C. Nepomicnost kotura se obezbeduje pomocu 2 laka
Stapa, koji su u tackama A i B povezani za tlo. Odrediti reakcije F, i Fp.

Resenje:
Nakon zami$ljenog presecanje Stapova i kanapa, vidimo da imamo 3 reakcije veze,

a kako je trougao CBK jednakostrani¢ni , sile u Stapovima CK 1 BK ¢e biti jednake
(S, = S3). Uslovi ravnoteze se na osnovu slike 2.4.2 mogu zapisati:

(1)ZXi=O—>51+P-c0530°+P-cos60°=0

(2)ZYi=O—>P-cosSO°+P-cos6O°—52=O

1z jednacine (2)—» S, = P - cos 30° + P - cos 60°

V3 1
S, =10 — +10-=
2 7t 2
S, =5-(3+1)
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S, = 13,65kN

Slika 2.4.1 Slika 2.4.2

1z jednacine (1)= S; = —P - cos 30° — P - cos 60°
S1 = —10" (cos 30° + cos 60°)

V3 o1
51=—10-(7+E)

Si=-5-(V3+1)
S, = —13,65kN

Kako su reakcije u osloncima jednake po pravcu i intenzitetu silama u
odgovarajuc¢im Stapovima, a suprotnog su smera, to je F, = Sy, Fg = S,.

ZADATAK 5: Tocak C je pomocu uzeta AE prikacen za vertikalni zid u tacki E
(slika 2.5.1). Tezina tocka je G = 10kN. Odrediti reakciju zida Fg i silu u uzetu,
ako je poznat ugao a = 30°.

Resenje:

Oslobadanjem od veza tocka C, dobijamo silu Fg, kao reakciju zida u tacki dodira
B, silu S u uzetu (klize¢i vektor, prolazi kroz teziste C tocka), u pravcima i
pretpostavljenim smerovima, kao na slici 2.5.2. Zajedno sa tezinom tocka G, ove
suceljene sile grade trougao sila (slika 2.5.3).

Zadatak moZemo reS$iti na dva nac¢ina.

I nacin:iz poligona sila (slika 2.5.3):

G S G 10kN 10kN 20\/3
- = — -5 = = =—7 kN = 23,12 kN
sin(90°-x)  sin 90° cosa  co0s30° vs
2
Fg S 20V3 1 10+/3
= > Fg =S =—- kN =——kN
sino  singpe [T Ssma =gy 3

17



el

Slika 2.5.1 Slika 2.5.2 Slika 2.5.3

11 nadin : analiti¢ki iz uslova ravnoteZe (slika 2.5.2):

MDXYXX;, =0— S:sina-Fz=0
2)YY, =0-> S-cosa-G=0

1Z jednacine (2) — S-cosa = G ,paje:
G
S = = 23,12kN

) cos X
Iz jednacine (1) —» F = S - sina , 0dnosno:

Fy =%§k1\/

ZADATAK 6: Homogeni cilindar, teZine G = 100N, se oslanja u tacki A na kosu
ravan, koja zaklapa ugao od a = 60° u odnosu na horizontalu, a u tacki B se oslanja
na ispust, kao naslici 2.6.1. Analiticki i graficki odrediti reakcije kose ravni i ispusta

Resenje:
Resi¢emo zadatak analiticki:
(1) X X;=0; Fgsina - F4sina =0,
(2) 2Y;=0; Fgcosa + F,cosa—G =0
1z jednacine (1) je:
Fgsina = Fysina, paje Fg = F4,

Sada je iz jednacine (2):
2-Fg- cosa = G,
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Slika 2.6.1 Slika 2.6.2 Slika 2.6.3

pa je:

G _ 100N
2:cosa 2 -0,5
Vrednost sila dobijamo i iz trougla sila (slika 2.6.3). Kako su uglovi izmedu sila svi
po 60°, sve sile su iste (100 N, u nazna¢enom smeru).

Fy = = 100 N.

ZADATAK 7: Kugla, tezine G, se oslonjena je na strmu (glatku) ravan u tacki A i
vezana je uzetom BC za podlogu (slika 2.7.1). Odrediti grafi¢kim i analitiCkim
postupkom iznose reakcije strme ravni u tacki A i sile u uzetu BC ako je zadano:
=500 N, a=45°, f=30°.

Slika 2.7.1 Slika 2.7.2 Slika 2.7.3

Resenje:

Kao 1 prethodni zadaci, 1 ovaj se moZe resiti na dva nacina. Prvi korak je pravilno
odredivanje uglova koje sile zauzimaju sa X i y osom. Ukoliko kuglu oslobodimo
od veze od podloge i zamislimo da preseCemo uze, dobi¢emo reakciju podloge N,
i siluu uzetu, Scp (slika 2.7.2). Trougao sila je prikazan na slici 2.7.3, a uradi¢cemo
zadatak analitiCki, projektovanjem na ose.
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(1) 2 X;=0; Scg - cos 30° - Nysin 45° =0,
(2) £Y; =0; Nycos 45° + Scpsin30°- G =0

1z jednacine (1) je:

V3 NER
Scg '~ = Na--, paje
Scp=0,816 Ny

Iz jednacine (2), zamenom S5, dobijamo:

Ny 2 +0,816 N, - 05 = G,
_ G _ 500N
(0,705 + 0,408) 1,113

N, = 449,24 N

Sada je:
Scp =0,816- 449,24 = 366,58N.

ZADATAK 8: Stapovi AB i BC su vezani za vertikalni zid i medusobno
zglobovima. «ABC = a (kao na slici 2.8.1). U zglobu C obesen je teret tezine G.
Zanemarujuci tezine Stapova odrediti silu koja pritiska Stap BC.

A N
y F2
F = -
— L.} G Fy
a
G
A2
Slika 2.8.1 Slika 2.8.2 Slika 2.8.3

Resenje:
Vektorska jednafina ravnoteze, u ovom sluéaju, glasi: ﬁl + ﬁ'z +G=0.
Projektovanjem ove jednacine (na osnovu slike 2.8.2) na koordinatne ose x i y
dobijamo:

(1) X X; =0: Fysinak — F, =0

(2) XY, =0: Fycosa-G =0

1z jednacine (2) je F; = a iz jednacine (1) se dobija: F, = G ‘tga.

cosa’

Zadatak se moze resiti i preko trougla sila, jednom od poznatih teorema.Sile u
osloncima su jednake odnosnim silama u Stapovima.
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ZADATAK 9: Klipna pumpa na slici 2.9.1 potiskuje fluid nad-pritiskom od p =
2kN/cm?. Princip rada je dat na slici 2.9.1. Povrsina klipa je A,=50cm?, a
Amax =20°. Odrediti silu u Stapu AB 1 bo¢nu silu klipa (zanemariti trenje i tezine
delova mehanizma).

Slika 2.9.1 Slika 2.9.2

Resenje:
Odnos sila koje u€estvuju u uspostavljanju ravnoteze se moze videti na slici 2.9.2.
Vektorska jednacdina ravnoteze suceljenih sila u tacki B je:

F, +S+ N =0,

pri ¢emu je N- reakcija veze pri kretanju klipa kroz cilindar.
Projektovacemo jednacinu ravnoteze na ose:

1DXX;=0: S-cosa —F,=0

XY, =0: — S-sina+ N =0.

SilaF, = p-A,=2-50= 100 kN.
1z jednacine (1) je: S = % =100+ cos 20°=106,42 kN
a iz jednacine (2) je:
N = Ssina = % - sina = F, - tga =100 tg 20° = 36,4 kN.

ZADATAK 10: Teret tezine G klizi (bez trenja) po strmoj ravni koja zaklapa ugao
a sa horizontalom (slika 2.10.1). Odrediti iznos sile F koja treba da deluje na teret
paralelno strmoj ravni da bi sistem bio u ravnoteZi. Odrediti silu kojom teret u
ravnoteZi pritiska strmu ravan.

Resenje:

Na telo deluje sila Zemljine teze, sila F i reakcija podloge N. Da bi telo bilo u
ravnotezi, sume projekcija svih sila na ose x iy treba da budu 0 (slika 2.10.2). Sila
G sa osom x zaklapa ugao (90° - «).Projektovanjem sila na ose, dobijamo:

(MDYXX;=0:G-cos(90°— a) — F = 0,pasledidaje: F =G sina
(2) XY, =0:N — G-cosa = 0,pasledidajeN = G -cos a.
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Slika 2.10.1 Slika 2.10.2

ZADATAK 11: Magacinskom dizalicom se pomo¢u uzeta podize teret P = 20kN.
UZe je prebaceno preko kotura A i kotura D (slika 2.11.1). Odrediti sile S; i S, u
Stapovima AB i AC.

Resenje:

Potrebno je prvo osloboditi sistem od veza i njihov uticaj zameniti silama -
reakcijama veza, odnosno nadomestiti dejstvo silama u Stapovima i uzetu. Sa slike
2.11.2 se vidi da imamo suceljeni sistem sila, pojavljuju se 2 nepoznate, pa su
potrebne 2 jednacine da se obezbedi da ne postoji moguénost pomeranja sistema po
osama X 1 y. ReSavanjem sistema od ove dve jednadine, dobijamo intenzitete
trazenih sila.

A

B / y
60 Sy -
300 2

30°
ST PR
§ - B 4 13
Slika 2.11.1 Slika 2.11.2 Slika 2.11.3

Uslovi ravnoteze, na osnovu slike 2.11.3, su:

1) >X;=0; S,-cos60°—35;-c0s30°—P-cos30°=0
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2) XY, =0; =P —P-c0s60°+S; - cos60°+ S, -cos30°=0
Zamenom poznatih vrednosti, dobijamo:
1) >X;=0; S5,-05-5,-0866—20-0,866=0
2) XY,=0, —20—-20-0,5+S5,-05+5,-0866=0
1z jednacine (1) izrazi¢emo Sy:
S,+05—-5;-0866 =17,32
17,32+5,-0,866

0,5

Kada se vratimo na jednacinu (2), 1 u nju uvrstimo dobijenu zavisnost S, od S;,
dobi¢emo trazene sile u Stapovima:
5:1-05+5,-0866 =30

S,+ 0,5+ 0,866 (34,64 + 1,732 5,) = 30
2.5, =30-299

0,1
2

SZ = = 34‘,64‘ + 1,732 ' Sl

S, = 0,05kN ~ 0

S, =34,64+1,732- 0,05 = 34,73kN
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3. MOMENT SILE | SPREGOVI SILA

ZADATAK 1: Odrediti momente za tacke A, B i C, ako su poznate sile i reakcije
veze. Sema je data na slici 3.1.

Yoo, | >
Resenje: <€ 5 _
= (04
! . X Gl ,
MA=—G-E+F-Slna-l, 4 F
M= +G-2—Y,-!
l Slika 3.1

l
MC=—YA-§+S-sina-E

ZADATAK 2: Dvesile, sila, F; - V2 i F,, deluju kao $to je prikazano na slici 3.2.
Odrediti rezultuju¢e momente za ose X,y i z, kao i rezultuju¢i moment za tacku O.

Resenje:

Prvi korak u resavanju ovog zadatka je razlaganje zadatih sila na komponente
(projekcije na ose Dekartovog koordinatnog sistema), kao i odredivanje vektora
polozaja napadnih tacaka sila.

Kako su stranice DE i EF jednake, sila F; -v/2 zauzima uglove od po 45° u
odnosu na stranice kvadra AF i AD, pa su vrednosti projekcija

Fir = FNZ -2 = 10kN=F; i F;, = 10kN =F,.

A

Fi, = —10kN

=
B A /f am F1, = —10kN
F N\ F, = 20kN
F1 @

¢ D
)/ 4m

Slika 3.2
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Sa slike, projekcije sila na ose izgledaju:
F; = (—-10,0,—10)kN
F, = (20,0,0) kN
Za odredivanje momenta, potrebno je odrediti vektore polozaja napadne tacke
sile. Zato su potrebne koordinate tacaka A i B:
A=(242)m
B =(2,02)m
Vektor polozaja tacke A se odreduje:
Toa= (X4~ %0) " T+ (Va-Yo)* J+ (ZA‘f) k=
=-0)-7+@40)-j+(2-0) k=
=2 T+4 j+2 k

Vektor polozaja tacke B se odreduje:

Top= (Xg=%0) - T+ (V-Yo) " J + (ZB'_)Z) k=

=(-0)-7+(0-0)-j+(2—-0)- k=

=2-7+0 j+2 k
Kako je moment sile za tacku vektor koji predstavlja vektorki proizvod vektora
polozaja napadne tacke i sile, proracun momenata za tacku O od strane sila Fl)
V2iF, je:

—

F_ = T —
M, = Toax F; =

_ DN =

-10

=7-(—40—-0)—7 - (=204 20) + k - (0 + 40) =
—40 -T4+0 -7+40 -k

. T ] k .
M2 =7FpxF, =2 0o 2[(=7-(0)+7-@0)+k-(20-0)
20 0 0

=—40 -
_)Ziz=1ﬁi - - T _
M, =Myt +My,-] +M, k =
= (-40 +0)- T +(0-40) - j+ (40 +0) - k
Dakle, momenti za ose X, y i z su, retrospektivno, M,, = —407; M,, = 40] i
M,, = 40k, pa je

| M§?=1ﬁi|: J(=40)? + 402 + 402

| W27 = 4073 kvim
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ZADATAK 3: Ukoliko na plo¢u oblika kao na slici 3.3.1 deluje sila F = 200 N,
odrediti momente sile za tacke A, B, C i D.

A 5m

< >lB A 5m B

Slika 3.3.1 .
Slika 3.3.2

Resenje:

Da bismo izracunali vrednosti momenta, potrebni su nam kraci sile. Kako napadna linija
sile F prolazi kroz tacku A, moment za tu tacku je jednak nuli.Kako je dat ugao od 30°,
spuStanjem normale na pravac dejstva sile dobijamo krake dejstva sile, d. i dg (slika
3.3.2):

dp = AD - cos30°=3-0,867 = 2,6 m
dg =AB -sin30°=5-0,5=25m

E,

Odgovarajuc¢i momenti su za tacke A, B i D su:
Mf = F.d; =200 - 0=0Nm Slika3.3.3

ME = +F.dy =200-2,5 = 500Nm

Mf =+ F.dj = 200- 2,6 = 520 Nm

Sto se tice tacke C, najlakSe ¢emo moment za nju izracunati ako silu F projektujemo na
ose X i y (slika 3.3.3). Pravac komponente E, prolazi kroz tacku C i nema moment, dok
komponenta E, ima moment, ali je potrebno odrediti vrednost kraka d.

dc =BC—-BE =BC—AB-tg30°=3-5:0,58 = 0,1m

Projekcija F, = F - cos30° = —200- 0,867 = 173,4N
Sada je: Mf = —F,-d; = —173,4-0,1 = —17,34Nm.

ZADATAK 4: Odrediti rezultuju¢i moment za ose 1 rezultuju¢i moment za tacku
O za sile koje deluju kao na slici 3.4.

Resenje:
Zadatak mozemo reSiti primenom matrica ili mozemo posmatrati sile odnosno
njihove projekcije na ose i definisati momente za ose i1 tacku O uz pomo¢ pravila
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desne ruke, vodec¢i ratuna da moment ne grade one komponente sile koja prolazi
kroz nelu tacku, a da moment za neku osu ne gradi ona komponenta sile ¢iji se
pravac a se sece sa tom osom.

A
7 Iy
F, = 20kN
Fy = 5kN —
S ‘
2 //\' 2
‘N =
O ... =~ A A .
I y
1
Im
X
3m
Slika 3.4
M = 0 — zato §to je sila F, paralelna Ox osi.
M,' = —F, - 2m = —20kNm
MZF1 = ( —zato Sto pravac sile F1 se¢e Oz osu +0O
-0
F.
M,® = F,-3m = 60kNm matematicki
M§2 = (0 — zato §to sila F, seCe osu Smerovi

M} = 0 — zato §to je sila F, paralelna Oz osi

— 2 2 2
M = F, - 2m = 10kNm Mo _\]Mx +My" My

MP? =0 — zato Sto je sila F; paralena O,, 0si
M = —F; - 1m = —5kNm

M, = /402 + (=10)2 + (=5)2

F M, =+V1725 = 41,53kNm
M,* = —F,-3m = —30kNm

M* = +F, - 1m = 10kNm
M!* = 0 — zato $to je sila F, paralelna osi 0,

z
Mx=ZM§i=o+60+10—30=40kNm

M, = Z Myt = =20+ 0 + 0 + 10kNm = —10kNm
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MZ=ZM§i=0+0—5+0= —5kNm

ZADATAK 5: Ukoliko na telo oblika pravougaonika (kao na slici 3.5) i mase
m=5kg ¢ija je kraca stranica a =2m, a duza 2a, deluje sila F = 105N, odrediti
sumu momenata za tacku O.Ubrzanje g = 10 sz

2a

Resenje:

T

Slika 3.5

2a
ZMO = +F-a—mg-7+F-2a=a(3F—mg)
ZMO = 2-(3-105 — 5-10) = 530Nm
ZADATAK 6: Pokazati da se sistem sila, koji deluje na pravougaonu plocu,

(slika 3.6.1) svodi na spreg i na¢i taj moment, ako je F; = 2V2 kN, F, = 2 kN i
2

Resenje:

2m Projektovanjem sila na ose x i y, dobijamo
da je suma svih sila na x osu jednaka nuli,
kao i suma projekcija na'y osu.

4m F3
Slika 3.6.1

V2 V2

F1x= F17=2\/§7=+2kN
V2 V2

Fi,= F—=2V2—=+4+2kN

sz: _F2:_2kN
F2y=0
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Kada se pogledaju vrednosti ovih projekcija, vidi se da imamo pojavu jednog
sprega sila — par sila ﬁly i 17"3y, dok se sile F"lx i 17"2x, kao kolinearne sile,
medusobno ponistavaju. Spreg sila gradi moment sprega sila i on je:

M, = — 2 kN - 4m = — 8kNm (negativan matematicki smer, slika 3.6.2)

Fyy

Slika 3.6.2

ZADATAK 7: Odrediti rezultujuéi moment datih sila F; = 5kN i F, = 3 kN,
predstavljene na slici 3.7 za pravu k, ako je rastojanje izmedu paralelnih pravih

Im.
PrenoSenjem sila F; i F, na pravac k, dobija se

rezultanta Fr 1 svaka sila zbog paralelnog
prenosenja generiSe po jedan moment sprega.

Resenje: 4 ./
F Q Fr =5 —3 =2kN —uprikazanom smeru
7 Mp
1% / Mr= —-5-2+3-1=—-2kNm
ﬁz ,// FR
7k
Slika 3.7

ZADATAK 8: Data je sila F=57+ 7]+ 9k. Njena napadna tatka A ima
koordinate A (3,4,5). Odrediti vrednost momenta za svaku osu, kao i za tacku 0.

Resenje:
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Poznate su nam koordinate napadne tacke i sile koja u njoj deluje: A(3,4,5) i F=

51+7j+ 9%. Po definiciji moment sile za tacku O jednak je vektorskom
proizvodu vektora polozaja napadne tacke i date sile, odnosno:

- o5 o

i j k =
4 s5|=36-357-(27-25)7+ (21 —20) k=
7 9

ME =t x F=|3
5
— 172 ]+1%
1\71’§x =1Nm, M’g} = —2Nm, M’OF; =1Nm
|M5| = y/Mox? + Moy? + Moz?= V12 + 22 + 12 | M} |= 2,45 Nm

Vizuelni prikaz dobijenog resenja je dat na slici 3.8.
A

Slika 3.8

ZADATAK 9: Odrediti vektor rezultujuceg sprega koji zamenjuje sledeéi sistem
zadatih spregova:

J sml =21—1]+ 3k (kNm)
o EUI =—21+3]+1k (kNm)
o EUIg —31—2]—21{ (kNm)
e M, =2j— 2k (kNm).

ime=29nix=2—2+3+o=3
imRy=z$mly —1+43-2+2=2
=22miz=3+1—2—2=0
My = 30+ 2]
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|| = \/SmeZ + Mgy * + Mp,”
| M| = V32 + 2% + 02= V13 = 3,61kNm

ZADATAK 10: Na laki stap deluju sile kao na slici 3.10. Ako su sile F; = 3kN i
F, = 5kN Odrediti rezultuju¢éi moment datih sila, za tacku A, za slucaj
predstavljen na slici.

Resenje:.
M, = M7 + M
Kako sile deluju u istoj ravni, onda je:
My = M;* + My’
ZMA =+F -(1+2)—F, cos50°-2

YM, =33—-5-0,64-2
ZMA = — 0,4kNm ©

Slika 3.10

ZADATAK 11: Data je sila F na pravcu k (slika 3.11.1). Uraditi prenosenje sile
na zadat pravac p.

Resenje: .

v

Postupak je dat na slici 3.11.2

% 7
\1“‘ ,’,‘\6 /,,,
. 9
9 Slika 3.11.1 Slika 3.11.2
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ZADATAK 12: Spregu sila datom na slici 3.12.1 nacrtaj:
a.) ekvivalentni i
b.) suprotni spreg,

ako je F = 10kN.
)Q“’ o
/”3
C /<y
A

Slika 3.12.1

Resenje:
Na slici 3.12.1 je dat spreg, za koji treba izraCunati intenzitet i odrediti smer.

Intenzitet zadatog sprega je: M, = —F; - d=-10- 3 = 30kNm.

Na slici 3.12.2 prikazan je jedan od mogucih ekvivalentnih spregova, a na 3.12.3
jedan od mogucih suprotnih spregova.

R,
1=1,5m F, = 2F;= 20kN

EUIZ = _F2 -[=-20- 1,5 = —30kNm

Slika 3.12.2
b.) o
ke Fy = 2= 5kN
O § "}ff‘
S My = +F, - k =5 6 = 30kNm
g
Slika 3.12.3
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ZADATAK 13: Za zadat sistem spregova na slici 3.13 pod a, odrediti rezultujuci
spreg. Podaci su: M, = 1kNm; M, = 2 kNm; M3 = 2kNm; MM, = 1kNm;
M = 2kNm; a=45°; B =60°.

= z
m,
LA D
i ’ to
\ \9 o —> >{s‘:m 1
\ é&, \ l
5 -
L -
\() M o
"
X k"JJT; X Qy
a.) b.)

Slika 3.13: a.) Spregovi u prostoru i b.) spregovi pogled sa strane
u ravni zOx

Resenje:

Da bismo dosli do projekcija spregova na ose, potreban nam je pogled sa strane,
§to je prikazano na slici 3.12 pod b).

My, =My = 1kNm

W, =M, - cosa = 2 - cos45° = 2 - A

7 = \/EkNm
M,, =M, - sina = 2 -sind5° = 2 \/2_5 =+2kNm
W3 =—M5 - cosff = —2 - cos60° = =2 % = —1kNm

M5, =—M5 - sinff = =2 -sin60° = -2 \/2—5 = —/3kNm

Myux = 1kNm, M,y,=0 kNm, Ms,= 2 kNm
Mp= 0+V2 — 1 + 1 = V2kNm = 1,41kNm
Mpy=Ms,=2 kNm, Mg,=(1 + V2 —/3) = 0,68 kNm
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M = \/stxz + Mg, + Mp,” = /1,412 + 22 + 0,682=,/6,4505 = 2,54kNm

1,41 2 0,68
cosa = — = 0,56; cosfp = — =10,79; cosy =— =0,27.
2,54 2,54 2,54
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4. USLOVI RAVNOTEZE PROIZVOLJNOG
SISTEMA SILA | SPREGOVA

ZADATAK 1: Odrediti reakciju veze u ukljestenju (slika 4.1), ako je Stap mase
30 kg 1 duzine 2m ukljesten u zid u tacki A.

Resenje: n (/ Y4
A

ZYizo:YA—mg=0 T

Y, =30-9,81=2943N I - >
ZMA=O:§DI—mg-é=O 1mg
M = 30kg - 9,815 2° = 294,3 Nm Slika 4.1

ZADATAK 2: Homogena pravougaona plo¢a ABCD, tezine Q, prikazana na slici
4.2 moZe se obrtati u vertikalnoj ravni oko nepomic¢nog zgloba A. Ploca se odrzava
u datom ravnoteznom poloZaju pomocu uzadi koja su prebacena preko glatkih
nepokretnih koturova E i F i zategnuta silama. Odrediti intenzitet sile P i
komponente otpora zgloba A, kada je G = 200 kN, levo uze zategnuto silom Q od

50 [kN]icos ¢ = %.

D

Slika 4.2
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ResSenje:

Oslobodi¢emo plo¢u od veza zmisljenim presecanjem uzadi CE i BF. Na mestima
preseka pojavljuju se sile Q" = Q i P’ = P. Nakon oslobadanja od veza uo¢avamo
da postoje 3 nepoznate,pa je zato potrebno kreirati 3 jednacine za 3 uslova
ravnoteze.

DY¥X;=0:Q-sinp-P-cosp + X,=0

2)2Y;=0: Q-cosp + P-sinp-Q +Y,=0

Da bi se postavila tre¢a, momentna jednadina za izabranu tacku A, potrebno je
odrediti krakove sila Q" i P’. Na osnovu slike 4.2, trazena odstojanja su:

o R=4-cos<p+3-sin<p=4§+3-§=5mi

o AB =3m.
Sada postavljamo trecu jednacinu za treci uslov ravnoteZze:
3)¥My=0: Qcosp- AC + P -AB-G-25=0

1z jednacine (3), nakon zamene vrednosti, dobijamo silu P:
50-4+P-3-200-25=0
odnosno : P = 100 [kN]

Iz jednagine (1): X, = =50 -=+100 -Z; X, = 50 [kN]
1z jednagine (2): ¥, =200 - 50 -Z- 100 -%; ¥; = 100 [kN]

Ukupna reakcija veze u osloncu A je:
F,=VX2 +Y2 =+/502 + 1002 = 50v12 + 22 = 50+/5 [kN]

Y 100
tga =y=+,=2

a = arctg2 = 63°30° ; F4,=111,80 [kN].

ZADATAK 3: Za laku gredu naslici 4.3.1 , odrediti reakcije veza u funkciji sile F.

T

>
al

v
N

Slika 4.3.1

Resenje:Oslobadanjem od veza (slika 4.3.2), u osloncima se javljaju 3 nepoznate:
dve u nepokretnom (A) i jedna u pokretnom osloncu (B).
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Potrebne su tri jednacine da bismo definisali uslov ravnoteze. Postavljamo te

jednacine:

A
A 4
A

Slika 4.3.2
(1)2Xi =0: X, —Fsina=0

(2)21@ —0:Y,— Fsina+Ys =0
(3)2M§i —0: —Fsina-a+Yy(a+h)=0
Iz jednacine (1) je: X, = F -acosa.

1z jednacine (3) je: Yg(a + b) = F -asina
a

YB=Fa+b-sina
Iz jednacine (2) je: Y, = F *sina —Yp
a
YA=F-sina—Fa+b-sina
YA=F-sina(1—L)
a+b
v o_ a+b—a
= P sina
Yo=F b i
= P sina

ZADATAK 4: Analitickim postupkom odrediti reakcije u osloncima grede na kojoj
se nalaze tereti: G;= 10 kN, G, = 40kN i G5 = 10 kN (slika 4.4.1).

Resenje:

Prvo ucrtavamo reakcije u osloncima A i B, pretpostavljajuci smerove sila Y, i Yy
(slika 4.4.2). Kako nemamo aktivne sile koje deluju duz x ose, nece biti ni reakcija

u osloncima duz x ose. Uslovi ravnoteze glase:
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5m 2m 3m im 5m 2m 3m

Uk

Slika 4.4.1 Slika 4.4.2

DXYXY,=0-Y, -G —G,—G3+Y3=0
Y, +Y; = 10 + 40 + 10
YA+YB=6OkN

(Z)ZMA:0—> —G,°1—G,-6—G3-8+Yz-11=0

10:1+40:6+8-10 330
Yy = o0 _ 30— 30kN
11 11

Iz jednacine (1) je: Y, = 60 — 30 = 30kN

ZADATAK 5: Stap AB (slika 4.5.1), duzine 6m, tezine G=6kN, optere¢en je na
sredini vertikalnom silom F. Krajem A, Stap je vezan nepokretnim cilindri¢nim
zglobom ,a krajem B, vezan je lakim neistegljivim uzetom BC, koje je pod uglom
od 45° prebaceno preko kotura D. Na kraju C uzeta, okacen je teret tezine
Q=10v/2kN. Odrediti silu u uzetu BC, silu Fi reakciju u nepokretnom cilindri¢nom
zglobu A, ako se dati sistem nalazi u stanju ravnoteZze.

D
Resenje:
Oslobadamo od veza teret Q N
i gredu i unosimo reakcije veza ? .
(slika 4.5.2) A g ¢ lF
Posebno ¢emo posmatrati teret Q, A
i posebno gredu. < 3m >ia 3m
< l=6m >
Slika 4.5.1

Slika 4.5.2
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I: Uslov ravnoteze tereta (slika 4.5.3):

F\
Fge = Q = 10V2kN Foc I
II: Uslov ravnoteze grede (slike 4.5.314.5.4):
DEX =0 —Fpe L 4%, =0
DT =0 Fpe - F=F =04y, =0 0

3)ZMAZOQ_FBc'g'l'*'F'é‘FO"é:O

Slika 4.5.3

12 jednagine (1) je : Xy = Fpc - = 10VZ 2 kN = 10kN

Slika 4.5.4

Iz jednacine (3), zamenom vrednosti izraz dobija oblik:

V2
—10\/2-7kN-6m+F-3m+6kN-3m=0

F-3m = 10kN - 6m — 18kNm
F-3m = (60— 18)Nm
__42Nm

F = —=14kN
3m
7

Iz jednacine (2) je: Fpc 72 —F—-0+Y,=0
V2

YA=F_FBC.7+O-

V2
YA=F—10\/§-7kN+6kN

Y = 14kN — 10kN + 6kN
Y, = 10kN

FA = ’XAZ + YAZ

F, = \/(10kN)2 + (10kN)?
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F, = 10v2kN

ZADATAK 6: Homogeni prizmati¢ni $tap AB vezan je krajem A za zid, a kraj B
pridrzava se uzetom BC (slika 4.6). Osa stapa zaklapa sa vertikalom ugao od 60°.

Ugao ABC= 30°. TeZina Stapa iznosi G = 2[KkN]. Odrediti brojnu vrednost, pravac
1 smer otpora A i silu u uzetu Sg.

Resenje:
Oslobadanjem Stapa AB od veza (kao na slici),

dobijamo 3 nepoznate, pa su nam potrebne
3 jednacine.

(1)in —0: X, —S5cos60° =0
(2)21@=0:YA—G+SBsin60°=o

4B
(B)ZMA = 0: 85 AH — G—sin 60" = 0

= ——sin60°

ARV

AA" = AB - sin 30

. V3
. = G AB sin 60 _ G
BT 24Bsin30° 2 1 Slika 4.6
2

V3
Sp=G— = V3[kN]
Iz jednacine (1) je: X4 = S cos 60" = G2+~ = X, = G?.
Iz jednatine (2) je: Yy = G — Spsin60° = G — G 22 5y, =

Ukupna reakcija u tacki A je sada:

2

V3 G\> G 1
Fy = /XA2+YAZ=\/<GT) +(Z) =Z\/3+1=>FA=§G=1[1<N]

G
ga=Ya_ 1 _1_V3 t(@) 30
g=—=——==—=—>>=qa =arc —,a = 30°
97X " 63 V3 3 I\3
4

ZADATAK 7: O dva nepokretna oslonca obeSena su (kao na slici 4.7) dva Stapa
jednake duzine, koja su u tacki C zglobno spojena. U tacki C na konstrukciju deluje
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horizontalna sila F. Stapovi su tezine G i P, a uglovi su dati na slici. Odredite
reakcije veza u osloncima A i B?

Resenje:
Oslobadanje od spoljasnjih veza Stapova dato je na slici 4.7.2. Pojavljuju se 4
nepoznate veli¢ine. Mozemo napisati 3 jednacine na osnou slike:

) a 3
(1)2M§l:0: —G-E—P-Ea+F-a\/§+YB-2a=O

Yo =+2p-2F.

Slika 4.7.1 Slika 4.7.2

(Z)ZYizYA+YB—G—P=O
v,=26+2+L2F
4 4 2

(3)ZXL=O XB—XA+F=0
Xp=X,—F

Kako nam je potrebna jo$ jedna jednacina, razdvojicemo Stapove AC i CB (slike
4.7.314.7.4). U tacki C nam se pojavljuju dodatne dve sile X i Y.

Da bismo izbegli izracunavanje ovih sila u tacki C, napisaemo momentnu
jednacinu za tacku C, bilo za Stap AC, bilo za BC (tako eliminiSemo uestvovanje
novih silau jednacinama, jer je moment za sile koje prolaze kroz tacku jednak nuli).
Postavljanjem momentnu jednacine za Stap AC (slika 4.7.3):

a
(4)ZMC1=0 GE—YAa‘FXA\/%:O

Sada, zamenom sile Y, dobijene iz (2) dobijamo:
_V3(G+P)+6F
a4 12
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2% I
Xa
60°
a :
ia\/§
¢ [\
C X
a i a |5
T
Slika 4.7.3 Slika 4.7.4

Uvrstavanjem dobijenog izraza za X, u jednacinu (3), dobijamo:

—/3(G+P)+6F
Xp =" —

Tako su odredene komponente reakcija u osloncima A'i B.

ZADATAK 8: Homogeni stap AB, duzine 2L, tezine G, postavljen je u
unutrasnjosti glatkog polukruznog prstena, polupreé¢nika R = L, u vertikalnoj ravni.
Na kom rastojanju AE treba dejstvovati silom F = 2G, upravno na $tap, da bi
zauzeo polozaj ravnoteze tako da se kraj A Stapa nalazi na istoj vertikali sa centrom
polukruznog prstena (Slika 4.8)? Odrediti reakcije u tatkama oslanjanja Stapa.

Resenje:

Postavicemo jednacine ravnoteze (problem ima tri nepoznate, pa nam trebaju tri
jednacine).

(XK =0: Xa= Gsind5® =>Xa= G2
Xa= Fasin45° = FA\/Z—E,

pasledi: F, = G,aYAzXAzG\/Z—E

(2)XYi=0: Yy,—Gcos45°— 2G +Fp, =0

¢Z-v,+26=F,
V2 V2
FD=G'<7—7+2>=2G
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(B) XMy=0: G-L-cos45°+2-G-AE—Fp-L-\2=0

G-L\/Z—E+ZG-E—2GL\/§=O

V2L +4-AE —44/2L=0
4-AE =32 L

AE = %EL = 1,056 L

Slika 4.8

ZADATAK 9: Na dva jednaka homogena cilindra radijusa r i tezine G (slika 4.9.1),
koji leze na horizontalnoj ravni i koji su vezani u centrima sa nerastegljivim uzetom
duzine 2r, lezi treéi cilindar radijusa R i tezine Q. Odrediti silu u uzetu, pritisak
cilindara na ravninu i uzajamni pritisak cilindara. Trenje se zanemaruje.

Slika 4.9.1 Slika 4.9.2

Resenje:

Da bismo odredili vrednosti trazenih veli€ina, potrebno je da rastavimo sistem na
sastavne elemente 1 postavimo jednacine ravnoteze.Na slici 4.9.3 prikazan je
cilindar poluprecnika R, a na slici 4.8.4 levi cilindar poluprec¢nika r.

Slika 4.9.3 Slika 4.9.4 Slika 4.9.5
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Kod velikog cilindra imamo dve reakcije veze od strane malih cilindara. Uslovi
ravnoteze za veliki cilindar su:

(1) ZXi = 0: Fysina — Fgsina = 0
(2) Z Y; = 0: Fycosa + Fgcosa —Q =0

1z jednacine (1) je F, = Fg, pajeiz (2):
Q

2cosa’

2Fgcosa = Q, odnosno Fp = F4 =

Na osnovu slike 4.9.5 je: (r + R) - sina = 2r, pa je: sina = ri—rR.

Koriste¢i trigonometrijsku jednakost: cos?a + sin?a = 1, dobija se da je:

VRZ2+2RT
cosgqg = ————.
R+r
. Q- (r+R)
Sadaje. FB = FA = m

Na osnovu slike 4.9.4 piSemo uslove ravnoteze za levi mali cilindar:
3) XX;=0:5S—Fsina =0

(4) ZYizo: Ny — Fycosa — G =0

1z jednacine (3), koriste¢i dobijenu vrednost za F,, dobijamo:
Q-(r+R) . Q-r+R) 2r _  Q-r

—_— " Sl Nna =
2V R2+2Rr 2VRZ +2Rr T"+R 2VRZ + 2Rr

S = Fysina =

1z jednacine (4) je:
G+Q-(T+R) VR? + 2Rr
R ¥ 2Rr  R+T

Reakcija (kod desnog manjeg cilindra) Ny = N,.

Ny =G + Fycosa =

Q
=G+~
+2

ZADATAK 10: Poznate su veli¢ine: P, G, a, I = %. Odredite sve reakcije veze
i DK (slika 4.10.1).

ResSenje:
Vr$imo odvajanje delova, uvodimo unutrasnje sile 1 za svaki deo posebno piSemo
jednacne ravnoteze. Prve tri jednaCine piSemo na osnovu slike 4.10.4:
()Y Y; = Fysin45° — G = 0, odakle je: F; =/2G,
(2)Y X;=Fx —Fgcos45° =0,paje: Fx = G,
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B X Mg; = G%—FKW—QB=O,paje:D =%,

Slika 4.10.2

G 7

Slika 4.10.3 Slika 4.10.4

Cetvrtu jedna¢inu pisemo na osnovu slike 4.10.2, pri ¢emu je AE = v/2a:

V2 V2 __ P V2
(4)ZMAL' =S'4a7—P-2a7—FE-AE =0 =>S=E+7G
Petu i Sestu jednacinu piSemo na osnovu slike 4.10.3:

v2 P
(5)) K= Xy b Fe=S=0=> X, =G~ 6>

2 2
(6)Zyi=YA—P—G=0=>YA=P+G
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ZADATAK 11: Kugla tezine G = N i poluprecnika R se sa jedne strane oslanja
na zid, a sa druge na Stap koji je ukljesten o zid u tacki A (slika 4.11.2). Potrebno
je odrediti reakcije veza. Poznate veli¢ine: P, G, R i a. Odtredite sve reakcije veza?

Resenje:
Oslobadanjem sistema od veza (slika 4.11.3) vidimo da imamo 4 nepoznate.
Odvajanjem kugle od $tapa, javlja se jo$ jedna nepoznata (slika 4.11.1). To zanci
da nam je potrebno 5 jednacina da reSimo problem. Na osnovu slika, postavljaju se
jednacine ravnoteze.
Prve dve jednacine piSemo na osnovu slike 4.11.1:

G
sina
(Z)ZXi =Fy—Fzcosa=0=>F, =G -ctga

(I)ZK=O:FESina—G=O—>FE=

Trecu jednacinu piSemo na osnovu slike 4.11.3:
l —
3 E My = —P-Esina—FE -AE+ I, =0

pri ¢emu je:

AE =R ta—>im _ P +GR ta
Thety = TV Y
ﬁ[) R
Slika 4.11.1 Slika 4.11.2

Cetvrtu i petu jednadinu pisemo
na osnovu slike 4.11.4:

(4)ZXi=O:—XA+FD=O=>XA=Gctga
(S)ZYizo:YA—P—G=O=>YA=P+G
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Slika 4.11.3 Slika 4.11.4

ZADATAK 12: Platforma prema slici 4.12.1 vezana je zglobno osnovicom u tacki
C i lakim $tapom AB u tacki B. Odrediti ukupnu reakciju zglobne veze (slika
4.12.1) i silu u Stapu, ako je maksimalna tezina tereta koji platforma treba da nosi:
Qmax = 20kN. Poznate su duzine [, = 1, =4mil; = 3m.

Resenje:

Posmatranjem slike, radimo
presecanje lakog Stapa, unosimo
reakcije veze u oslonac C i
postavljamo jednacine
ravnoteze.

Na osnovu slike 4.12.2, vidimo
da imamo tri nepoznate v
1 zato piSemo 3 jednacine:

ITT7T7 77777777
()X X;=0- X, - Scos 45°=0 la < la
2YY=0-Y. —Q—S-sin45°=0
B)XMIi=0-> Scos45°-1, —Q-ly= 0

_ _ Slika 4.12.1
Iz jednacinne (3) je:

S-1l.cos45°=Q - I3

S=Q-—2 _=20-103-22_= 15vVZ - 103N

14 cos45° am-

(S

1z jednacine (1) je:
X, = Scos 45°
47



X, = 15VZ+10% N =15-10° N
A

Li=ly=> a=p=45°
B

‘gy\j\
&

)
—

Slika 4.12.2

1z jednacine (2) je:

Y. = S-cos45°+Q
Y.=X+0Q

Y, = 15kN - 103 + 20N - 103
Y, =35-103N

Ukupna vrednost sile reakcije u tacki C je:

Eo= X2+

F. = ,/(15)2 + (35)2kN
F. = /225 + 1225kN
F. = 38,08kN

ZADATAK 13: Na gredu, datoj na slici 4.13.1, deluju sile F; = 500 N,F, =300
N. Zadato je: a=2m, b =3m, ¢c = 1 m. Krajem A greda se oslanja na ispust poda,
dok se njena ta¢ka D oslanja na ispust pravog ugla. Greda gradi ugao od 30° sa
horizontalom, dok je duzina AM = 2m. Odrediti reakcije u tatkama A i D.

ResSenje:

U tacki A povrSine dodira su nepomicne ravni veze. U tacki D povrSina dodira je
strma ravan.

Na osnovu slike 4.13.2 pisemo uslove ravnoteze:

(D) ZXi =0: X, — Fp-cos60°=0
(Z)Zyi:o: Yy — G + Fp - c0s30° = 0
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(3) £ M, =0: —G-~-cos30°+ Fy - AD = 0.

z&mm\\g

N

Slika 4.13.1 Slika 4.13.2
Saslike 4.13.1 je:
AADM —>cos30°=ﬂ = AD= AM :i:i:ﬁm
AD c0s30° ﬁ J3 3
2

Sada iz jednacina (3), (1) i (2) dobijamo Fp, X, i Yy:
443 . 4 3
3

)= Fp—2-G-—- X220
()3 D >

FD'ng\/g

Fo =G§:40-§
4 4

Fp =30 daN

(1) = X, =Fpcos60°

xA:30.%=15 daN

(2) = Y, =G—Fpcos30°

YA=4O—30~§

Y, =14 daN
ZADATAK 14: Na gredu AB deluju sile F; i F, kao na slici. Ukoliko su sile

poznate (F; = 400 N, F, = 350 N), kao i rastojanjaa, bic(a = 2m,b = 3m,c =
1m), odrediti reakcije veze u osloncima.
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Slika 4.14.1

Resenje:
Postavljamo 3 jednacine uslova ravnoteze:

1) XX, =0: X,=0,
QXYi=0 Y—-F—-F+=0
) XM;=0: Yg(a+b+c)— Fia—F,(a+b)=0

Fia+F,(a+b 400-2+350-5
1 2( ): — 425 N

1z j-ne (3) dobijamo da je: Yz =

(a+b+c)
1z j-ne (2) je: Y, = F, + F, —Y;= 400 + 350 - 425 = 325 N.
N 7 Fy
XA A C D v B
e b "
YA 4—04YB
Slika 4.14.2

ZADATAK 15: Na horizontalnu gredu AB deluje paralelni sistem sila u ravni
sastavljen od tri sile F1 , F2 i Fs (slika 4.15.1). Potrebno je redukovati zadati
paralelni sistem sila u tacke A i B. Kolike su reakcije oslonaca? Poznato je: a =2
m, ;=300 N, F2 =100 N, F3 =200 N. Zapisati u vektorskom obliku rezultuju¢u
silu i momente redukcije.

Resenje:
Sile koje deluju na gredu su paralelne i istog smera, pa se moZe odrediti rezultanta

Fp.

B
[T

N
Vl

A\ 4
A
A 4
A

Slika 4.15.1
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Po intenzitetu Fr = 300 + 100 + 200 = 600 N.
Napadna tacka sile se odreduje iz jednakosti momenta rezultujuce sile sa zbirom
momenata pripadajucih sila za proizvoljno izabranu tacku, s tim $to Se mora imati

smer/znak koji odgovara smeru koji pravi rezultanta.

Odredivanje kraka sile x, vr§imo uz pomo¢ slika 14.5.114.15.2.

—Fp-x,= - Fj-1— F,-2l—F;-31=300-2—-100-2-2—-200-3-2= -
2200 Nm
: - 2820
Odavde je:xp = =3,67m
~730 .
Fg
A = g B
S A
r
Slika 4.15.2

Za redukciju rezultante (glavnog vektora) u tacku A, prenosimo rezultantu Fr =
600N i vecizracunati moment My = 2200 Nm sa  naznaCenim  smerom
(negativni matematicki smer — u smeru kretanja kazaljke na satu) jeste glavni
moment sila za tacku A. Vidi se na slici 4.15.3. Zapis u vektorskom obliku je:

—

ﬁR = —-730-j, M, = —2820- k (medusobno normalni vektori)

Fr

A
X A

Slika 4.15.3

0,y

Sto se ti¢e tacke B, vrednost glavnog momenta (redukcije) dobijamo:
Mg = E.-(41-3,67) =600 - (8 -3,67) = 2598 Nm.
Vektorski zapis rezultata redukcije u tacku B je:

Fo = —600 -], My=+2598 k
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Sto se ti¢e odredivanja reakcija veza, postavljamo rezultantu (glavni vektor) na
proracunato mesto (kako smo to ve¢ odredili da smanjimo broj koraka u proracunu)
i unosimo reakcije veze (pretpostavljenih smerova).

Postavljamo jednacine ravnoteze:
(1) XX; =0: X4, =0,
2 XY, =0:Y,+ Yg— Fr=0
(3) XMy; =0:-Fg *xg+Yg-4a=0

\ 4

Slika 4.15.4

Iz jednagine (3) dobijamo da je: Y = ~ 2R 000357 _ 975,25N.

1z jednacine (2) potom dobijamo: Y, = Fz — Yz = 600 — 275,25 = 324,75 N.

ZADATAK 16: Greda (sa zakrivljenjem), zanemarive tezine, optereCena je
koncentriranim silama F; | F, i vezana za podlogu nepomi¢nim osloncem u tacki
A 1 pomi¢nim osloncem u tacki B (slika 4.16.1). Potrebno je odrediti reakcije
oslonaca A i B. Zadato je:

a=2m,b=1,5m,(X:30°,F1:10KN,F2:5KN. ﬁ
z_o\a
ﬁl A
b
O v 0.
D 2
< re——1 ¢ 8 >
Slika 4.16.1
Resenje:

Prvo ¢emo osloboditi gredu od veza i ucrtati odgovarajuce reakcije veze na Semi:
Silu F, ¢emo razloziti na njene komponente (na projekcije na x iy osu). Da bi sistem
bio u ravnoteZi, potrebno je da budu zadovoljena tri izabrana uslova ravnoteze:

1) YXX;=0: —X, + F,cos30°=0,

2 XYY, =0: Yy +Yg+F,sin30°— F; =0
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B XMy=0:—F,-a +Yg-2a+F,-sin30-3a— F,cos30°-1,5=0

Iz jednacine (1) dobijamo da je X, = F, cos30° =5-0,867 = 4,335 kN
Fy.a—F,-sin30-3a+ F, cos 30°:b

Iz jednacine (3) dobijamo da je Yz = — , pa nakon
kalkulacije dobijamo: Yz = 1,80 kN.
A A
Yo |
Y ¥
| F, - sina |2
: Dol >
| F, - cosa
i R 7'y
XA : F1 b
| v
<+ e e >
J N
7 a »le a vle a > X
) 7,
Slika 4.16.2

Iz jednacine (2) je:
Y,=F, — Yy, —F,sin30°=10—1,80 — 5-0,5, paje: ¥, = 5,7 kN.
Sila otpora (veze) oslonca A je: F, = /X3 + Y72 = 5,98 kN.

ZADATAK 17: Ravni puni nosa¢ opterecen je sa dve koncentrirane sile (F; i F,)
i spregom sila momenta M . Nosac¢ je za podlogu vezan nepomi¢nim osloncem u
tacki A 1 pomi¢nim sloncem u tacki B. Ukoliko su zadate vrednosti: F; =
8KkN,F, =4kN, M = 10 kNm, a odstojanja @ = 2 m i ugao a = 60°, B =
30°odrediti reakcije u osloncima kako bi sistem bio u ravnotezi.

e &N (ﬁ\; AR

<
'«

A
A
A4

Slika 4.17.1
Resenje:
Oslobadanjem nosaca od veza dobijaju se 2 reakcije veze u osloncu A (X4iYy) i
jedna u osloncu B (Y3).
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Slika 4.17.2

Postavljamo jednacine ravnoteze:
1) X X; =0:—X, + F; cos60° — F,c0s30° =
2 XY, =0:Y, — F;sin60° — F,s5in30°+ Y =0
(3) XM, =0: Yg-4a—F,sin30°-3a—M—F, -sin60°-a =0

1z jednacine (1) dobijamo da je:
X, = F,cos60°—F, -cos30°= 8-0,5—4-
1z jednacine (3) dobijamo da je:

V3
2

= 0,54 kN

F,'sin30°3-a+M+F; Sin 60°%a _ 4:0,5:3-2+82>2+10
4a - 42

Y, = = 4,48 kN

Sada iz jednacine (2) dobijamo da je: Y, = F, sin60°+ F, — Yp = 4,64 kN.

ZADATAK 18: Masa dizalice bez protivtega iznosi 50 t a teziste je na pravoj
udaljenoj 1,5 m od desne Sine (slika 4.18). Nosivost dizalice je 25 t. Ako je masa
protiv-tega 33 t, odrediti rastojanje x, da bi dizalica bila stabilna.

Resenje:.

U grani¢nom slucaju, tj. u trenutku kada pocne prevrtanje, reakcija u osloncu B je
FB = 0, pa iz uslova ravnoteze:

M P =MSd 4 M St

Masa dizalice: my =50t =50-10%kg G4 =50-10°-9,81 = 490,5 kN
Masa protivtega: m, =33t =33-10°kg G, =33-10°-9,81=323 kN
Masa tereta: m, = 25t =25-10%kg G, = 25-10%-9,81 = 245 kN

Granicni slucaj: Fs=0
. G G G
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Gp-(3+x)=Gy-15+G;-10
323-(3+x)=490,5-1,5+245-10

735,75+ 2450
3+ X=—-n—————
323
Xx=986-3
X=6,86m
|
Gp
X C
15m
G_)d C';’
B A A b
F / a
3m 10m
Slika 4.18.1

ZADATAK 19: Homogenu pravougaonu plo¢u ABCD (AB = 4a,BC = 5a),
tezine G, u poloZaju ravnoteze odrzavaju sferni zglob A, cilindri¢no leZiste B 1 Stap
CE zanemarljive tezine. Stap je svojim krajevima vezan zglobovima — krajem C za
plocu, a krajem E za nepomic¢nu tacku E(0,0,7a). Plo¢a je nagnuta u odnosu na
horizontalnu ravan Ay, tako da je tatka C na visini z, = 3a. Ako u tacki D
dejstvuju silaF (F = G) upravno na plocu, i u ravni ploce spreg sila momenta M =
Ga, odrediti reakcije svih veza.

o 3a _ 3
Resenje: Sty = Sa 5 G
5a
Prvo ¢emo na 5 4 3a
osnovu slike 4.19.1 resiti cosy = ,/ T35 s
geometrijske probleme. L_N\p
x =4a x
D _ 4
sina = —
5a 5
4da 3
cosa = —
5
| 2 NA
3a
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Koordinate ta¢aka na osnovu slike 4.19.1 su:

A(0,0,0)
B(0,4a,0)
Catnd) | e -7t
E(0,0,7a) * N CI* = (4a)* + (4)°
G(4a: 4’a, 0) 45°¢ Cl =aV16-2
3 b 4a CI = 4a\2
T(2a, Za,za)
H(0,4a,3a)
1(0,0,3a)
E L2 712 T2
I CE- =CI* +EI
CE? = 16a? + 32a?
da+/2 4a\3 -=
4a a\/— 4a CEZ — 48(12
9 c B CE=a-4-3
Trougao DCI je pravougli i —_
jednakokraki, pa je ugao 8 = 45° cosf = i = 4av2 = E
_ 7z CE  4aV3 3
(sinf = cos @ = ?)
4a+3
sin 8 1 V3
Na osnovu slike 4.19.3 projektujemo silu S:
S,=+S-sinp =52
V6
Sey = —S = -5 —
Xy cosf 3
RN
Sy = —Syycosf = —Sxy-7= _S_.7
V3 V2:V2
Se=—S8-—-
3 2
Se= 52
V3
S, =—S5—
Y 3
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a+y=90°

4qa

w}
T
SN
G

3a

4a x

F 4a G

Slika 4.19.1
Projekcije sila na ose su:

§(-52;-52; 5% B(F - cosa, 0, —Fsina)
(0,0, —6) F(F-2;,0,-F -3
Fu = (Xa,Ya, Zy) A

Fp(X5,0,Z5) ()\

+Mcosa

Jednacine ravnoteze za 0se Su: U

—Msina

XY, =0-0 -

-

I’4
Slika 4.19.2

Projekcija zadatog momenta u ploci na ravni (slika 4.19.2) je:
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+M - cosa = Gag M = Ga(dato)

M = MAxi)‘l‘ Mij+ MAZE

1\71’—36*+ i—G 475
=gGai+oj a-z

Projektujemo moment iz
ploce na ravni.
Moment u ravni Ay- vektor
se projektuje na z osu!

Na osnovu slike 4.19.3 mozemo napisati jednacine ravnoteze:

WEX=0-X+X,~S2+2F =0
2LV=0--52+1,=0

73

@ Z=0-S"—G+2Zy—=F =0

D
(4a,0,3a)

Slika 4.19.3

T .
M® =rsxFg=|0 4a 0|=1Zs 4a)—Jj(0)+ 4aXzk
Xs 0 Zg

=

oy

[9g
Es




§ _ =2 4a 4a 3a
M; =7xS = 73 A il
3 T3 Sy
V3 sV3 V3 V3
=T|+4a- (=) S+3a-—|—j(+4aS—+3aS—) =
3 3 3 3
V3 V3,
:?(57761)—]_)(7615?)4—0](
T ]k
M =7 G=\|pq 24 >al=1(-2a6)-7j(-2a6)+k-0=—2aGi+ 2aG]
0 0 -6
T ] k
-F 0 —=F
5 5
A L/ 16 9 . 25 . A
=1(0)—](—?Fa—§Fa)+k(0)=?Fa]=5Fa]

Moment M = SGaT+ 0j — %Gaﬁ

7V3 3
(4)2Mi =0 - 4aZp +TSa—2aG +=Ga=0

5
(6) LM =0-0-"2aS+ 246 +5Fa =0

(6) XM, = 0 - 04aXs —=Ga =0

Sada iz jednacina dobijamo nepoznate sile:

X —46 1
B™ g @ 4q
X—G
B™ 5

73

5) —TaS = —2aG — 5Fa
S=-(26 +5F) = 2526 +5F) = 3V36
(4) > Zy = —49G
@1 =52 =L.2.336 = 2y36
(1)XA=15—1G
(3)ZA=—§G.
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5. TEZISTE LINIIJA, FIGURA | TELA

ZADATAK 1: Odrediti teziste slozene materijalne linije, date na slici 5.1.1, ako
jeR = 1m.

R

o T @-

i 3)

| X
Slika5.1.1 Slika 5.1.2

Resenje:
Na slici 5.1.1 se vidi da se data slozena linija sastoji od dve prave linije (11 2) i
jedne polukruzne linije (3). Koordinate teZista slozene linije se u tom sluéaju (na
osnovu opSteg obrasca) odreduju prema izrazima:

Ly Xy + Ly Xpp + Ly X3

1) xr =
(1) xr Li+L,+1Ls
Li-yYr1+ Ly yra+ L3 yrs
(Z)J’T=
L+ L, +L,

Pri tome su duzine linija: L; = L, = R = 1m, a L3 = Rm (polovina obima kruga).
Sa slike 5.1.2 i uz pomoc¢ tablica (prilog 2) o¢itavamo koordinate tezista linija:
xr1 = 0,5R; yrq = 3R
X1 = O, V12 = 2,5 R
2R
XT3 = o yrs = R

Zamenom ovih vrednosti u obrasce, dobijamo:

R-0,5R+R-0+R-2%
Xy = L =0,486R = 0,486 m
R+R+RT
yp = RBR;’i;ﬁf;:R”'R =1,681R = 1,681m
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ZADATAK 2: Potrebno je odrediti teziSte materijalne ploce prikazane na slici ,
pricemuje R = 0,5m.

y A
R
1 3R
> 1 1 j > V=X
4R 1,2R
Slika 5.2.1

Resenje:

Data figura se moze predstaviti tako $to ¢emo od pravougaone figure A; (koja ima
dimenzije 5,2 R i 3R) oduzeti dve figure: A, (Cetvrtina kruga) i A; (pravougli
trougao, dimenzija 3R i 1,2R). Ove figure su prikazane na slikama 5.2.2 i 5.2.3.

yA

3R

X ! l ]
" I | |

R 4R
Slika 5.2.2 Slika 5.2.3

Polozaj tezista se, na osnovu ovog polaznog stava, odreduje prema obrascu:

Ay xpy — Ay Xy — Azt Xy

= A, — A, — 4,
_ Ay yr1 — Ay yr2 — A3 yrs3
T Ay — Ay — A

Potrebni podaci za figure 1, 2 i 3 su:
e Fugura 1:
A =5,2R - 3R = 15,6R?,
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X1 = 2,6R, Vr1 = 1,5R

e Figura2:

2

R
A, =—==0,785R?,
4

4R
xTZ = E = 0,424R

9TR—4R

Yr2 = 2R+ (R—)= =2,575R
e Figura3:
3R'1,2R
Az = S 1,8R?

1,2'R 3R
X3 = 5,2R —T =4,8R, Yr3 = 2? = 2R

Povrsina figure A je:
A=A, — A, —A; = (15,6 — 0,785 — 1,8)R? = 13,015R?
Sada imamo sve podatke neophodne da izratunamo koordinate tezista cele figure:

15,6R%-2,6R—0,785R%:0,424R—1,8R?-4,8R
x =
T 13,015R2

=2427R=141m

15,6R%1,5R—0,785R?%-2,575R— 1,8R?%-2R

vy = roroR? = 1,366R = 0,683m

ZADATAK 3: Potrebno je odrediti koordinate tezista figure sa slike 5.3.1,
ukoliko je R = 2m.

A y A
i 1
2R || 2R
1 1 i > P \ 1 P 1 — >
3R 2R 3R 2R
Slika 5.3.1 Slika 5.3.2
Resenje:

Figura povrsine A, data na slici 5.3.1, se sastoji iz dve figure: figure 1 (trougla) i
figure 2 (Cetvrtina kruga), $to se jasnije vidi na slici 5.3.2.
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Potrebni podaci za proracun su:

e Figural:

A, = 3R22R _ 3R2

xr1 ==3R = 2R; yr; = 2R = 0,667R
e Figura2:

Az _ (2R)*m

X2 = 3R + 4'$IR) = 3,849R; yr, = >2R

e 0,849R
Ukupna povrsina figure A je:
A=A, + A, = 3R? 4+ 3,14R? = 6,14R?
Koordinate tezista su:
3R%-2R+3,14R?%-3,849R
Xp = - = 2,946R
6,14R
3R?%-0,667R+3,14R%:0,849R
yr = * — 0,762R = 0,762 -2 = 1,524m
6,14R?

ZADATAK 4: Homogena plo¢a ABCDE konstantne debljine, data na slici 5.4.1,
optereéena je silom F = 10kN, a njena tezina je G = 6kN. Analiti¢ki odrediti sile
u Stapovim AH, Bl i CJ (slika 5.4.1).

E G D
1=
™
F ° J
% C
&
o
A

Silka 5.4.1

Resenje:

Ako homogenu plo¢u oslobodimo veza (slika 5.4.2),uvodimo sile Sy, Sgi S¢:

63



Da bismo odredili mesto delovanja sile teze G, odredi¢emo teziSte prema
jednacinama:

A X; AjY;
XCZZAL L;yc‘:ZAll

Povrsine sastavnih delova 1 cele figure su:

A; = a? = (0,6m)? = 0,36m?

A, =a-b=0,4m?-0,3m? = 0,12m?
A=A +A, =0,36m?+ 0.12m? = 0,48m?

Slika 5.4.2

U koordinatnom sistemu xAy koordinate teziSta figura 1 i 2 su:
Xc1 = 0,3m X, = 0,8m
Yer = 0,3m Yez = 0,3+ = 045m
Koordinate teZista cele figure su:
Ay X+ Ay x;  0,3m-0,36m? +0,12m?-0,8  0.204m>

_ _ - = 0,425
*e A +4, 0,48m? 0,48m? m

Aty +A4,y, 036m?-03m+0,12m?-0,45m _ 0,162m>
Ye= T v 4, 0,48m? = 70,48m2

= 0,3375m

Kako sistem sa slike 5.4.2 ima 3 nepoznate, potrebne su nam 3 jednacine za
obezbedenje uslova ravnoteze. Sada postavljamo jednacine ravnoteze sistema:

()X, =0: F—S, =0
@)X MF =0:—F-03m—G-0425m +S,-0,3m+ Sy - 0,6m = 0

1z jednacine (1) je: S, = F,pa je: S, = 10kN.
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1Z jednacine (3) je: Sp-0,6m=F-0,3m+G-0,425m—S.-0,3m
Zato je:
_ 10kN - 0,3m + 6-0,425m — 10-0,3m

- = 4,25kN
B 0,6m

1z jednacine (2) je: S, = G — Sg = 6kN — 4,25kN=1,75kN

ZADATAK 5: Na slici 5.5.1 je prikazan obradak od lima koji se dobija
presecanjem. Za zadato R = 33 cm, odrediti Koordinate teziSta tako dobijene
slozene povrsine raCunskim putem .

Resenje:

y4 y

» » » ».
> Ll l Lt

2R 2R 2R 2R

»
|

Slika 5.5.1 Slika 5.5.2
Datu figuru ¢emo dobiti preko definisanja povrSina koje grade zelenu povrsinu.
Ukupna povrsina A se dobija:

A =A1 +A2 +A3 —A4—A5

pri Cemu je:
A, — povrsina polovine kruga, polupre¢nika 2R (NPQ)
A, — povrsina pravougainika KLMN
A3 — povrsina Cetvrtine kruga poluprecnika R

A, — povrsina pravouglog trougla, sa katetama Ri R,
Az — povrsina polovine kruga, poluprectnika R.
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Koordinate tezista su:

o = Y Aixc Yo = YAiyci

===ty ==
T Y4; YA

Povrsina prve slike je:
_ (2R)’m _ 4R*m

A = =, = 2-33%-3,14 = 6838,92 cm?
Koordinata x; prve slike je:
xCl = ZR
Koordinata Y prve slike je:
4-2R 4-2-33

Yer = 2R =—2m =233 -7
Povrsina druge slike je:

A, =R-2R=33-2-33=2178 cm?
Koordinata X druge slike je :

= 1,15R = 37,97cm

Xc, =R=33cm
Koordinata Y druge slike je :
R

Ye, =2R+E=2,5-33:82,5 cm

Povrsina trece slike je:

R’ 2 1 2 2

A3 - T=R T[=Z'33 -3,14=854,87cm
Koordinata X trece slike je :

4R _ R-(6m+4)

Xc3 = 2R +— = 80,02cm
3m 3w
Koordinata Y trece slike je:
4R R-(6m+4) 5
Yes = 2R+ 5= — 80,02cm

Povrsina Cetvrte slike je:
A, 2%- R-R=0,5-33° =544,5 cm?

Koordinata X cetvrte slike je:

X :3R+%-R=3-33+%-33:110 cm

Koordinata Y cetvrte slike je:

YC4:R+§R:33+%:55 cm

Povrsina pete slike je:
As = ZR%*m = 0,5 33% - 3,14 = 1709,73cm?

Koordinata X pete slike je:
Xcs =R =33cm
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Koordinata Y pete slike je:
4R _ 9Rm—4R _ 933:3,14—433

=3R——= = 84,99cm
Yes 3 3 3-3,14
Sada se mogu izracinati koordinate tezista:
CXAirxi XA

a0 T Tra

_Al'xl+A2'x2 +A3'X3_A4'X4_A5'XS
B A+ Ay + A3 — Ay — As

Xt

6838,92:66+2178:33+854,87:80,02—544,50-110—-1709,73:33

X =
T 6838,92+2178+854,87—544,5—-1709,73
xr =62,41cm
y Ayt Ayt A3 y3— Ay Y — A5 ys
T Al +A,+ A5 — A, — As
_ 6838,92-37,97 + 2178 - 82,5 + 854,87 - 80,02 — 544,50 - 55 — 1709,73 - 84,99
yr= 6838,92 4+ 2178 4+ 854,87 — 544,5 — 1709,73

yr = 43,65 cm
Ukupna povrsina figure je: A = 7617,56 cm?

ZADATAK 6: Na slici 5.6.1 je prikazan obradak od lima koji se dobija
presecanjem. Za zadato R = 31cm, odrediti koordinate teziSta tako dobijene
sloZene povr$ine racunskim putem.

Resenje:

Koordinate teZiSta izraCunavamo po obrascu:
n n

z Aﬁ ’ Xi Z A 'Yi

i=1 . _ =l

Ke=rg——iYe="F—.
DA 2A
i=1 i1
Osencena povrsina A je:
A=A, +A, —A; — A, — As
pri ¢emu je:
A, — povrsina pravougaonika stranica ABCD,
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A, — povrsina polovine kruga (linija DEF),

A3 — povrsina trougla GCE,

A, — povrsina Cetvrtine kruga BGH,

As — povrsina Cetvrtine kruga (linija lukaAl))

y A y 4
Fy
R 2 . AR | L e
H G
J
v X R i R
g < B>
4R < 4R p
Slika 5.6.1 Slika 5.6.2

Povrsina prve slike je :

A =3-R-4-R=12-32? =11532 cm’
Koordinata X prve slike je :

Xey :%-4- R=2-31=62cm
Koordinata Y prve slike je :

Yo, :1-3- R =3'—31:46,5 cm

2 2

Povrsina druge slike je :

(2-R) -z (2:31) -z

A = yE— =3017,54 cm®
Koordinata X druge slike je :
Xc, =R=31cm
Koordinata Y druge slike je :
Y., =3 R+aR _3.314. 43 _10616cm
3-7 3-314
Povrsina trece slike je :

AS:%-R-2R=%-2-312=961cm2

Koordinata X trece slike je :
2 2-31
XC3 = 2R+§R :231+T:82,66 cm

Koordinata Y trece slike je :
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Y, =2R+§:2~31+%1=72,33 cm

Povrsina Cetvrte slike je :
1 (4R) 'z (4-31)°-314

A== = =3017,54 cm?
4 4 16

Koordinata X cetvrte slike je :

Xea :2R+(2R—Bj: 2-31+(2-31—%J:110,83 cm

3z :
Koordinata Y cetvrte slike je :
Y., =2R—R_5.31_ 431 _ 4 84cm
3 3-3,14

Povrsina pete slike je:
1 (2R)'z _(2-31)"-314

== = = 754,38 cm?
A 4 4 16
Koordinata X pete slike je:
=3R48 1316cem
3r 3-314
Koordinata Y pete slike je:
cs =ﬁ=ﬂ=13,16 cm
3z 3-314

Sada, kada imamo sve potrebne elemente, moZemo da izracunamo koordinate
tezista figure/slike:

n

X _;A'Xi:AL'X1+A2'X2_A3'X3_A4'X4_A5'X5

Y A+h=A-A-A

11532-62+3017,54-31-961-82,66-3017,5-110,83- 754,38-13,16
11532 +3017,54-961-3017,54 - 754,38

X

=44,47cm

C

Y, :;A'Yi :Al’Y1+A2'Yz_Aa'Ys_A4'Y4_A5'Y5
Y A+A-A=A=A

_11532-46,5+3017,54-106,16-961-72,33-3017,54 - 48,84 - 754,38-13,16
11532 +3017,54-961-3017,54 - 754,38

Ye =54,46 cm
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ZADATAK 7: Sistem se sastoji od 3 Stapa, jednakih masa m,i jednakih duzina [,

koji su vezani u trougao tackama jednakih masa m, (slika 5.7.1) Odrediti teziste
sistema, ako je m; = 4m,.

Slika 5.7.1 Slika 5.7.2

Resenje:

Polozaj centra masa odredi¢emo koristeci opste jednacine:

Ymyxr;
_ XmyyTi
(2) yC - Zmi

Koordinate centra masa Stapova, posmatrajuci sliku 5.7.2, su:

- Stapa AC - xp, = écos60° = é V1, = écosSO° - %

- Stapa AB - x1, = é, yr, =0

- Stap BC - xp, = 1 — %COS6O° = 3:1, yr, = 200530°2$

Koordinate centra masa ta¢aka su:
- taékeA'xA = O,yA = 0,
- tackeB-xp =1y =0,

y l V3
- tackeC-xC=E,yC=T\/—

Zamenom dobijenih koordinata u jednacine (1) i (2) dobijamo:

tme me(r bW em(ori)
c — =

ym; 3m,; + 3m, B
6l 31 6l 6l
_ mq Z+m2 ? _ 4m2 Z'l'mz: _ £
3mq+3m, 15m, 2
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V3 N’) I3
my-|——+0+ +m 0+0+—
:Zmi'yTi: ! < 2" )
Zmi 3m1+3m2
21V/3 213
Amy gty 10myV3 V3
Ye = 15m, ~T60m, 6
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6. SILA TRENJA

ZADATAK 1: Telo mase m=5kg se nalazi na horizontalnoj ravni (slika 6.1.1.).
Na telo deluje sila F i telo istaje u stanju mirovanja. Kolika je maksimalna vrednost
sile koja moze delovati na telo tako da telo ostane u stanju mirovanja, ako je
koeficijent trenja izmedu tela i podloge 4 = 0,25.

Slika 6.1.1. Slika 6.1.2

Resenje:

Oslobadanjem tela od veza, (slika 6.1.2.) dobijamo reakciju veze N, usmerenu na
gore, dok se u ravni kontakta tela i podloge pojavljuje sila trenja, F,= uN, usmerena
u smeru suprotnom od smera dejstva sile F. Da bi telo ostalo u stanju mirovanja,
zbir sila po x i y osi mora biti jednak nuli. Zato imamo dve jednacine:

(DSX; =0:F —F, =0
()XY, =0:N—G = 0.

Kako je F, = uN,a G =mg = 59,81 = 49,05N, iz jednacine (2) dobijamo da
je: N = 49,05N.Sada je F, = 0,25 - 49,05 = 12,26N, pa je stoga F,4, = 12,26N.

ZADATAK 2: Telo mase M = 10kg se nalazi na hrapavoj ravni, a koeficijent
trenja izmedu dodirnih povrsina je u = 0,2. Telo je uzetom, zanemarljive mase,
povezano preko kotura sa teretom (kao na slici 6.2.1). Pri kojoj masi m tereta ¢e
do¢i do pokretanja tela na horizontalnoj ravni u desnu stranu.

Slika 6.2.1.
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Resenje:

Sistem mozemo podeliti na dva dela, presecanjem uZeta i uvesti sile unutrasnje
reakcije S i S'. Dodavanjem svih aktivih sila, moZemo uo¢iti da imamo uslovno 4
nepoznate, pa ¢e nam trebati 4 jednacine da reSimo sistem.

Za svako telo ponaosob mozemo napisati sistem jednacina za uslov mirovanja (Slika
6.2.2):

Telo mase M:
(1)in = 0:S—F, =0

(Z)ZYi=O:N—Mg=0
(3) F, = uN

Za telo mase m:

4)YY,=0:8-mg=0

Slika 6.2.2.
Kako je po jednacini (4) S' = mg, onda se iz jednacina (1), (2) i (3) sredivanjem
dobija:
S=F =uN=uMg.
Izjednacavajuéi S i S', dobijamo: mg = uMg, odnosno: m = uM.
Teret ¢e krenuti na desno kada je: m > uM,odnosnom > 0,2 - 10 = 2kg.

ZADATAK 3:Telo, mase m, nalazi se u mirovanju na strmoj ravni, sa uglom a =
30°. Na telo deluje sila, F = 15kN, pod uglom od 8 = 60° (slika 6.3.1). Ukoliko
je koeficijent trenja izmedu tela i strme ravni u = 0,3, odrediti G tako da se ne
dozvoli kretanje tela:

a.) uz strmu ravan,
b.) niz strmu ravan.

Resenje:

a.) Oslobadamo telo od veza, uz
pretpostavku da se pod dejstvom
sile F nastoji pokrenuti telo uz Slika 6.3.1.
strmu ravan. Unosimo aktivne sile 1
reakcije veze (slika 6.3.2.) i uo€avamo 3 nepoznate (potrebne 3 jednacine).
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Imamo slucaj suceljenih sila, koje projektujemo na ose:

(DXX;=0: —F + Gsina+F, =0, —Fcos60° + Gcos60°+ F, =0
(2)XY;=0: N—FE, —Gcosa = 0; N — Fcos30° — Gcos30° =0

(3) F, = u- N (dopunska jednacina).

1z j-ne (2) je:

N = Fcos30° + Gcos30°,

pa zamenom u jednacinu (1) dobijamo:

Fcos60° = Gcos60° + u(Fcos30° + Gcos30°)

Sredivanjem izraza dobijamo:
F(cos60° — u cos30°) = Gcos60° + uGcos30° /
odnosno:

c0s60° — ucos30°

c0s60° + ucos30°

Zamenom vrednosti dobijamo da je

G = 4,73kN.

Slika 6.3.2.

b.) Zasluc¢aj da treba naéi granicni slu¢aj vrednosti G da telo ne krene niz strmu
ravan, kada bi sila trenja F, bila usmerena u negativnom smeru x —

osejednacine bi imale sledeci oblik:

MDXX;=0: —F + Gsina—F, =0, —Fcos60° + Gcos60°—F, =0
(2)XY;=0: N—F,—Gcosa =0, N — Fcos30° — Gcos30° =0
(3) F, = u* N (dopunska jednacina).

u-cos30°+cos60°

Sredivanjem bi se dobilodaje: G = F = 47,53kN

c0s60°—pu-cos30°

Moze se zakljuciti da sila treba da uzme vrednost izmedu: 4,73kN < G < 47,53kN
da ne bi doslo do kretanja.

ZADATAK 4: Telo mase m;=5 kg je kanapom bez mase, prebac¢enog preko kotura
K vezano za telo mase m, = 2,5kg. Ukoliko je koeficijent statickog trenja klizanja
u = 0,5, odrediti grani¢ni ugao a da sistem ostane u stanju mirovanja (slika 6.4.1.

)
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ResSenje:

IzvrSiCemo presecanje kanapa na dva mesta i dobi¢emo delove sistema koje
mozemo da analiziramo posebno (slike 6.4.2. 1 6.4.3.). Imamo Cetiri nepoznate
(S,N, E,i @), pa su nam potrebne i 4 jednacine da bismo resili problem.

Za telo 2 (slika 6.4.2) ¢emo napisati jednacinu ravnoteze:

(1YY, =0: S—m,g =0, odakle je S = m,g

Za telo 1 (slika 6.4.3) ¢emo napisati dve osnovne jednacine (za projekcije sila na
dve upravne ose) 1 jednu pomoc¢nu (za silu trenja):

Ly

Slika 6.4.1. Slika 6.4.2. Slika 6.4.3.

Q)X X; =0: Scosa — F, =0,
3) XYY, =0: Ssina—G,+N =0i

(4)F, = pu- N.
Iz jednacine (1) je: Scosa = F,, odnosno m,gcosa = F,,auz pomoc j — ne (3)
je:
m,gcosa
N = M2gcosa
U

Iz jednacine (3) je: N = G; — S sina, pa zamenom dobijamo:
m, - g - cosa

U
Ovaj izraz éemo srediti kvadriranjem, koriséenjem veze: sin’a + cos?a =1 i
uvodenjem smene: t = sina.

=myg —m,-g-Ssina
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Nakon kvadriranja izraza dobijamo:

(m,9)? - cos?a
= u?-(myg)? + p?- (myg)? - sina — 2-u? -myg-m,g - sina

Nakon smene i zamenom datih vrednosti u izraz dobijamo da je t = 0,5 odnosno
a = 30°.

ZADATAK 5: Homogena greda AB, duzine | i teZine G, oslanja se u tatkama A i
B na hrapav vertikalni zid i hrapav horizontalni pod. Koeficijenti trenja su ua=0,5
i ug=0,4 (slika 6.5.1.). Odrediti vrednost ugla a (ugao nagiba grede prema
horizontali) pri kome greda ostaje u ravnotezi .

Resenje:

Homogena greda AB nalazi se u ravnoteznom polozaju. Na mestu kontakta sa
podlogom i vertikalnim zidom javljaju se normalne sile Fa i Fg i sile trenja F, 4
F,p (kao Sto je prikazano na slici 6.5.2.). Usled tezine grede, na polovini duZine (u
teziStu) crtamo silu tezine grede, G. Smer sile trenja je suprotan od smera kretanja
grede, a gledano na sliku, zaklju¢ujemo da greda tezi da kliza po podlozi u desnu
stranu, tako da sile trenja u tackama A i B postavljamo suprotno od pravca kome
tezi klizanje grede.

Ua

N| ~

N| ~

Up

Slika 6.5.1. Slika 6.5.2.

Za ravnotezu proizvoljnog sistem sila u ravni potrebna su tri uslova ravnoteze:

(1) ZXL :O:FA_FMB = 0

()XY, =0: F+F,—G=0
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(3) XMz =0: —FMA-l-cosa—FA-l-sina+G-é-cosa= 0
Dopunske jednacine ravnoteze baziramo na Kulonovom zakonu:

(4) Fup = up " Fp
(5) Fua =t Fy

Resavanjem jednacina odredujemo otpore u osloncima A i B, kao i sile trenja u tim
tackama. 1z jednacine (1) bi¢e:Fy = F, 5, a kada u ovu jednacinu uvrstimo izraz (4),
sledi:

Fy = Fyp = up - Fp.

Iz jednacine (2) mozemo zapisati: Fg + F,,4, = G. Kada u ovu jednacinu uvrstimo
izraz (5), sledi: uy - F4 + Fg = G.
Sada mozemo zameniti dobijene vrednosti u jednacinu kojom smo izrazili silu Fa:

Ua Ex+Fp =G
Pa- g FptFp =G
Fg(ua-pp+1) =G
G G G 5
uA-uB+1_0,5-0,4+1_1,2_€G
Kako smo ranije dobili da je: F; = ug - Fg, dobijamo za Fj:
5 4 5 G

5
FA :,LLBEG:OA-EG:EEG :§

FB:

1z jednacina (4) i (5) raCunamo sile trenja u tatkama B i A:
4 5 2

F“B:MB'FB:E'EngG
5 1 1
F“A:MA'FA:E'gcng

1z jednacine (3) mozemo odrediti ugao nagiba grede, a:

l
—F#A-l-cosa—FA-l-sina+G-§-cosa=0

1 1 _ !
—E-G-cosa—g-G-l-sma+G-E-cosa—0
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1 _Cosa 1 sma+1 cosa _0
6 sina 3 sine 2 sina

1 1
__.t +_.t = — .6
g Joty 9 3|

—tga+3-tga =2
2-tga =2

tga =1 = a=arctgl=45°
ZADATAK 6: Na horizontalnj hrapavoj podlozi se nalazi telo 1, a na njemu se
nalazi telo 2, koje je vezano za vertikalni zid. Kojom najvec¢om silom F (koja deluje

na telo 1 kao na slici 6.6.1.) se sme delovati, pa da sistem ostane u stanju mirovanja?
Ugao a = 30°, G, = 400N, G, = 200N, u =0,2.

v A

Slika 6.6.1. Slika 6.6.2. Slika 6.6.3.

Resenje:
Rastavic¢emo sistem na delove - telo | i telo Il i oslobodi¢emo ih od veza i njihovo

dejstvo zameniti reakcijama veza (slike 6.6.2. i 6.6.3.). Imamo 6 nepoznatih, $to
znaci da moramo da definiSemo 6 jednacina.

Jednadine za telo | su:

(1)ZX =0: Fcosa —F,; —F, ;=0
(2)YY,=0:Fsina-N, + N; — G, =0

Jednadine za telo 11 su:

(3)ZXi=O: Fi—5=0
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(4) ZYizO: N,—G,=0

Dodatne jednacine, po Kulonovom zakonu su:

(B) Fyu=p- Ny

(6) E, =pn- N,

Iz jednacine (4) je N, = G, = 200N, ana osnovu jednacine (6) je F,, = 0,2 N, =
40N. Iz jednacine (3) sada mozemo da odredimo silu S odnosno: § = F,, = 40N.

FuatFuz _ p(N1+N7)
cosa cosa

Sada u jednacini (2) mozemo da izrazimo silu F =
N,—N;+Gq

Ukoliko ponovimo postupak i sa jednac¢inom (2) dobijamo da je: F = pr.

Izjednacavanjem ova dva izraza, dobijamo izraz:

U(N1+N3) — N;—N1+Gq
cosa sina

Iz njega zamenom vrednosti i sredivanjem izraza dobijamo da je: N; = 517,10N.
Vrednost sile F =165,8N.

Dakle, grani¢na vrednost sile je 165,8N. Ovo znaci da vrednost sile treba da bude:
0 < F <165,8N.

ZADATAK 7: Telo I tezine G lezi na hrapavoj horizontalnoj podlozi, a telo 11
tezine G, = 5 kN na hrapavoj kosoj ravni. Tela su medusobno povezana uzetom
koje je prebaceno preko kotura (slika 6.7.1.). Ukoliko je nagib strme ravni a=30°,
a staticki koeficijent trenja u = 0,2 odrediti tezinu G, kako bi sistem bio u
ravnotezi.

Slika 6.7.1.
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ResSenje:
Rastavi¢emo sistem na dva dela i une¢emo reakcije veza i kod tela I 1 kod tela II.

(slike 6.7.2 1 6.7.3). UoCavamo 6 nepoznatih, pa ¢e nam biti potrebno 6 jednacina.
A

y!

Jednacine ravnoteze za telo | (slika 6.7.2.):

(1)in=0: S— F,y=0
(Z)ZYizo: N,—G, =0

F,
Jednacine ravnoteze za telo Il (slika 6.7.3.): e Y N,
<3>2Xi =0 Gz cos60° = S — Fp =0 Slika 6.7.2.

(4)21@- —0: Ny—G,-cos30°=0

Dve pomo¢ne jednacine koje uvodimo su:
(5) Fry = p- Fyy
(6) Frz = p- Fyg

Slika 6.7.3.

Kre¢emo u reSavanje ovog sistema jednacina:
e izjednacine (4)je N, = G, - cos30° =5-0,866 = 4,33 kN
e Iz jednacinene (6) je F,; = 0,2 4,33 = 0,866 kN
e Sada iz jednacine (3) moZemo dobiti da je:
F;, = G+ cos60° — F;; =5-0,5—0,866 = 1,634kN.

S ,
Iz jednacine (1) je: S = Fyq=p - Ny, paje N; = ; = % = 8,17 kN.
I na kraju iz jednacine (2) je: G; = N; = 8,17 kN.

ZADATAK 8: Dva medusobno kruto spojena koaksijalna cilindra, ukupne tezine

G (sa polupre¢nicima r i 2r) dodatno su zglobno vezana zglonom vezom za

horizontalni §tap OA, teZine G i duzine 4r. Stap OA je drugim krajem ukljesten u

taCki A. Oko manjeg cilindra polupre¢nika r je obavijeno uze na ¢ijem slobodnom

kraju visi teret B tezine 2G. Na veliki cilindar se naslanja papucica kocnice, Sirine
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g, koja je vezana za §tap CD (duZine 3r i tezine G). U tacki D, kao na slici 6.8.1.

deluje sila F. Odrediti najmanji intenzitet sile F kojom treba delovati u tacki D, da
bi sistem bio u ravnotezi, kao i reakcije u tackama A, O i C.

Resenje:

Slika 6.8.1

Razdvoji¢emo elemente sistema i uneti reakcije veza.Pojavljuje nam se 9
nepoznatih, §to znaci da je potrebno 9 jednacina za reSavanje problema.

Jednagine ravnoteZe za Stap A0 (slika 6.8.2.) su:

7

(DXX;=0: X,—X, =0

(2) 2 Yl — O: YA _ YO _ G — O A S ———— e ————— ]

(3)zMAzo:mtA—G-Zr-—Yo-er:o

Slika 6.8.2.

Jednacine ravnoteze za koaksijalni cilindar (slika 6.8.3) su:
(4) ZXi —0:X,—N=0
(5)21@-z0:¥0+1~;—26—2620

(6)ZM0=0:Fu-2r—G-r=O
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Stap CD (slika 6.8.4.):

(7)ZXi =0:N—X,—F-cosa=0

(8)2Yl~=0: Yo —F sina—F, =0

r
(9)ZMC =O:F-cosa-3r+N-2r+F#-§=0
: .. y . . G . F, G
Iz jednacine (6) ravnoteze nalazimo da je: F, = ~-paje N = i
Iz jednacine (4) je: Xp = N = %,
a iz jednacine (1) je onda: X, = Xy = %
N-2r+F,
1z jednacine (9) je:  F = Ty Gt
cosa-3r 3cosa  4u
: . . 76
Iz jednacine (5) je: Yy =4G —F, = 0
a potom iz jednagine (2) dobijamo: ¥, = Y, + G = 2.
1z jednacine (7) je sada: X, = N — F - cosa = — 2:—:,
dok je iz jednatine (8): Y, = F - sina + E, = G - (0,5 + 12.:+£sa)
F,
Slika 6.8.3. Slika 6.8.4.
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7. GRAFOSTATIKA

ZADATAK 1: Nosa¢ AB opterecen je teretima, kao $to je prikazano na slici 7.1.1.
Nacrtati staticke dijagrame transverzanih sila i momenata savijanja. Dato je: g =
1kN/m; F = 2kN; M = 2kNm.

A

Slika 7.1.1

Resenje.
Na slike 7.1.1 se vidi da je nosa¢ AB je optereéen:
e kontinualnim opterec¢enjem ¢, na delu AC,
e spregom MutackiDi
e kosom koncentrisanom silom F, koja deluje na nosa¢ pod uglom od 30° u
tacki E.

I.  Oslobadanje 0d veza u nepokretnom i pokretnom osloncu

Kako nepokretni oslonac sa sobom nosi dve nepoznate, na mestu nepokretnog
oslonca, u tacki A dodajemo dve reakcije veze, po X i Y 0si, sile Fa i Xa. Pokretni
oslonac sadrzi jednu nepoznatu reakciju, a u ovom slucaju to je u tacki B sila Fg.
Sledi postavljanje sile koja zamenjuje dejstvo kontinualnog optere¢enja na delu
grednog nosaca AC. Na tom rasponu, ¢ija je duzina 4 m, deluje kontinualno
optere¢enje (, rasporedeno po duznom metru, pa je intenzitet sile usled
kontinualnog opterecenja: Fy =q-4m=1-4=4kN .

Kako je zadata kosa koncentrisana sila F, potrebno je razloziti je na njene
komponente po x iy osi (slika 7.1.2):

83



Fy =—F -c0s30°
Fy =—F -sin30

znak minus nam govori o0 negativhom
e smeru projekcije sile F.

Slika 7.1.2

Intenzitet komponenti sile F su:

N

Fy =—F-c0s30° =-2-c0s30° =-2- 5

Fy =—F-sin30" =-2-sin 30" =—2~%:—1kN

=-1,73kN

Il.  Pisanje jednacina (uslova) ravnoteze

Pre nego sto se po¢ne sa pisanjem uslova ravnoteze, treba sagledati kakav je sistem
sila postavljen na zadatom grednom nosac¢u. Kako u ovom sluéaju imamo: sile koje
deluju po y i x osi, spreg u tacki D, kosu silu - mozemo zakljuciti da je nosac
optereéen proizvoljnim sistemom sila za koji se postavljaju tri uslova ravnoteze:
1) X Xj=0-—>¢ime ne dozvoljavamo aksijalno pomeranje nosaca, tj.
obezbedujemo ravnotezu po X 0Si;
2) 2Y; =0 —obezbedujemo da nema pomeranja u vertikalnom pravcu, tj. po

y 0Si;
3) >Mp =0 —obezbedujemo da nema rotacije.

Postavljanjem ovih jednacina i njihovim resavanjem odreduju nepoznate reakcije u
osloncima A i B:

) >Xj=0;, Xp—F=0=Xp=F,=173kN = sile koje deluju po x osi

2) 3Y; =0, Fa—Fq—Fy+Fg=0
Fa+Fg=Fq+Fy
Fa+Fg=4+1
Fa+Fg=5

= sile koje deluju po y osi
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3) SMp=0; —Fy-2m—M —F -(4m+2m+2m)+ Fg -(4m+2m+2m+2m) =0
~2-Fg—M -8-F,+10-Fg =0
10-Fg =2-Fg+M +8-Fy
10-Fg =2-4+2+8-1

10-Fg =18
18
Fp =20
B 10
Fg =18kN

U ovom slucaju je za momentnu tacku odabrana tacka A i za nju je kreirana
momentna jednacina.

Preporuka: Za momentnu tacku uvek birati tacku u kojoj postoji nepoznata sila, jer
na taj na¢in elimini§emo jedan broj nepoznatih u momentnoj jednacini (zato §to sila
¢iji pravac prolazi kroz odabranu momentnu tacku ne daje moment za tu tacku - ne
postoji najkrace rastojanje (krak sile) izmedu pravca dejstva sile i momentne tacke).
Iz jednacine (1) se moze odrediti aksijalna sila, X.

Po konvenciji, pozitivna vrednost aksijalne sile F, (zatezuca sila), crta se iznad nulte
linije na dijagramu aksijalnih sila, dok se negativna sila (pritisna sila) crta ispod
nulte linije.

Sledi crtanje dijagrama aksijalnih sila (slika 7.1.3). Dijagram aksijalnih sila je
potpuno nezavistan od dijagrama Fr i M.

1z jednadine (2) odredi¢emo silu u osloncu A, Fa:

FA + FB =5

Fa=5-Fpg

Fpo=5-18

Fa =3,2kN

Sledi crtanje dijagrama transverzalnih sila koji je dat na slici 7.1.3.
I1l.  Odredivanje vrednosti momenata savijanja

Momente savijanja odredujemo za svaku karakteristi¢nu tacku (slika 7.1.1). Na
ovom nosacu su obelezene karakteristicne tacke A, C, D, E 1 B. Karakteristicni
preseci su:

e Pocetak i kraj grede, promena pravca grede,

e Pocetak i kraj kontinualnog opterecenja,

e Ispred i iza delovanja koncentrisane sile ili koncentrisanog sprega.

85



-0,8-1=-18kN

Fa

) z/2
v Slika 7.1.3

Izmedu karakteristicnih tacaka koristimo diferencijalne odnose za crtanje
dijagrama:

Drugim re¢ima trensverzalna sila je jednaka izvodu napadnog momenta po apscisi
z. 1z matematike je poznato da ako je nekoj funkciji prvi izvod jednak nuli za neku
vrednost argumenta, onda ta funkcija ima ekstremnu vrednost za tu vrednost
argumenta. Ovo znaci da u preseku u kome je trensverzalna sila jednaka nuli,
moment savijanja ima ekstremnu vrednost, odnosno u poljima gde je Fr pozitivno
moment raste, a gde je Fr negativno moment opada.

Na dijagramu transverzalnih sila, mozemo uociti da usled dejstva kontinualnog
opterecenja dolazi do promene transverzalnih sila sa pozitivne na negativnu stranu,
tj. postoji presek sa nultom linijom na rasponu dejstva kontinualnog opterecenja.
Potrebno je odrediti kriti¢no rastojanje preseka z. U toj tacki gde transverzalna sila
seCe nultu liniju, sila je jednaka nuli. To predstavlja kriticni presek za koji je
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potrebno odrediti moment savijanja, i na mestu tog preseka grede je teme parabole
na dijagramu momenta savijanja.
Racunanje vrednosti momenata savijanja podleze odgovaraju¢im pravilima. U
zavisnosti od toga kako posmatramo optereé¢enja u odnosu na karakteristi¢nu tacku,
potrebno je primeniti pravilo znakova momenta savijanja u odnosu na koju stranu
se posmatra opterecenje za datu tacku. To pravilo glasi:
e Moment savijanja, posmatrano sa leva na desno u karakteristicnoj tacki
preseka, je pozitivan ako sile kreiraju moment koji nastoji da obrne gredu u

smeru kretanja kazaljki na satu_(r_:M Al). Isto vazi i u slucaju prisutnih
spregova. U suprotnom je negativan.

e Moment savijanja, posmatrano sa desnha na levo do karakteristicne tacke
preseka je pozitivan ako sile kreiraju moment koji nastoji da obrne gredu u

. . d ..
suprotnom smeru od smera kretanja kazaljki na satu (:M A ) Isto vazi i
u slucaju prisutnih spregova. U suprotnom je negativan.

Vrednosti momenata savijanja, gledano levo ili desno od karakteristicne tacke,

imaju iste intenzitete za datu tacku M ,IA =M E\ .

Ako u karakteristi¢noj tacki postoji dejstvo sprega (kao §to je u ovom primeru u
tacki D), vrednosti momenata savijanja levo i desno u toj tacki se razlikuju upravo
za veli€inu intenziteta sprega koji deluje u toj tacki.

IV.  Kriticni presek

Kod prisustva kontinualnog optereCenja na rastojanju z (slike 7.1.1 i 7.1.4),
intenzitet sile usled dejstva kontinualnog opterecenja na tom delu iznosi:
Fq(z):q-z:l-z=z

¢ Transverzalne sile koje deluju levo od kriticnog
Fa preseka su Fa i Fq@).

Prema konvenciji znakova, gledano sa leve strane preseka, sve sile koje su usmerene
na gore su pozitivne, pa piSemo slede¢u jednacinu transverzalnih sila u kritiénom
preseku. Odatle se odreduje rastojanje z:

1 FTl(Z) =0, Fa—Fy(;)=32-2=0=2=32m
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V.  Vrednost momenta savijanja u kriticnom preseku na rastojanju z

Izvod moment savijanja usled dejstva sila na odredenom rastojanju i za odredeni
presek predstavlja silu na datom preseku. Kako moment zavisi od rastojanja,
moment savijanja je, u stvari, zakonitost promene momenta savijanja u funkciji od
z ( za bilo koji presek grede), kao §to je i predstavljeno slede¢im izrazima:

NN

MQ(Z)ZFA'Z—Fq(z)'

| z Z2 . e .
MS(Z)zFA-z—q-z-E:FA~z—q~? = zavisnost momenta savijanja na

rastojanju z
| z°
MS(Z) 23,2- Z —1?

2
M! =3,2-3,2—1.£:10,24_%
s(2) 2 5

|
M S(Z) = 5,12kNm

Vrednosti momenata savijanja za karakteristicne tacke (posmatrajuci sliku 7.1.1):

Mh =0;

MG = Fp-4m—Fy-2m=32-4-4.2=4,8kNm
Mp = Fa-6m—Fy-4m=32-6-4-4=32kNm
MB =—Fy-2m+Fg-4m=-1-2+18 -4 =52kNm
MZ = Fg-2m=18-2=236kNm

M3 =0

Do dijagrama na slici 7.1.5 dolazimo postujuci sledece:

e Na delu grede koja je kontinualno optereena, moment savijanja se menja
paraboli¢no, kriva linija,
e Na mestu gde trensverzalna sila usled kontinualnog opterecenja sece nultu

liniju, na dijagramu momenta savijanja se javlja ekstremna vrednost, tj teme
parabole (iz matematike pravilo),
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X
4=
Yo
T
N
=
T

Fs

L I (&
3P-4=-02 kN Fv
T=-18kN
q
] [
Fa =
// “m__\_\_\_\_\a
Faw) 7/2
v
+—»
+ M S
4
3,6 kNm
N\
y -

5,12 kNm

Slika 7.1.5

e Na delu gde nosa¢ nije kontinualno opterecen a javlja se negativna sila,
moment savijanja linearno opada, prava linija, i suprotno ako je sila na tom
delu pozitivha, moment savijanja linearno raste,
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e Na delu nosaca optere¢enim usled dejstva sprega, na dijagramu momenta
savijanja javlja se skok veli¢ine intenziteta datog sprega.
Mozemo zakljuciti da trensverzalne sile uti¢u na moment savijanja, dok moment
savijanja ne uti¢e na trensverzalne sile i da:
e prema konvenciji, pozitivne vrednosti transferzalne sile nanosimo iznad
nulte linije dijagrama Fr
e prema konvenciji, pozitivne vrednosti momenta savijanja nanosimo ispod
nulte linije dijagrama M;.

Crtanje dijagrama momenata savijanja
Na slici 7.1.5 je dat zbirni prikaz dijagrama transverzalnih sila i momenta savijanja
1 moze se videti njihova povezanost. Uticaj nacina promene transverzalnih sila na

nacin promene momenta savijanja je dat u tabeli 7.1.

Tabela 7.1 Zavisnost momenta savijanja od transverzalnih sila

SILA MOMENT

Linearna Parabolic¢an
Konstantna Linearan
Nula Konstantan

ZADATAK 2: Za konzolu prikazanu na slici 7.2.1 odrediti reakcije oslonaca.
Skicirati i kotirati dijagrame transverzalnih sila i momenata savijanja. Dato je q =
4kN/m,l = 2m.

q =4kN/m

Slika 7.2.1

Resenje:

Data konzola opterecena je ¢itavim rasponom, od tacke A do tacke B, kontinualnim
optere¢enjem (. Kontinualnno optere¢enje mozemo zameniti jednom silom Q, koja
deluje u tezistu pravougaonika, a jednaka je veli¢ini date pravougaone povrsine:
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Q=q-|=4k—N-2m=8kN
m

Oslobadanje 0od veza

U ovom sluc¢aju nosa¢ je konzola, ukljestena u tacki A, a kao Sto je poznato,
ukljestenje ima tri nepoznate veli¢ine. Tako, da bismo se oslobodili veze u tacki A,
ukljestenje ¢emo zameniti reakcijama veze (slika 7.2.2):

e silom Ya (poy osi),

e silom Xa (po x osi) - koja je u ovom slucaju jedina reakcija na X 0si, pa je

jednaka O i

e spregom u ukljestenju - Wt =Ma.
Kontinualno optere¢enje zamenili smo koncentrisanom silom Q, koja deluje u
teziStu povrsine usmerena na dole.

", | 0 =ql . q =4kN/m
% MR
A Y, l=2m °
Slika 7.2.2

Uslovi ravnoteze

Kako po x osi nema drugih sila osim X, ta sila je jednaka 0, pa nema potrebe pisati
jednacinu za ravnotezu po X osi. Takode, gledajuci sliku 7.2.2 na kojoj su unete
odgovarajuce reakcije veze, vidimo da se sila Q uravnozezava sa silom Y,, $to znaci
da imamo slucaj paralelnih sila. Za paralelni sistem sila postavljamo dva uslova

ravnoteze, tj. ne dozvoljavamo pomeranje konzole po y 0si i ne dozvoljavamo
rotaciju:

) >Yi=0, Ypo-Q=0
Yao=Q
Ya =8kN
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2) >Mp=0; MA—Q-IE=0

2
Ma—8-2=0
ATE

M p =8kNm

Sledi crtanje dijagrama transverzalnih sila (slika 7.2.3). Transverzalna sila sa leva
na desno se menja po zakonu:
Fr=Y,—q(l —2).
Karakteristi¢ne vrednosti transverzalne sile su:
e zaz=3 Fp=8-4-1=4kN,
e 2az=0,F;=8—-4-2=0kN.

Momente savijanja odredujemo za svaku karakteristicnu tacku. Karakteristi¢ne
tacke na datoj konzoli su:
e taCka A - predstavlja mesto ukljestenja i pocetak kontinualnog opterecenja
i
e tacCka B - u njoj se zavr$ava kontinualno optereéenje konzole.

Na dijagramu transverzalnih sila (Fr ) ne postoji presek sa nultom linijom, §to znaci
da u ovom slu¢aju nemamo ekstremne vrednosti momenta savijanja.

Moment savijanja, gledano sa leva na desno, se menja po zakonu:
2

z
2
Vrednosti momenata savijanja za karakteristi¢ne tacke su:

e Zaz=0 (tatkaA), M\ = —M, = —8kNm
22
e Zaz=1M})=—8—"-=0kNm
Provere radi, sa desne strane, moment savijanja se menja po zakonu:
2
q-z

2
Sa te, desne strane, momenti u tackama A i B su:

e Zaz=0 (tatkaB), M5 = 0 kNm
02
e Zaz=I(tatka A), Mj =+~ —8 = OkNm

M =

Sledi crtanje dijagrama transverzalnih sila i momenata savijanja (slika 7.2.3).
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C—T— Q) _ gl q =2kN/m
# B
[=2m
z=1m
< Z=2m 5
0 0 F
8
RS 1 e
il |"""|\|||||||IIIII||||m.... w0 Fr (k)
-8
T_: ...1“||IIIII““|||IIIIIH|.. ........... 0 Ms (kNm)

* pozitivna vrednost transverzalne sile se crta iznad nulte linije Fr

* negativna vrednost momenta se crta iznad nulte linije

Slika 7.2.3

ZADATAK 3: Nacrtati dijagrame unutrasnjih sila (Ms i F1) za nosac¢ opterec¢en kao
naslici 7.3.1. Dato je: F = 10kN; q = 10kN/m; a =3m; b = 1m; ¢ = 2m.
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ResSenje:
Kontinualno optereéenje, vrednosti: F; = q - ¢ = 10 - 2 = 20kNm uzimamo, kod
proracuna transverzalnih sila da deluje na odstojanju % od tacke B. Postavi¢emo

jednacine ravnoteze, da bismo izracunali sile u osloncima.

Slika 7.3.1

Kako nema aktivnih aksijalnih sila, imamo dve nepoznate (F4i Fg), pa postavljamo
2 jednacine uslova ravnoteze:
VXY, =0, F,+Fg=F+F
Fy+ Fg =104 20 = 30kNm
QXMy=0; Fz-(a+b+c)—F-a—F(a+b+2)=0
= q

@A% i

B
a C/ b D Fl A
C 1—
Fa E.
8,33
F
Fa 0 Fr
Y1,67 Fs
Fq J
21,67
Hl“m 23,32

24,99

Slika 7.3.2
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Dobijamo da je sila u osloncu Fg:
Fra—F-(a+b+%)
FB =
a+b+c

_10-3+20-5

= = 21,67kN
B 3+1+42

Iz jednagine (1) je: F, = 30 — Fy = 30 — 21,67 = 8,33kNm.

Momenti savijanja za karakteristi¢ne tacke:
M=o M3 =0

M{ = Fa-a=833-3=24,99kNm

M IID =Fp-4-F-1=833-4-10-1=23,32kNm

Dijagrami transverzalnih sila i momenata savijanja su dati na slici 7.3.2.
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KINEMATIKA- obrasci

OBRASCI ZA KINEMATIKU
OPSTI OBLIK ZAKONA KINEMATIKE:

e vektor poloZaja materijalne tacke: ¥ = 7(t)
e zapis u Dekartovom koordinatnom sistemu: 7 = x7 + yj + zk
e jednacine kretanja u skalarnom obliku:

Vio

o x =x(t),
o y=y()
o z=2z(t)

7 —

- - - dar - -
e Brzina u vektorskom obliku: v = ol vk
e Komponente brzine u Dekartovom koordinatnom sistemu:

dx .
) UX=E=X

_ay _ .
O Uy = at =Yy
v, = % =7
© V2=
e Intenzitet brzine: v = /v + vi + v?
e Ubrzanje u vektorskom obliku: a — W4T T+a,7+ak
] A= =S =altajta,

e Ubrzanje u vektorskom obliku:
e Komponente ubrzanja u Dekartovom koordinatnom sistemu:

_dvxy _ d?x
© Ux =4 T ar

_dvy _d’y _
© Ay =4 Taer

_dv, _d’z _
© V2= T

Intenzitet ubrzanja:
a=Ja+a+a2 "

PRAVOLINIJSKO KRETANJE TACKE:

e zakon kretanja (jednacina): x = x(t)

H H _ Ax
e srednjabrzina: vy, = U = - @

e trenutna brzina tacke: v = x @
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Av

srednje ubrzanje tacke: ag, = —

trenutno ubrzanje: a = X = v

KINEMATIKA- obrasci

RAVNOMERNO (JEDNOLIKO) KRETANJE TACKE (v = const)

polozaj tacke: x = x, + vt
predeni put: s = vt

. S
brzina:v = -

PROMENLJIVO (UBRZANO/USPORENOQO) KRETANJE, a = const

Ve 1
e Polozaj tatke: x = xy + vyt + Eat2

KRIVOLINIJSKO KRETANJE TACKE:

. 1
Predeni put: s = vyt + EaLt2

Brzina: v = v, + at

Vaze opste jednacine kinematike
Problem u ravni:

o x=x(t),

o y=y(t)

v—dx—x
X ge
dy .
o vV, =—=
Yy o oat y

o v=,vi+v}
o

o

uglovi koje brzina zaklapa sa koordinatnim osama:

%

v cosa, ==

v

v cosB, =%

v
o a _dvx  dix ..

X7 odr o odez

dv dzy

y ..

O Ay =——=— =
y dt az Y

o a=,/a;+a3
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KINEMATIKA- obrasci

PRIRODNI NACIN DEFINISANJA RAVNI:

e normala (N) i tangenta (T) (ose u ravni),
e binormala (tre¢a osa u prostoru),

e krivolinijska koordinata: s = s(t)
e Brzina: v = $ (pravac tangente)
e Ubrzanje:

2

. v P
o normalno ubrzanje: ay = -
k

.. . dv
o tangencijalno ubrzanje: a; = —

o ukupno ubrzanje: a = \/a% + a2

o pravac i smer vektora ubrzanja: tga =

lar|
an

VEZA IZMEDU PROJEKCIJA UBRZANJA NA PRIRODNE
KOORDINATE | DEKARTOVE OSE U RAVNI:

.. . xx_'i'_ . e
e tangencijalno ubrzanje: ay = 2227 vyy|
e normalno ubrzanje: ay = ““3’1);3“'
v - .. v2 p3
e polupreénik krivine: Ry, = proi ey
N .

KRUZNO KRETANJE:

e zakon o promeni ugla: ¢ = @(t)
e Dbrzina:v=s5=Rg

.. ) . v e v?  R?@?
e tangencijalno i normalno ubrzanje: a; = § = Ry, ay = - = =
k
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KINEMATIKA- obrasci

e ukupno ubrzanje:a = \/a? + a2 = R\ @2 + ¢*

RAVNOMERNO (JEDNOLIKO) KRUZNO KRETANIJE (v = R¢) = const):
e ugaonabrzina: ¢ = w = const
e ukupno ubrzanje: a = ay = Rw? = const

NAPOMENA: kod ravnomernog kruznog kretanja, tangencijalno ubrzanje je
jednako nuli, dok normalno postoji i ima pravac poluprecnika krivine i usmereno je
ka centru putanje.
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8. KINEMATIKA | - PRAVOLINIJSKO KRETANJE

ZADATAK 1:Brzina metka ispaljenog iz puske je v = 800 ? Za koje vreme

metak prede rastojanje od 400 m? Koliki put prede ¢ovek za to isto vreme, ako je
njegova brzina vg = 2 ??

Resenje:
Vreme za koje metak prede dato rastojanje odredujemo po obrascu:
S _400_
v o800 7

Za to vreme, ¢ovek, kre¢uci se zadatom brzinom prede:
S(:=2'0,5=1m.

ZADATAK 2: Za koje vreme bi telo preslo put od 200m krecuci se stalnom
brzinom od 72km/h.

Resenje:
s =200m
p =72 50 = 72. 200 _ ot
h 3600 s N
s 200
t= " = >0 =10s

ZADATAK 3: Automobil se krece jednako ubrzano. Poznato je da automobil za
40s poveca brzinu od 72km/h na 144km/h. Odrediti ubrzanje automobila.

Resenje:
k 72000 m m

t=40s, v, =72—= — =20—,

h 3600 s S
km _ 144000 m
v, =144 — = —=40=
h 3600 s s
V11—V 40-20
a=—"—"= =0,502%
t 40 s

ZADATAK 4: Pri suvom asfaltu, automobil usporavasa a; = 7 sﬂz a pri vlaznom
km
h )

asfaltu ubrzanjem a, =5 Sﬂz Ukoliko se automobil kre¢e brzinom od 126

izracunati zaustavni put za slucaj vlaznog i za slucaj suvog asfalta.
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ResSenje:

=126 km _ 126 3
T T 36005 s
Zaustavna brzina je v = 0 u oba slucaja, pa je za slu¢aj suvog asfalta:

1000 m _ m

Vo = ay - t;,0dn0sno vy, = a, - t,, odakle je: t; = Z—° at, = %
1 2
Predeni putevi su:
51 = voty — Sty =tayt,2 = 2 =35 _ 87.5m — suvi asfalt
1 0t1 2 1%1 2 141 2-a, 2.7 ’
- _ 1,2 1,2 _ %' _ 3% _ _ viani
S, = v0t2 2 aztz =3 aztz = 24, = 75 —122,5 m vlazni asfalt

Zaustavni put kod vlaznog kolovoza je duzi za 35 m.

ZADATAK 5: Zaustavni put voza je 450m. Ukoliko se voz kretao
jednakousporeno i zaustavio se za 30 s, odrediti usporenje a.

Resenje:
Kako je obrazac za brzinu v = v, —at i kako je brzina prilikom zaustavljanja v =
0, dobijamo:
vy —at = 0,pajev, = at.
Zamenom v, = at, u izraz za predeni put:
S=so+ vot—%-atz, (za so =0,)

dobijamo:
1 . 1
s =at?— E-atz, paje:s = ~- at?, odnosno:
25 _ 2450 . m
Ttz 302 T s2

ZADATAK 6: U jednom trenutku na auto-putu su primeéena dva automobila, na
odstojanju od 2 km (slika 8.6). Brzina kretanja automobila koji vozi ispred je
108 km/h, dok je onog pozadi 126 km/h. Za koliko ¢e vremena drugi automobil
susti¢i prvi?

Resenje:

Ako automobil A treba da sustigne automobil B, od trenutka pocetka posmatranja,
a do sustizanja ¢e preci put s;, a automobil B ¢e pre¢i put s,, onda mozemo
napisati da je:

sy =v; t=d+s, =d+v, - t, paje:

vyt =d4v,-t,odnosnot- (v; —v,) =d

d 2 km 2km
t= = = =0,111~h =400
w1-v2)  (126-108)" 185" S

h
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d

Slika 8.6

ZADATAK 7: Voz, koji se kretao brzinom od 36 km/h, je poceo da koci i
zaustavio se posle 1 minut. Ukoliko je voz usporavao sa konstantnim usporenjem,
izraCunati duzinu traga kocenja.

Resenje:

Put, koji prede voz do zaustavljanja, se racuna po jednacini:

X = Xo + Vot — %at2 = vyt — %at2 (xo = 0).

Koristeéi izraz da je: v = v, — at, a da je brzina kod zaustavljanja jednaka nuli,
izizrazavy, = at,a = "—t" gornji izraz dobija oblik:

X = vot-%vftz = %vot
. km 1000m m . fae
Kako je 367 = 36 e00s 10 —a 1min = 60s onda je:
1
x=§-10-60=300m

ZADATAK 8: Tacka se nalazi na visini hy = 10m i po¢ne slobodno da pada bez
pocetne brzine. Za koliko vremena ¢e pasti na zemlju, ako je g = 9,81522? Koju

brzinu ima tacka pri padu na zemlju? Zanematiti uticaje sredine.
A -
g Resenje:

Tacka pada bez pocetne brzine, uz pomo¢
ubrzanja sile zemljine teZe. Predeni put je
po obrascu:

ho

s = so+v0t+%-g-t2.

v

[

Slika 8.8

Ako koordinatni sistem vezemo za pocetni polozaj tacke, dobi¢emo:
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s = %g t2. Odavde je 2 - s = g t2. Kada tacka padne na zemlju, predeni put je:
S=hy=10m.

2 ZS_210 L
Odavde je t;“ = PRREYTE pajet; =1,43s
Brzina se izracunava po obrascu: v = vy + gt. Kako je pocetna brzina, vy,
jednaka nuli, obrazac se svodi na: v = gt.
U trenutku pada, proteklo je t; = 1,43 s od pocetka slobodnog pada.

Otuda je brzinav, = g - t; = 9,81- 1,43 = 14,03%.

ZADATAK 9: Telo je bacena vertikalno uvis sa pocetnom brzinom od 15 %

IzraCunajte visinu penjanja tela kao i vreme koje protekne od trenutka bacanja tela
do pada na zemlju.

Resenje:
Tokom kretanja tela vertikalno navise, brzina se menja po obrascu:
v = vy — gt.
U trenutku dostizanja maksimalne visine, brzina je 0, paje:v; =0 =v,— g t;.
Odavde je vreme penjanja : t; = % = 91—; =1,53s.
Visina do koje se telo popne je:h = s = 55 + vty — %gtlz.
Kako je s, = 0, obrazac se svodi na:

Vo 1 Vo 2

1 vy?
h=v0t1—5'g't12=vo';—z'g gz 25211,47m

Ukupno vreme putovanja telaje: t, = 2-t; = 3,06 s.

ZADATAK 10: Zakon promene brzine kretanja tela tokom vremena dat je
grafikom, na slici 8.10. IzraCunati ubrzanja po intervalima vremena.
m A

v [?] 4

2__

1T

]
! LI

1 2 3 4 t[s]
Slika 8.10

Resenje:
Tokom prvog intervala, tokom kog je kretanje trajalo t; =
2s, pocetna brzina je bila vy = O?, krajnja brzina je v; = 2 %
|z izraza: v, = v, + ay - t; = ay - t;, dobijamo da je: a; = % = % =1 Sﬂz
1
Predeni put tokom prvog intervala je:
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$; = %al-t1 _Ez'tlz =%v1-t1=%-2-2=2m.
Kako je brzina tokom drugog intervala (koji traje t, = 1s) konstantna (brzina v,)
telo se kre¢e ravnomerno i prede put:

S,=v,t, =2-1=2m.
Tokom treeg intervala pocetna brzina sa pocetka intervala ( v;) padne za t; = 1s
nao ? pa se brzina tokom tog intervala (v;) menja po zakonu:v = v; — a5 - t.
Brzina na kraju treceg intervala je 0, paje: v3 = v, — a3 t3 = 0.
Na osnovu ovoga je: v; = as - ts.

V1 2

Kako je t; = 1s, dobija se da je a; = == 2 sﬂz , tako da je:
3

1_
53: Ul'tg_%ag't32:2'1_§'2'12:1m.

Ukupni predeni putje: s =s; +S, +s3=2+2+1=>5m.

ZADATAK 11: Krecéu¢i se pravolinijski u ravni XOy materijalna tacka iz polozaja
A (4,3) dospe u polozaj B(2,2). Koliki put je pri tome presla tacka? DuZine su u
metrima.

Resenje:
Ya A(43)  Predeni put je jednak duzini duzi izmedu tadaka

3 |- A i B, pa raCunamo:
B(2,2)

E s=AB = (Xg = X)? + (Y —Y1)? =
| =J@2-92+(2-3)?=+5m

v

Slika 8.11

ZADATAK 12: Trkac za prvih 6s prede 42m, za sledec¢ih 12s pretréi 108m, a
za poslednjih 6s prede 30m (slika 8.12). Odrediti srednju brzinu za svaki deo
puta.

Resenje:
T S1= 42m S, = 108m S3 = BOmT
< > < > >
Slika 8.12

s 42m m

tl 6S S
S, 108 m m

2 12 s S
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S3_30m _ m

V3 = g
ZADATAK 13: Voz prede 8 km brzinom od 32 kTm , a sledec¢ih 28 km prede
brzinom od 56 kTm (slika 8.13). Kolika je srednja brzina voza?

Resenje:

Nacrta¢emo Semu kretanja i sa nje ¢emo ste¢i utisak o brzinama i predenim
putevima.

T‘ sp = 8km s, = 28km T
Slika 8.13

Sq4+s, 8+28 36 36 km
vST' = = = = = 48 _—

ti+t, t;+t; 0,25+40,5 0,75 h
=222 o5h
v ozl
; Sy, 28km 05 h
2 = =" TFm = U

VU2 56kTm

ZADATAK 14: Avion leti iz tacke A u tacku B brzinom od 450 km/h u odnosu
na vazduh. U pravcu leta u istom smeru stalno duva vetar, ¢ija je brzina 50 km/h.
Rastojanje izmedu A 1 B je 2000 km. Koliko vremena treba avionu za ceo put AB
i BA?

Resenje:
vy vy km
Vg = V1+ vy = 450+50=SOOT
A® F
vy vy
0 — >
Slika 8.14
N 2000 km
ty =—= =4h
17y, 500"Tm

km

vB=v1—v2=(450—50)kTm = 400 =*
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2000 km
—%n- = 5h t =t;+t, =4h+5h =9h
4OOT

ZADATAK 15: Dva grada na reci su udaljena jedan od drugog s = 120 km.
Izmedu njih saobraca re¢ni tramvaj, koji to rastojanje prede za t; = 3 h, kada ide
niz reku, a za t, = 6 h, kada ide uz reku (slika 8.15). Kolika je brzina reke u
odnosu na obalu?

tr=1tg =

Resenje:
s1  120km km
Visr = t_ = 31 = T A - o - B
Uy V1
g R—
— 5_1 — M — k_m 1-7)2 1})2
Vasr = ¢ 6h h — «
s = 120km >
Islucaj: Slika 8.15
s =1t -(vy + v;) = 3v; + 3v, = 120/- (—2)
41 + Uy, = %
11 slucaj:
S:tz '(Vl_ vz) = 61]1 _61]2: 120
- 6171 - 6172 = — 240
6171 - 6172 = 120
—12v, = —120

Nakon sredivanja ovih jednacina dobijamo: v, = 10 kTm

Iz uslova: v; + v, = 40 kTm dobijamo: v; =40 -v, =30 kTm

ZADATAK 16: Kreéuéi se brzinom v,= 20 ? , automobil se zaustavi zat = 0,5 s.
Koliko je usporenje automobila? Koliki put prede automobil za to vreme?

Resenje:

Polazimo od osnovnih jednacina kinematike.
v =vy — at

a-t=vy-v

s=vpt —>a-t?=20-055—--40-0,5? =10 -5 = 5m.

ZADATAK 17: Brzina nekog tela se promeni od v, = 2 ? na v, =12 ? . za
vreme At = 5s. Koliko je ubrzanje tela i koliki je put telo preslo za ovo vreme?
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Resenje:

V-V 12-2 m
At 5 s2

1, m 1.m _,
S=vit+-at"=2—5s+-2—55"=10m+25m=35m
2 s 2" s

ZADATAK 18: Iz maSinske puske izleti zrno brzinom v; = 700 ? i na

udaljenosti d = 2 km udari o tlo brzinom v, = 670 ? pri ¢emu kroz tlo prede

put s, = 0,5 m i zaustavi se. Koliko je usporenje zrna kroz vazduh i tlo? Oba
kretanja smatrati ravnomerno usporenim.

A B C
Resenje: @
. Sq S2
| deo kretanja —od A do B:
_ Slika 8.18
V-V
Sl—vltl'z at126d=v1 t'%%tlz
v, = V- at
at=v1_v2
S )
= 1
d=v1't—5'at2
1 vi—v
d—vl tl__'l 2t12
ty
1
d=vt; =5 W-v) 4
d t ! +1
=t-[vy —zv v
1 [ 1 7 V1 2 2]
d t ! +1
=t [zv -V
1[5+ 5 vl
. 2:2000
b =y = —— = = 2,920

. - V1+v, - 700+670

_V1—V2 _ 700-670
a; = =
t 2,92

m .
=10,27 = [usporenje]

Il deo kretanja - od B do C:

m 1
Uy, = 670 ? S, = vztz - E a2t22
m 1 Uy 2
pe =00 S, = Vply — = 2t
3 s 2 242 2ty 2
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s =05m
U3—U2_a2't2—0
U, =az-t;
U2
a, =—
2=
v, 670=
a :_:—S
27 t, T 1,491073s

1 1
52 == vztz _Evztz = Evztz
2's _2:0,5

v, 670

= 449,66 - 10° =
S
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9. KINEMATIKA II- KRIVOLINIJSKO KRETANJE

ZADATAK 1: Materijalna tatcka M se kreCe u prostoru prema jedna¢inama
kretanja x = x(t) = 2+ 3t; y = y(t) = 5+ 4t; z= z(t) = 3+ 5t, (X,y.Z
—ucm, tusec). Nadi jednacinu putanje, brzinu i ubrzanje tacke.

Resenje: 2 Ovo je jednacina

X= 2+3t >t = = prave linije, $to

y= 544t - y-5 — X2 _y-5 _z-3 -znaéiflaje
Z_g 3 4 5 trajektorija prava

z=3+5t —t = e linija u prostoru

Kada je t = 0, dobijamo pocetne koordinate:

xO = 2

Yo =5 M, (2,5,3) — koordinate tatke u po¢etnom trenutku.

ZO = 3

Brzinu tacke nalazimo preko njenih projekcija na ose. Projekcije su prvi izvodi
parametarkih jednacina kretanja po osama.

Vy=x=3

vy =y =4y v=u2+ 12 +v,? =32 +42 + 52 =5/2 = = const
-5 _Ux_ 3. _Yy_ 4. _Vz_ 5

v, = cosa,,—v—sﬁ,cosﬁv—U—Sz,cosyv—U—S\/E

Ubrzanje tacke dobijamo preko projekcija na ose. Svaka komponenta ubrzanja u
Dekartovom koordinatnom sistemu predstavlja prvi izvod jednacine promene
brzine po izabranoj osi.

a,=v,=0
ay=vy=0 a=20
a,=v,=0

Dakle, ubrzanje materijalne tacke je nula, §to zna¢i da se krece jednoliko
ravnomerno.

ZADATAK 2: Odrediti brzinu i ubrzanje tacke u polozaju nakon t = 3s, ako je
dat vektor polozaja # = (t + 3) - T+ (2t> — 4) - J.
Resenje:

Iz jednacine vektora poloZaja:
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x(t) = t+3,pajeve(t) =x(t) = 1?,3 a,(t) =i(t)=10 s_T;l'

y() = 2t — 4, pajevy(t) = y(t) = 4ta ay(t) =j() = 4522
Nakont =35, 1(3) = 17,av,(3) = 4-3 = 12, pa je ukupna brzina:

m

v =12 +1y2= V12 + 122=V145 = 12,04 -

m

Ubrzanje je konstantno i uvek je: a = V02 + 42 = 43

ZADATAK 3: Tacka se kreCe po prostornoj putanji ¢iji je radijus vektor 7 =
4sin2t -1+ 4cos2t-j+ (6t—2)- E,(r - cm; t— s). Nadi ort tangente Tiort
glavne Nu funkciji vremena, sracunati krivinu K i polupre¢nik krivine Rk.

Resenje:
d = dT
r - N —

T =22,
ds ds

ar

d—=4 cos 2t - 21+ 4 - (sin 2t) - 2]+6k

Z = 8cos2t- 1-8sin2t-J+6k

7 d
— =d—i= v =V64cos22t + 64sin? 2t + 36 =64 + 36 = 10%

dr

= di gt 8cos2ti-8sin2tj+6k
T=_=d_=

ds 4S 10

dt

T = 052tl——sm2t1+—k

5 5 5 .
K- N=— |N|—|—| N=A K=|—|

_ds ds

ar
ar _ dt.
ds ~ ds

dat
ds > - 8 . > 8 >
—=—_2gin2e-20-2. cos2t-2j+0-k=—=sin2t- 1 —=-cos2t- ]
dt 5 5 5 5
ds
—=v = 10—
dat
_dT
dT _ d¢  —2/5sin2t1-2/5 cos2tj
_:E: = ——sttl——COSZt]
ds 10

dT
kel 16 2 16 2 — |16 2 4
|d | = \/ e sin 2t+ - COs 2t = J625 (sin?2t) ”

ds' 25
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4
=== =2[-Z sin2t-T—cos 2t - JI;

K —
1 dT _ 25 dT 25
K ds 4 ds 4 25 25

N=—sin2t-i-cos2t- ]

ZADATAK 4: Materijalna tatka se kre¢e u ravni X0y shodno jednadinama
kretanja x = x(t) = bcos2t; y = bcost, gde je b pozitivna konstanta dimenzije
duzine (cm), a t je vreme.

a) Naci liniju putanje tacke i definisati trajektoriju tacke,

b) Naci brzinu i ubrzanje tacke i

) Nac¢i brzinu i ubrzanje tacke u trenutku kada se ona prvi put nade na y

OsSl.

Resenje:
a) Odredivanje linije putanje i trajektorije tacke

Sredi¢emo prvo jednacinu kretanja po X-0Si.

x = x(t) = b cos2t = b(cos?t - sin*t) = b(cos?t - 1 +cos?t)
Konacno je:

(1) x = b(2cos?t-1)

Transformisa¢emo jednacinu kretanja materijalne tacke po y 0si u pogodan oblik
za dalji rad:
y = y(t) = b cost

(2) cost =

S A

Da bismo dobili zakon kretanja materijalne tacke, u jednacinu (1) ubacujemo

dobijenu zavisnost (2):
2

_ v A S L S TR N
xz_b(2b2—1)_b(b2 )= (29" = b ==—-b
2y
—=x+b
b

y? = g - (x + b) - ovo je jednalina parabole.

Dakle, linija po kojoj se krec¢e materijalna tacka je parabola.

Qdredivanje min i max funkcije:

Kakojex = b - (2cos?t-1),ay? = g - (x + b) treba proveriti vrednosti izraza
za specifi¢ne vrednosti cos t. Tako je :
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e zacost=0-x,,=Db (0-1) =—b—>y2=2-(—b+b) =0-
2

y=0
e zacost=1-x,,,=b- (2-1) =b—>y2=§ - (b+b) = b?
Moze se zakljuciti da je: Viin = — b, Vinax = b.

b) Odredivanije brzine i ubrzanja materijane tacke:

Po definiciji, brzina je prvi izvod a ubrzanje drugi izvod zakona kretanja
materijalne tacke.
X = b - cos2t

X =b - (—sin2t) - 2=—4b-sin t-cost = v,
¥=—2b-cos2t - 2=—4b -cos2t =—4b (cos’t — sin’t) = a,
y= b -cost

y=—b-sint=v,

Yy =—b- cost =a,

Intenzitet brzine materijalne tacke predstavlja koren zbira kvadrata prvih izvoda
zakona kretanja po X i y 0Si.

v=1x2+ y2 =/(=4-b-sint - cost)? + (=b - sint)?

v =+/16 - b2 - sin?t - cos?t + b? - sin?t

v=>b-sint-V1+ 16 cos?t

a= |ai+a%= J (=4b)? - (cos?t — sin?t)2 + b? - cos?t

a = /16 - b2 - (cos*t + sin*t — 2sin?t - cos?t) + b2 - cos?t

Koristeéi jednakost: cos 2t = cos?t — sin?t, izraz dobija oblik:

a=b ++/16- (cos2t)? + cos?t

¢) U trenutku kada se materijalna tacka nade na y osi, koordinata x = 0, pa je:

b-cosZt=O—>cosZt:0—>2t:§—>t=§

Sada ¢emo naci vrednosti brzine i ubrzanja za dobijenu vrednost t, zamenom ove
vrednosti, ¢t = = u izraze za brzinu i ubrzanje.
T T
Xy =—2-b-sin2t = —2-b-sin(ZZ) = —2-b-sin§= —2b
. . V2
y1(t :%) = —b-sm(%) =—b-—
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s s
X = —4b-(coszz — sinzz) =—4p-0=0

A V2
V1 sm4 >

v=\/(—2b)2+(—b2—ﬁ)2=\/4b2+¥=\/@—>v=§\/6

'\‘ 4 2

Pripadaju¢i uglovi su:

X 22 y 1

cosa,, =71= —T;cosﬁv=?1= -3
*q V1

cosag - = 0; .COS f, = e -1

ZADATAK 5: Tacka se kreée u ravni xOy po delu, ¢ija je jednadina x? — 4x —
4y + 16 = 0, pri ¢emu je projekcija vektora brzine na 0x osu v, = x =4cm/s.
Tacka pocinje kretanje iz polozaja ¢ija je apscisa xy = 2.

a)Naci liniju putanje tacke 1 objasniti;

b)Nacdi brzinu i ubrzanje tacke u funkciji vremena i graf brzine;

c)Naci vektor brzine tacke u polozaju odredenom x; = 4cm
Resenje:
Sredivanjem jednacine putanje, dobi¢emo oblik putanje:
x2—4x—4y+16=0 > 4y =x? — 4x + 16;
Ako izrazimo ovu jednacinu po y, dobijamo:

Q) y=2-x+4

Iz matematike je poznato da je ovo jednacina parabole.

Zax=0-y=4

Prvi izvod zakona putapo x je: y = i 2x- 1= g -1

Komponenta brzine po y osi je jednaka nuli kada je y = 0 pa je tada: g— 1 =0,
odnosnog = 1t.x = 2.

Zax=2 - yzz— 2 + 4, odnosno: y = 3.

Ovo znaci da je projekcija brzine po y osi jednaka nuli, kada tacka ima koordinate
A(2,3).

Jednacinu promene koordinate x po vremenu ¢emo dobiti na osnovu zadatog
uslova v,= x = 4cm/s uz pomo¢ integracije.

X =4cm/s > x = [ xdt = [ 4dt =4t + C.
Iz pocetnih uslova je: C = x, =2, pa je trazeni zakon promene koordinate X:
2)x =4t+ 2
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Sada ¢emo jednacinu (2) ukljuciti u izraz (1), da bismo dobili promenu koordinate
y PO vremenu.

2 4t42)2
y="——x +4=%—4t + 4
16t2+16t+4 )
:T_M — 24+ 4=4t°+4t+ 1- 4t + 2
y = 4t + 3

b) Odredivanje brzine i ubrzanja

Tekstom zadatka nam je zadata brzina po x osi, x = “Tm = const. Da bismo
odredili brzinu po y osi, uradi¢emo prvi izvod zakona kretanja po y osi.
y=4-2t=8t > v=,/%2+ 92 =16 + 64t2 = 4J/1 + 4t2

Pripadaju¢i uglovi koje vektor brzine gradi sa osama su:
: 4 1 8t 2t

: cos B, = =
By a1+4t2  J1+4t2

X

cosa, =— = -

v v 2 2
4.|1+4t 1+4t

Kako je ubrzanje drugi izvod puta, a prvi brzine, racunato po koodrinatama, to je:
a,=%=0

ay=8-a =,/ai+a5=38

c)Vektor brzine u zadatompoloZzaju je x; = 4cm, §to ¢emo iskoristiti da iz zakona
kretanja po x osi dobijmo vreme kretanja do postizanja ove vrednosti.

X, =4t +2=4
At, + 2 =4, 4t, =2
2

1 . o
t =,=75- koristimo za odredivanje v,,

Kako je: v, = 8t, a zadati trenutak je t; =%s, dobijamo: v,; = 8 -%= 4cmls
v,=4cm/s
Brzina u trenutku ¢, je:

v= /vgl +v2, =V16+16 =162 = 4\/2cm/s

ZADATAK 6: Odrediti ugaono ubrzanje u funkciji vremena ako je dat zakon
promene ugaone brzine: 4t — 8. Koliko je ugaono ubrzanje u trenutku t = 3s?

Resenje:
Kako je zakon promene ugaone brzine:w = 4t? — 8, a ugaono ubrzanje je prvi
izvod ugaone brzine, to je:
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E=w=4-2t—-0=28t
U trenutku kada je t = 3s, ugaono ubrzanje je: € =8-3 = 24?—;1.

ZADATAK 7:Vektor brzine materijalne tacke, koja zapoCinje kretanje se menja

prema zakonu: 7 = 1627 + 4t3] + (5t + 2)k, pri demu je t dato u sekundama.
Odrediti vektor ubrzanja i njegov intenzitet u trenutku t; = 2s. Koje su
koordinate poloZzaja tacke u tom trenutku?

Resenje:

Za odredivanje intenziteta vektora brzine za t; = 2s, vrednost brzine je:
¥ = 647 + 32] + 12k

Intenzitet vektora brzine:

m
v =+/642 +322 + 122 = 72,55

Ubrzanje je prvi izvod brzine, pa je:
= d_.) - - 7 - - '
d= d—’t’ = S[16¢71 + 4t3] + (5t + 2)k] = 32t7 + 12t + 5k &
Kada je t; = 2s, vektor ubrzanja je:
4 = 647 + 48] + 5k
Intenzitet vektora ubrzanja:

m
a =+/642 + 482 + 52 = 80,15

Da bi se odredili koordinate, mora se izvrSiti integraljenje projekcija vektora
brzine, koje su:

v, = 16t%, v, = 4t3, v, = (5t + 2),
tako da je:

_ 16
dx = v,dt = 16t%dt,paje x = f 16t%dt = ?t3 +C;
dy = vydt = 4t3dt,pajey = [4t3dt = t* + C,

dz = v,dt = (5t + 2)dt, paje z = [(S5t + 2)dt = 2t + 2t + C;

Konstante Cy, C, i C3 se dobijaju iz pocetnih uslova, kada su xq =y, = z5 = 0,
pa su konstante jednake nuli. Tako su jednacine kretanja:

16 .
x=?t3,y=t4|z=§t2+2t

azat, = 2s, koordinate su: x(2) = 42,67m,y(2) = 16miz(2) = 14m.
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ZADATAK 8: Jednadina kretanja tela ima oblik: s = 6t + 0,9t2. Odrediti zakon
promene brzine i ubrzanja, pocetnu brzinu kao i predeni put, brzinu i ubrzanje
10s od pocetka kretanja.

Resenje:
Kako brzina predstavlja prvi izvod jednacine kretanja, a ubrzanje drugi, dobi¢emo
jednacine promene brzine i ubrzanja:

m
$=v=6+09-2t=(6+180—

m
s2

§S=a=v=18
U pocetnom trenutku, kada je t = 0:
- So=s5(00=6-0+0,9-0%2=0m

- v =v(0)=6+180=6=

m
- a= 1,88—2 = const.

Nakon t = 10s, traZene vrednosti su:
- s(10)=6-10+0,9-10% = 150m
- vo=v(0)=6+1,8-10=24§

m
- a= 1,88—2 = const.

ZADATAK 9: Jednacine kretanja tacke u ravni su: x(t) = t i y(t) = t2.Odrediti
poluprecnik krivine u trenutku kada je t = 1s.

Resenje:
2
Kako je polupreénik krivine Rj = Z— , a ar =
N
Ja? — a2, moramo odrediti prve i druge izvode parametarskih jednacina kretanja
i odrediti vrednost brzine za t = 1s.

- x=x(@)=t[m], ¥ =v, = 1[7], ¥=a, =10, =0[5]

- y=y@)= tz[m]’ y =v, =2t[m], j =a, =v, =2[3]

s2

XEAY

v |' 4 av =

Zat = 1s dobijamo sledece vrednosti traZenih veli¢ina:
- x(1s) =1m, x(1s) = 17,8 =03

- y(1s) =1m, y(1s) = 2?,5}(15) — 9

m
s2

Brzinu v, ubrzanje i a; za t = 1s dobijamo koristeci gore dobijenih vrednosti:
- brzina:v=x2+y2=vV1+4=+/5
- ukupno ubrzanje: a = /%2 + j2=V02 + 22 = 2 [Sﬂz]
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- tangencijalno ubrzanja: a; =

xx+yy| _ |1-0+2-2| _4.m

N R

v

Sada odredujemo ay:

= [z |92 _16_ 20—16=£=£[ﬁ
ay a= —dar \/2 5 \/ 5 J5 5 Ls2
2

v Szﬁ[m].

Konac¢no: R, =— =
ay

ZADATAK 10: Brzina automobila se menja po zakonu: v = (3t? + 2t + 1) %

Odrediti polozaj ovog automobila nakon t = 3s.

Resenje:
Kako je s = fot vdt, dobijamo da je: s = fot(:%t2 + 2t + 1)dt, odnosno:
3 2
S=3+42-+t+Cy.
Kako je u poc¢etnom trenutku t = 0, s, = 0, dobijamo da je C; = 0, pa je zakon

promene polozaja (predeni put):
s=t3+t? 4+t

U trenutku kada je t = 3s, dobijase daje: s = 3% + 32 + 3 = 39m.

ZADATAK 11: Vektor brzine tela se menja po zakonu: #(t) = 57 + 6t + 3t2k.
Kolika je promena vektora polozaja izmedu trenutaka t; = 5s i t, = 10s?

Resenje:
Kako je brzina prvi izvod vektora poloZaja, odredi¢emo prvo zakon promene
polozaja tela:
= t? 3
7(t) = fvdt = f(5?+ 6t] + 4t%k) dt = 5t + 67f+ 3§k
7(t) = 51 + 3¢%] + t3k.

Kako se trazi promena poloZaja tela izmedu dva trenutka, onda je to:
Br = 7(t;) = 7(t) = 5(t; = )T+ 3(6," = )] + (1" — )k
Ar = 7#(10s) — #(5s) = 5(10 — 5)7 + 3(102 — 52)] + (103 — 53)k

Ar = 2570+ 225] + 875k

ZADATAK 12: Tacka se kre¢e po krugu poluprecnika R = 2,5m, i obrée se sa
85 o/min. Kolike su ugaona i obimna brzina tacke?

117



Resenje:
. . 21n mn 85-3,14 rad

Kako je (p=27‘[n,0nda162w=£=—=—= = 8,90 —
t 60 30 30 s

Obimna brzinaje: v=R-w =2,5-8,90 = 22,25?.

ZADATAK 13: Brzina rezanja nekog obratka je 2?, a broj obrtaja u minutu je
150 # Koliki je pre¢nik obratka D?

Resenje:
Kakojev = R-w = RZ2 = RZZ pa je odavde:
60 30
30-v 30-2
R = =0,13m

mm 314150
Preénik D = 2R = 0,26m.

ZADATAK 14:Tacka A se nalazi na Stapu BC (slika 9.14), ¢iji se krajevi mogu
kretati u pravcima osa x i y. Ugao ¢ se menja po zakonu ¢ = 3t. Odrediti zakon
kretanja, kao i jednacinu putanje tacke A. (CA = a,AB = b,a + b = CB).

Resenje:
Sa slike 9.14 se mogu definisati jednacine kretanja:
x = CAcosp = a - cos3t

y = ABsing = b - sin3t Y
B
Zakon puta dobijamo eliminacijom parametra t:
cos3t = z
a

a koristeéi vezu: cos?3t + sin?3t = 1, dobijamo:

x2 y2

pr + bz = 1.

Ovo znaci da je putanja tacke A elipsa, sa poluosama a i b.

ZADATAK 15: Krecu¢i se po krugu poluprecnika R = 100m (slika 9.15),
materijalna tacka, dobivsi usporenje od a = 0,8 522, nakon t = 40s ima brzinu od
v, =18 kTm Kolika je bila pocetna brzina?
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Resenje:

Transformisimo zadatu brzinu v, = 18 = 18- o0 _ 5™
ransformiSimo zadatu brzinu v; = = 36005 ~ 3

Polazimo od obrazaca za izracunavanje brzine i ubrzanja:

a’ = ay? + ar?
2
a? = —) +1r2e?
r
Slika 9.15
aT12=a2_aN12 v1=v0_aT't
2 2
aT12 = (0,8522) - (0,25 sz) Vg = Vg + ar - t
apy = \/0,647:—22 ~0,0625% vy =52+0,76% 40s
ary = 0,75995% Vo = 5% + 30,40?
arq = 0,76?2 Vo = 35,40%

ZADATAK 16: Tacka A, koja se krece po obodu to¢ka ima obimnu brzinu od
2m/s, dok tacka B, koja je udaljena od tatke A 20 cm, ima obimnu brzinu od
0,5 m/s (slika 9.16). Odrediti polupreénik toc¢ka i ugaonu brzinu kojom rotira
tocak.

Resenje:

Kako je trenutna obimna brzina proizvod polupre¢nika i trenutne ugaone brzine, i
kako je poznata brzina tacke A, koja se krece po obodu diska, poluprecnik se
odreduje:

m
Va s

== = = 0,2666 ...
w 7,5s71 m

R = 0,27m

Po pocetnim uslovima, brzine v, i vg se izraCunavaju:
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Slika 9.16

vAzR'(l)
vg=(R—-d) w

Postavi¢emo jednacine iz pocetnih uslova:
m
R-w=2—
s
m
(R-02)w=0,5 "
R-w=2% (1)
R-w—02w=057

m m
0-w—02w= —2?+0,5?—0,2w

m

—-0,2w = —-1,5—
s

_1’5_75 -1
@=027 78

ZADATAK 17: Po kruznici polupre¢nika 12 cm se krece tacka M brzinom od
6m/s. Koliko iznosi broj obrtaja u minuti?

Resenje:

Kako jedan puni krug ima 2 radijana, ugao koji prode tacka krecuéi se po
kruznoj putanji zavisi od broja u¢injenih obrtaja, n. Ugaona brzina, pak, zavisi od
vremena za koje materijalna tacka obide pun krug od 27 radijana.

Kako je ¢ = 2mn, to je:

@ 2nn  @©n

Tt 60 30
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Polazimo od izraza za obimnu brzinu: v = r - w. 1z ovog izraza se dobija vrednost
ugaone brzine:

m
v 6 _ o _1_50rad
CERTOO12m 0 TV

Kako je w = 26L0" , to se za n dobija:
30w 30-50s71

7 314 ;
Slika 9.17

n =

n = 477,71 obr /min

ZADATAK 18: Izracunati normalno i tangencijalno ubrzanje tacke na obodu
diska polupre¢nika R = 20cm, u trenutku t = 3s. Disk rotira ubrzano ugaonom
brzinom w = 2t — 4, u smeru kretanja kazaljke na satu. Ucrtati komponente
ubrzanja.

Resenje:

Poluprec¢nik kruznice po kojoj

se kre¢e materijalna tacka je:

R = 20cm = 0,2m,

a ugaona brzina se menja po zakonu:
(D w=2t—4.

Ovo znaci da ¢e postojati ugaono
ubrzanje/usporenje:

=20 gy =2 t

E=w=——= —4) =2 —— =cons
dt s?

Tangencijalno 1 normalno ubrzanje se izracunavaju

po obrascima:

—

rad m
ar=r-e=0.2m-2 7 = 0,45—2 Slika 9.18

ay =1 w?

Kako je ugaono ubrzanje konstantno, znaci da ne zavisi od vremena. Medutim,
vrednost normalnog ubrzanja ¢e zavisiti od trenutka za koji se izraCunava, pa se
mora naci vrednost ugaone brzine u trenutku t = 3s. U jednacinu (1) ¢emo
zameniti t sa 3s i dobiti traZzenu vrednost ugaone brzine:
rad
w(t=3s) =2-3—-4=2—

S
Vrednost normalnog ubrzanja u datom trenutku je:

2
m

mwﬂg=rm@ﬂg=amn(zjr>=03;
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ZADATAK 19: Osovina se obrtala sa n = 900br/min, a posle iskljucivanja
motora, nastavlja da se obrce jednoliko usporeno i zaustavlja se nakon t = 40s.
Odrediti koliko je obrtaja napravila osovina za to vreme i odrediti ugaono
usporenje.

Resenje:

Kako je dat broj obrtaja u minuti, potrebno je odrediti ugaonu brzinu:
obr obr obr

w = 90% = 90& = 1,57

Kako jedan obrtaj ima 27 rad, ugaona brzina je:

@ __2nn _ mn _ 3,14-90

m_ _ —1
£t 60 _ 30 30 9.42s

Ugaona brzina se menja po zakonu:
w = wqy — Et.

w =

U trenutku zaustavljanja, ugaona brzina je 0, pa je:
C()O =&t

Ugaono ubrzanje je:
9,42571
Do - 272 _ (235552

E=—
Ugao rotacije se menja po zakonu:

t 40s

1 2
@ =@ +w0t—§st
Kako je ¢, =0, ugao koji opise

tacka za 40s je:

¢ =9,42571 - 40s — - 0,2355572 -

(40s)?
¢ =376,8rad — 188,4 rad
@ = 188,4 rad

Slika 9.19

Kako jedan obrtaj ima 2 radijana, broj napravljenih obrtaja je:
o 188,4_30 brtai
P PR ViRt i

ZADATAK 20: Tocak poluprecnika r = 10cm rotira po zakonu: ¢ = 1,57 +
3,14-t+ 0,78 - t2. Odrediti izraze za ugaonu brzinu i ugaono ubrzanje.
Izracunati ugaono ubrzanje tocka i tangencijalno ubrzanje tacke na obodu tocka, u
trenutku t = 2s.
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ResSenje:
Poluprecnik tocka je: R = 10cm = 0,1m, a kako je ugaona brzina prvi izvod ugla
obrtanja, to je:

de d(1,57 + 3,14t + 0,78t?)

=g T dt

=314+0,78-2-t=3,14+ 1,56t

Ugaono ubrzanje je prvi izvod ugaone brzine, pa je:

d(3,14 + 1,56 - t)

. rad
st)=w= T = 1,563—2 = 1,563—2 = const
Tangencijalno ubrzanje je po definiciji jednako prvom izvodu vektora brzine, pa
je tako:
dv r-do do . rad m
aT:E= T =r-%=r-ga=r-s=O,1m-1,563(‘1—2=0,156S—2
ra

w(t =25) = 3,14+ 1,56 25 = 6,26 —

ZADATAK 21: Zamajac preénika r = 0,5m, pocinje kretanje iz stanja
mirovanja, konstantnim ugaonim ubrzanjem €. Ako za 20s zamajac hapravi n =
20 obrtaja, odrediti ugaonu brzinu, broj obrtaja ni ubrzanje tacke na obodu u
trenutku t; = 20s.

Resenje:
Ugao obrtanja se menja po zakonu:

1
(1) ¢ = porwot + Eetzw Ao

Na osnovu zadatog broja obrtaja, a svaki ima

2m radijana, tacka je opisala ugao:
@1 = 2m-2000brt = 125,6rad !

Kako je kretanje pocelo iz mirovanja, jednacina (1) Slika 9.21
poprima oblik: ¢, = %stf, pa je:

_ 294 _ 2+125,6rad _ 8rad
2 (20827 sz’

Da bi se odredilo ukupno ubrzanje, potrebne su nam obe komponente ubrzanja:
tangencijalno i normalno ubrzanje. Intenzitet ukupnog ubrzanja se izracunava po

obrascu:
a=.ay?+ ar?
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Za odredivanje normalnog ubrzanja, potrebno je odrediti ugaonu brzinu koju
zamajac ostvaruje nakon t = 20s. To je:

rad rad

wq = E- tl = 0,6285_2' 20s = 12,56 T

Primenom poznatih obrazaca se dobijaju komponente ubrzanja:

ar, =r-£=05m-0,628"% = 03142

S S
gy = T 2 0sme (12,56 7%%Y2 = 78,8768
MTRT TR T ) T 18808

Intenzitet ubrzanja je:

m my2 m
a= j (78,8768 —)? + (0314 —) =78,88—
S S S

ZADATAK 22: Automobil se kre¢e po putu, koji je oblika kruga, sa pre¢nikom

krivine 2 km. Ukoliko je poznato da je ukupno ubrzanje automobila 1 sz a brzina

u posmatranom trenutku 72 ~—, odrediti kolika su normalna i tangencijalna

k
] h
komponenta ubrzanja.

Resenje:
Brzina tela u posmatranom trenutku je 72 kTm =72
je: R = 1000 m.
Normalno ubrzanje se izracunava:

_v:_ 200 m
Av = % T Tooo

Iz obrasca je: a = Jay? + ar?, paje:

m
ar = Ja? —ay? =+/12 — 0,42 = 0,92 =

1000 m

m v .
000 5 = 20 g a poluprecnik

) 5‘2

ZADATAK 23: Vektor polozaja tatke M u proizvoljnom trenutku vremena je:
7 = (5t)7 + (6 — 3t?)j [m]. Odrediti brzinu i ubrzanje date tatke M nakon
proteklih 4 s. Odrediti i jednainu trajektorije.

Resenje:

Prvi izvod vektora polozaja je vektor brzine tacke, a drugi izvod je vektor
ubrzanja. Projekcijom vektora poloZaja na ose X i y i odredivanjem prvog i drugog
izvoda odredi¢emo komponente brzine i ubrzanja za pomenute ose.

Projekcije vektora poloZaja na ose Su:

=x=5tin,=y=6t — 3t*
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Vrednosti projekcija brzine i ubrzanja na ose su prvi odnosno drugi izvodi
komponenti vektora poloZaja po istoimenim osama:

e v, =x=5av,=y=6—6t

o a,=v/=%=0aa,=y=0,=0-6= —65%
Vrednost projekcija brzina na ose, nakon kretanja u trajanju od 4s su:

e v, =5 %

e v, =6-6-4=-187,

paje: v(t = 4s) = /52 + (~18)? = 18,68~
Vrednost projekcija ubrzanja na ose, nakon kretanja u trajanju od 4s su:
e a,=0 E,
X Szm

L] ay = —65—2,

pa je ukupno ubrzanje: |a| = 6.
ZADATAK 24: Transmisiju neke masSine pokreée kai$nikl, a polupreénici
tockovasu:r; = 15cmir, = 50 cm.

1) Koliki je odnos broja obrtaja tockova?

2) Koliki put prede neka tatka na kaiSniku za vreme t = 20 s, ako je

. . “ obr
ugaona brzina manjeg tocka w; = 120 — ?
Resenje: B
Slika 9.24

a) Prenosni odnos se izraCunava po obrascu:

) ) n, Ty 50 cm
[ = prenosniodnos = — = — = = 3,33
n, 2 15cm

b) Put koji prede bilo koja tacka na kaiSniku, zavisi od brzine i vremena
kretanja. Kako je ugaona brzina konstantna, pomoc¢u poznatih jednacina

se izra¢unava:

— 120 0br_27m_27z-120_4rad
1= min 60 60 T g

rad 1
V=10 = 156m-47rT = 0,15m-4-3,14; = 1,884

m
S
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Put koji prede svaka tacka na kaisniku je:
m
S = vt = 1,884; -20s = 37,68m

ZADATAK 25: To¢kovi B i A, polupre¢nika ;, = 90 cm i r, = 30 cm, nalezu
jedan na drugi. Elektromotor pokrece to¢ak A, Cija je ugaona brzina w,; = 2 % :

Kolika je ugaona brzina tocka B, ako se pretpostavi da nema klizanja, izmedu
tockova?

Resenje:
Kako nema klizanja, brzina svake tacke na kaiSniku je jednaka, pa vazi da je:

Uy = Up,

Izjednaci¢emo ove dve brzine:

03 s Slika 9.25

ZADATAK 26: Na valjak polupreénika r = 80 cm, namotano je, kao na slici
9.26, uze koje se ravnomerno odmotava. Za vreme t = 1 min, odmota se duzina
[ = 30m wuzeta. Kolika je ugaona brzina valjka u toku odmotavanja?
Kolika je linijska brzina tacaka na omotacu valjka?

Resenje: A A ﬁ '

Kako je duZina odmotanog dela kanapa o

[ = 30m, taj put prode i posmatrana R

tacka A, prolazivsi kroz polozaje: ’ A

A AL A”(slika 9.26). Slika 9.26

Kako je odmotavanje ravhomerno, to je:

Slika 9.26
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ZADATAK 27: Kre¢uéi se stalnom ugaonom brzinom, w, = 4 %, telo dobije

ugaono usporenje & = 0,5 rad/s?. Kolika ¢e biti ugaona brzina tela posle:
a)vremenat = 25,
b) opisanog ugla 6= - rad,
c)N = 1obrtajai
d) posle koliko vremena ¢e se telo zaustaviti?

Resenje:
a) Ugaona brzina nakon t = 2s je:

rad

a)=a)0—gt=4—0,5-2=3,OT

b) Ugao koji opise svaka tacka tela se,
tokom kretanja, menja po zakonu:

1 1
(1) 0= 6,+ wt— 3 gt2=w0t—5 &t? A “

U trenutku koji je zadat, telo se zaokrenulo

3,14
Za 91 = g = Trad.

Jednacina (1) sada poprima oblik:

1 :
Zamenom vrednosti u ovu jednacinu, dobi¢emo vreme kretanja:
1
Es-tlz—wo-t1+01 =0

3,14
O,5'O,5't12—4't1+T=0

0,25t2 - 4t + 1,05 = 0
44,16 —4-0,25-1,05

bap = 2-0,25
443,87

0,5

t1 12 =

Prvo resenje, t; = 15,74s, nije primenljivo jer se dobija da je ugaona brzina
negativna,—w), pa ostaje drugo resenje: t, = 0,26s.
Ugaona brzina je u ovom slucaju:

rad
Ww=wy—¢et=4-05-026 = 3’87T

¢) Ugao koji telo napravi nakon N = 1 obrtaja je:6, = 1 - 2nrad = 6,28rad.
Kako je:

92 = wotz - = gt%

2
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prepakovaéemo ovaj izraz u pogodan oblik kvadratne jednacine 1 dobiti
potencijalna reSenja:

%Etzz - (Uotz + 92 = 0
025-t2-4-t, + 628 =0

44,16 —4-0,25-6,28
fa1/2 = 20,25

t21 = 14,245 y tzz = 1,765

ReSenje t,; je nemoguée (dobija se negativna vrednost ugla ), tako da je za
rad

tzz = 1,765, (1)22 = (I.)O — &t = 4‘ - 0,5 ) 1,76 = 3,12 T

d) U trenutku zaustavljanja, ugaona brzina je jednaka nuli, $to u jednadini:
W=wyg—&"t3=0
pa je:
Wy 4

= =055

ZADATAK 28: Osovina se obrtala sa n = 900br/min a posle isklju¢ivanja
motora, nastavlja da se obrée jednako usporeno i zaustavlja se nakon 40s. Odrediti
koliko obrtaja je osovina napravila za to vreme i odrediti njeno ugaono usporenje

Resenje:
Kod ravnomerno ubrzanog kretanja, kada je ¢, = 0, vaze obrasci:
Q= a)ot—%etziw = wy — &t.
Pocetna ugaona brzina je: w, = Z:—On = 2'3'61:90 =9,42s71
Prilikom zaustavljanja ugaona brzina je 0, pa je u tom trenutku (t; = 40s): w, =
€-ty, paje:

9,42
e= 20— 272 — (235552,
ty 40

Ukupan opisani ugao je:
1
@ = 2nN = wyt; — Estlz =9,42-40—-0,5-0,2355 - 402

Dobija se da je:
2N = 6,28 N = 1884,
pa je N = 30 obrtaja.

ZADATAK 29: Ugaoni pomeraj tela prilikom rotacije se menja po zakonu:
@(t) = 0,2 + 0,4t2. Odrediti:
a) ugaonu brzinu tela nakon t; = 3s od pocetka kretanja i
b) ugaono ubrzanje tela u tom trenutku.
128



Resenje:
Ugaona brzina tela predstavlja prvi izvod ugaonog pomeraja, pa je tako:
de d(0,2 +0,4t?)
w=—= =0+04-2-t=0,8t
dt dt

Ugaono ubrzanje je prvi izvod ugaone brzine tela, odnosno:

dw d(o,8t) d
E=—= =0,8%=const
dt dt s

Zamenom u izrazima vrednost za t = 3s, dobijaju se trazene ugaona brzina i
ugaono ubrzanje:

rad
wq = 0,8 3= 2,47

rad
& = 0,85—2 = const

ZADATAK 30: : Kliza¢i A i B mehanizama su prikazani na slici 9.30, koji
su spojeni polugom AB duzine [ = 30cm, krecu se pri obrtanju krivaje
OD, po medusobno upravnim pravama. Krivaja OD duzine %l je vezana
zglobom za sredinu podloge AB. Odrediti zakon kretanja klizaca A 1 B,
ako se krivaja obrée tako da se ugao ¢ povecava proporcijalno vremenu
Cine¢i 2 obrtaja u minuti. Kolike su brzina i ubrzanje, kada je ugao ¢ =
30°.

Resenje:
P 41T T 1

Ugaona brzina $tapa AB se menja po zakonu: w = T= =

Pri tome su koordinate tacaka A i B na krajevima $tapa:
X4 =Llcose; yg =lsing
[ l

X4 = Ecos<p+ ECOS(p =lcos¢@ = lcoswt

1 1
Vg :§lsln(p+ ElSln(p: lsin(p = [sin wt

Brzine i ubrzanja tacaka A 1 B su:
- V=X =—lw-sinwt
- vg=yp=Ilw-coswt

- ag= ¥y = —lw-wcoswt = —lw? cos wt
- ag= yg=Ilw-(-sinwt) w = —lw?sinwt
Za ¢ = 30°;
~w=2= 5 wt=C2=30°
t et 6
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. ___n_l_.n__ln__l_l_ cm
- Vg = Xap=30) = —I =S sin- = s 2—3,14 .

. T I It V3 cm
- Vg = xB((p=30°) =1 E 'COSE = E ' ?: 5,44 T
2 2
-aA=—lw2cosa)t=—l-(1—"5) -c0530°=—l-27;—5-§=—1,442—?
- ag = —lw? - sinwt = —l-(ln—s)2 : %: —0,66 Z—Tzn

A
1
1
1
1
1
1
1
1

(@ I

Slika 9.30

ZADATAK 31: Odrediti putanju, brzinu i ubrzanje sredine M klipne poluge
klipnog mehanizma na slici 9.31, ako je OA = AB = 2a, i ako pri okretanju
krivaje ugao ¢ u toku vremena raste proporcijonalno vremenu ¢ = wt.

Resenje:

Tokom kretanja, koordinate tatke M se, na osnovu slike 9.31, menjaju po zakonu:
XM = 2acos@ + acos@ —xy =3-a-coswt

Yy = asin@ —Yyy = a- sinwt

pricemuje: ¢ = w-t

Jednacinu kretanja dobijamo:

X .
— = coswt Y = sinwt
3a a
sinwt + cos*wt =1
2 2

X y

Z_+ =1

9a?2 a?
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x X
M JT7T 77777

Slike 9.31

Brzina tacke M je:

vy, = Xy = (Bacoswt) =3a- w (sinwt) = —3aw sin wt

v, = yy=(a-sinwt) =a - o * coswt

vy = /v,%M + iy

vy = V9a2w?sin?wt + a?w?cos?wt

Ubrzanje tacke:

ayy = Xy = (—3aw?coswt)’' = —3aw - w ' coswt = —3aw? cos wt

ayy = Yy = (awcoswt) =a* w-w * (—sinwt) = —aw? sinwt

aM = ,/asz + aMyZ

ay = v (3aw? cos wt)? + (—aw? sin wt)?

ay = +/(9a%w* cos? wt)? + a?w?sin? wt

ay = Jor(x? +y2) = \/rzwz =rw

Za odredivanje smera ubrzanja, koriste se formule:

cosa:—%—z——E s cosfB —_Y Y
1 a a r 1 a a
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10. KRETANJE ZUPCASTIH, LANCANIH I KAISNIH
PRENOSNIKA SNAGE

ZADATAK 1: Elektromotor se okre¢e sa n; = 1800 %. Pre¢nik njegovog

kai$nika je 100 mm. Koliki je prec¢nik kai$nika na busilici, ako se burgija okrece
brzinom obrtanja n, = 800 o

min’

Resenje:
Sema je data na slici 10.1

Zapisacemo date podatke:
obr 1800 obr

min 60 s
r; = 100mm = 100-1073m
n, = 800 obr _ 800 obr Slika 10.1.
min 60 s

Na osnovu poznatih relacija je:
V1 =7,
r‘1 - (1)1 = rz ) (1)2

U nastavku ¢emo izvrSiti zamenu zadatih vrednosti, da bismo dobili polupre¢nik
gonjenog kaiSnika:

21t n 2m'n; My
= = = = .
®T 760 91T 60 30
I 0 =Ty Wy
W1
r,=r;"—;
2 1'%,
B 2m-n; 60 n1_100 10-3 1800 obr_255
=0 2mon, t'h, M800 obr _ 7

Trazeni prenosni odnos je:

. Wy . n; 1500 Obr/min

1l===—D]=———
obr

n; 3 nz 750 /min

=2 > 1 - ovo jereduktor

132



ZADATAK 2: Broj obrtaja ulaznog vratila I prikazanog zup€astog reduktora iznosi
n; =900 o/min' Zupcanik 1 je ¢vrsto vezan za vratilo I, zup€anici 2 i 3 za vratilo
II, zupcCanik 4 za izlazno vratilo III. Na¢i ugaone brzine vratila I, II, i III, kao broj
obrtaja vratila III. Definisati prenosne odnose spregnutih zupcanika, kao 1 ugaoni
prenosni odnos reduktora. Odrediti brzine i ubrzanje tac¢aka na obodima zupc¢anika
3i4.

Poluprecnici zupcanika su: Ry = 0,2m; R, = 0,3m; R; = 0,4m R, = 0,2m.

ReSenje:

T, SR

A,

Slika 10.2.1 Slika 10.2.2

Kako je ¢, = 2mn,4, to je onda:

obr
_ 27‘[711 _ mn, _ 3,14‘ 900 —

: 1
min _ 1
“1= 760 T 30 30 =923

m
vy=1"w;=02m-94,2 = 18,84?

U2=v1=7‘2'w2

m
v, v, 18,84— m
wy=—=—=—— "5 28—
T 0,3m S
o w 94,2%
i1, = — = 1= 1,50 - reduktor

n, @ gygl
'S
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v v . . v . . . . d
Posto su zupcanik 2 i1 zup€anik 3 na istom vratilu, to je: w, = w; = 62,8 %,pa

je:
V3 =730 w3 =730 wp = 0,4m - 62,87 = 2512~

2w ny TNy 30wz 30-62,8 )
w; = = =30 =>ng = — = = 600 obrtaja

vy 25125 rad

V3 =1, =r4-w4=>w4=r—4=0’7=125,67
Uy =7 Wy

2men, Tem, 30-w, 30°1256% _
Wy === s =>n, = — = 314 = 1200 obrtaja

ng 600 1

i34 = n_4 =1200 2" 0,5 —= multiplikator

Ukupni prenosni odnos prenosnika je:
oy o 942571 3

j=2=—"= =0,75 =
! w, wy; 1256571 4

Posto nema ubrzanja (€ = 0), onda ubrzanje ima samo normalnu komponentu, ay.
2
Odredi¢emo intenzitet, koriste¢i standardni obrazac:ay = vT

m
v?  (18,84°0)

= = 1774,73 m

Iy = rn  02m T s2
2 (188477 m
=2=____5° —118315—

an, 7 0,3m s?
2 (251277 m
=228 9577,54—

s T3 0,4m s?
2 (251277 m

= —=——"—=13155,07—

Ny 7y 0,2m s?

ZADATAK 3: Broj obrtaja ulaznog vratila | prikazanog zupcastog reduktora iznosi

n; = 600 # Zupcanik 2 je ¢vrsto vezan za vratilo 1, zupc€anici 3 1 4 za donje

vratilo, zupCanik 5 za izlazno vratilo 6 (slika 10.3.). Naci ugaone brzine vratila, kao

1 broj obrtaja izlaznog vratila 6. Definisati prenosne odnose spregnutih zupcanika,
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kao 1 ukupan prenosni odnos reduktora. Odrediti brzine i1 ubrzanja tacaka na
obodima zupcanika 2 i 3. Dati su polupre¢nici: r; = 15cm; r, = 40cm; r3 =
20cmir, = 30cm.

Resenje:
Na osnovu teksta i slike 10.3. pod a.) jen; = 600% =n, {j. w; = w;.

Za zupcasti par 2-3 (slika 10.3. pod b.) je:
V1 =V =Vy =W = 1w,

2rn; meny 3,14-600
60 30  30s

=62,8s"1

(1)1 - Tl 0,15 -1
(1)2 = rz = 62,8 - 014 = 23,555 = CU”
TN 30w; 302355 _
= = = = =
W3 30 ns - 314 obrtaja
[
Wy

e

foul b

v
: N R

A

Slika 10.3.
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Kako su zupcanici 2 1 3 na istom vratilu, vratilu /1, vazi da je w, = w3 = wy;.
Kada nema proklizavanja medu uparenim zupcanicima, brzine ta¢aka na obodima
tih zupcanika su jednake, pa je za zupCanike 3 i 4:

Vg = 1303 = T4Wy
Sada dobijamo:

T3 0,20 rad

w4=w3-r—=23,55-030=15,7T
4 )

Brzine tacaka na obodima zupcanika 4 i1 5 su jednake, Sto se dokazuje:
m
Vgy = I3z = 0,2 ) 23,55 = 4‘,71?
m
UB4_ = 7'4(1)4 = 0,3 * 15,7 = 4,71?
Ubrzanja imaju samo svoje a, komponente:
m
ay, = w3 = 0,4+ (23,55)% = 221,845—2
m
ayz = T5a)§ = 0,2 ) (23,55)2 = 110,925_2

Parcijalni prenosni odnosi su:
w; 62,8

lp3 = w_z = _23’55 = 2,67
) w3 23,55
L34 =(1)_4=T,7= 1,50
Ukupni prenoni odnos je:
. w; 628 ]
i = w_4 = 15,7 = 4 — ukupan prenosni odnos reduktora
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11. RAVNO KRETANJE TELA

ZADATAK 1: Po horizontalnoj glatkoj povrsini se kotrlja tocak, poluprecnika
R = 0,5 m, bez klizanja. Brzina tocka je v=5 ? Izracunajte linijske brzine tacaka

N . [ v . . .
na obodu tocka, koje su pomerene za Ju odnosu na tacku dodira sa zemljom i na
vrhu tocka?

Resenje:
Brzina tocka je u stvari, brzina srediSta tocka:
UC =7V
Ugaona brzina je:
v 5 10s-1
= — = = S
R 05
Brzine ostalih tacaka racunamo:
vy =DP,-w=RV2-w

m
vp =0,5v2-10 = 5\/5?

Vom, = Vom, )
vg= M,P, - w = 2Rw = 10% Slika 11.1.

ZADATAK 2: Stap AB vr$i ravno kretanje tako §to klizi po ivici C dok njegova
tacka B klizi po horizontalnom podu (slika 11.2). Poznate veli¢ine su vg, | ia.
Odrediti w.

Resenje: P
Trenutni pol brzina se nalazi u preseku normala na vektore k—) W
brzina tacaka tela. Geometrijski gledano, £CBP je 90° — a. &

To znaci da je ugao izmedu Stapa i1 horizontale a. Ja

Posmatrajuci sliku, dolazi se do sledec¢ih veza:
. h e~ h . BC
sino===»BC=—, sinoa==
BC sina BP

—_— BC h vg _ Vg .
P=—=—— w=-==-Zsina.
sina sin? « PB h

Slika 11.2.
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ZADATAK 3: Stap AB vrsi ravno kretanje tako $to tacka A klizi po
vertikalnom zidu a tacka B po horizontalnom podu (slika 11.3). Poznate veliine
Su va, lia. Odrediti w i vg?

Resenje:
_Ya_ va
T AP l-cosa

vg=BP -w =1"sina
l-cosa

Vg =V, fg Q.

Slika 11.3.

ZADATAK 4: Kolika je ugaona brzima kojom se obrce Stap AB (dat na slici
11.4), ako je vy = 10% AP, = 0,8 BP, a duzna s§tapa AB = 2m? Kolika je

brzina tac¢ke B?

Resenje:
Ako je ukupna duzina §tapa AB = 2m, onda, svedeno na BP, imamo:
AB = (1+0,8)-BP,=1,8BP, paje B, = % =1,11m
Tada je:

AP, =0,8-1,11 = 0,89m

Kako je:
vy =AP,- w =10%,

mozemo izracunati:
vqg _ 10 rad

w=-A = = 11,2472
AP, 0,89 s

Brzina tacke B je:
vy =BP,-w=111-11,24 = 12,48?.

Slika 11.4.

ZADATAK 5: Ukoliko su poznati pravci i smerovi brzina (slika 11.5), odrediti

trenutni pol brzina.
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Resenje:

Na pravce brzina povu¢emo normale i
u tacki preseka tih normala

se nalazi trenutni pol brzina, P, .

Slika 11.5.

ZADATAK 6: Za $tap na slici 11.6 dato je: v, = 10%; a = 30° B = 60°.
Odrediti brzinu tacke A.

_ B
Resenje:
o B
Na osnovu teoreme o projekciji brzina na pravu, } By
piSemo jednacinu: Vaf
vy c0sa = vgcosf
. . .. A
Zamenom zadatih vrednosti u jednacinu,
dobijamo: Slika 11.6.
vacosa  10:cos30  10+/3-2
vp = =2 = = = 15,852
cosf c0s60° 21 s

ZADATAK 7: Disk, polupre¢nika R =0,5m se kotrlja bez klizanja po
horizontalnoj podlozi. Brzina sredista se menja po zakonu: v, = 0,5t2. Odrediti
brzine tacaka A i B na obodu diska u trenutku t = 2s, kada se tacke nalaze na
obodu kao na slici 11.7 pod a.).

Resenje:
Brzina tacke O je: v, =0,5-t? =0,5- 4 = 2%
Brzine ostalih tacaka ¢emo dobiti vektorskim sabiranjem translacije s polom u
tacki O i rotacije oko O. Tako je:
e Brzina tacke A: U, = U, + ¢
e Brzina tacke B: ¥y = ¥, + U5
e Brzina tacke D: ¥ = ¥, + U9

Vektori 3¢, 79 i ¥9 su jednaki po intenzitetu jer se sve tacke nalaze na rastojanju

r od tacke O. Kako je brzina tacke D jednaka nuli, to znaéi da je B9=v, = 2%
rad

. ) 2
,akakO]eUOZT"w,tOJGG):E:‘l- —
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Brzina tacke M

QD
N
O
Z -5

c.)

Slika 11.7.

Na osnovu kosinusne teoreme (slika pod c):
vg = V2 + V2, + 2V " Vg, * €0S60° = /22 +224+2-2-2-0,5 = 3,464%.
Brzinav, = 2rw =2-0,5- 4 =4?.

ZADATAK 8: Za mehanizam (slika 11.8.1) , koji se sastoji od $tapova OA, AB i

BD, odrediti brzinu tacke B u prikazanom poloZaju, ugaone brzine $tapova AB i

BC, ako je OA = 1m i ako $tap OA u tom poloZaju ima ugaonubrzinu w, = 5 %.

Duzina $tapa BC = 0,8m. Veze u tackama O, A, B i D su zglobne.

Resenje:
Potrebno je, na osnovu zadate ugaone brzine, w, uneti vektore brzina, prema
pravilima kako se one definiSu (slika 11.8.2).

Kako je tacka O trenutni pol brzina za $tap OA, (slika 11.8.2.),brzina tacke A je:
vA=Ra)0=1'5:5%

Brzina tacke B je (zato $to je tacka C trenutni pol brzina za Stap BC):
Vg = BC-w BC
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Slika 11.8.2.

Takode, brzina tacke B, posmatrajui Stap AB je:
ﬁB = ﬁA +1_7)g,av§1 :AB '(UAB.

Takode, kako i tacka A i tacka B pripadaju $tapu AB, ukoliko povu¢emo normale
na pravce brzina v, i vy dobi¢emo da je tacka O trenutni pol brzina za Stap AB.
Odnosno:

V4 = A0 - wap = Rarg , (Paje wap = 0o = 5 %)

VUp =0_B'0)AB =0_B'0)0
Saslike je tg60° = g—i, paje OB = 0A-tg60° =R -1,73 = 1,73m

Odavde je brzina vy = 0B - w, = 1,735 = 8,65 ?

Kako je: vy = 0B wg=BC wgc= 0,8 wpc= 8,65% nalazimo da je:
wpe=e ~ 10,8175

’
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Brzinu tacke B smo mogli dobiti i projektovanjem jednacine U5 = U, + U4 Na
pravac AB:
vp €c0s 60° = v, cos30°+ 0
odakle je:
v4c0s30° _ 5/3:2
cos60° 2

vp = = 8,65 ?

Projektovanjem na pravac normalan na AB bismo dobili:
vg €05 30° = —v, cos 60° + vi

m
vf,f‘ = vgcos30°+ v, cos60°= 8,65-0,865+5-0,5= 9,98225?

vh 998225 rad
~ 5

@as = Yp = R "7 s
cos60°
ZADATAK 9: Krivaja OA duzine 3m obrée se konstantnom ugaonom brznom
w, = 25 toko nepomi¢ne ose O,.Krivaja dovodi u kretanje §tap AB duZine
0,8m, §to se vidi na slici 11.9.1. Posredstvom $tapa AB, disk polupre¢nika
R=0,2m se kotrlja bez klizanja po ravnoj podlozi. Za dati poloZaj mehanizma
odrediti ugaonu brzinu diska. Veze O,A i B su zglobne.

Slika 11.9.1. Slika 11.9.2.

Resenje:

Na osnovu zadatih elemenata kretanja, unose se pravci 1 smerovi brzina tacaka A i
B (slika 11.9.2). Na osnovu slike, za stap OA tacka O je trenutni pol brzina, pa je
brzina tacke A:

m
UA :R(l)o :0,32:0,6?
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Po teoremi o projektovanju brzina je: v4c0s30° = vzcos60°, paje: vy = 0,6v/3
m

S

Za disk, trenutni pol brzina je u tacki dodira sa podlogom, a vektor brzine je time i
odreden. Brzina vy = wp - R pa je:

raa

0,6v3 = 0,2 - wp 0dNosno w; = 3v3

S .

ZADATAK 10: Za mehanizam prikazan na slici 11.10.1 poznata je ugaona brzina
w i ugaono ubrzanje ¢ poluge OA. Odrediti:

a) brzinu klipa B i ugaonu brzinu $tapa AB,

b) ubrzanje klipa B i ugaono ubrzanje poluge AB,
u datom polozaju. Uzeti daje OA =ri AB = [, augao a je poznat.

A

Slika 11.10.1.
Resenje:

a) Na osnovu slike 11.10.2 brzina tacke A je:
v, =1+ w (obrée se oko nepokretne ose)
Brzina tacke B je: vp cos @ = v, cos a (teorema o projekciji brzina). 1z ovoga su
brzine: vy, = vy =1 w.
Kako su ove brzine jednake, trenutna ugaona brzina Stapa je jednaka nuli,
odnosno wyg = 0.
b) Tacka B pripada i klipu i Stapu, pa ubrzanje tacke B mozemo predstaviti
preko ubrzanja tacke A (slika 11.10.3.).
Ubrzanje tacke A se u ovom slucaju moZe zracunati preko normalne i
tangencijalne komponente :
sy = w? - 0A
Qur = €T
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Ubrzanje tacke B se izraCunava:
C_I),B = C_I,)A + C_igN + C_ig’r

U opstem slucaju, ova jednacina se graficki moze prikazati kao na slici 11.10.4.

- -
a~ A Va  Qur

Slika 11.10.2. Slika 11.10.3.

A
ap y
dfr
R a
slaganje al AT
ubrzanja 5
u opstem asn
slucaju v
Slika 11.10.4. Slika 11.10.5.
Projektovanjem na ose x i y ovog izraza dobijamo:
(1) ag, = — ayr — Ay - COSa + agy - Sina = —e-1 + g5+ L+ sina
(wap = 0,agy = 0).
(2) agy = —auy + afy - sina + afy - cosa =0

Deo ag, = 0 zato Sto je ovo klizaC Ciji je pravac kretanja odreden kanalicom.
Takode je:
a§N=l'(l)iB=0,a
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A .
agr = &p " L.

Iz jednacine (2) je:
_aéT_ aiN _ wr
€aB — )

l-cosa l-cosa’

Konac¢no, ubrzanje tacke B je:
2.

Agy = —€°T+ ‘Isina = —re+ w? -7 tga.

l-cosa

Graficki prikaz odredivanja ubrzanja tacke B u obom zadatku, uzimajuéi u obzir
uslove zadatka (da je ugaona brzina $tapa AB jednaka nuli i da se kliza¢ kreée
samo horizontalno), dat je na slici 11.10.5.
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DINAMIKA TACKE - obrasci

OBRASCI ZA DINAMIKU TACKE

e DRUGI NJUTNOV ZAKON glasi:
mad = By =2ﬁia+ﬁN
pri Cemu je:
e Y F? — suma svih aktivnih sila,

o FN- suma svih reaktivnih sila,
e a — ubrzanje sistema

¢ Jednacina se projektuje na sve tri koordinatne ose:
o mx = Xg(t),
o my = Yg(0),
o mZ=Zz(t),

¢ Integraljenjem se dobijaju brzina i predeni put:

o) J'c=f5c'dt,
o y= [yt
o z=[Zdt

e Sila moze da zavisi od: vremena, predenog puta, brzine — F=F(t), F= F(v),
F=F(s)

e Ako se telo baci vertikalno uvis, sa po¢etnom brzinom v, koja sa horizontom
zaklapa ugao «, u svakom trenutku se mogu izracunati brzina, ubrzanje, ali i
max visina penjanja, kao i domet:

Ve = Vycosa,

vy, = voSina — gt,

X = vytcosa

o O O O

, 1
y = vysina — Egt2

vo2sin2a

o Dometxp =

e Dalamberov princip se Cesto koristi kod krivilinijskog kretanja materijalne
tacke:
o YFf+Fy+F"=0
o Projektovanjem na tangentu i normalu inercijalne sile imamo:
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DINAMIKA TACKE - obrasci

i dv
n F‘ln — mar = -
in v?

—

Koli¢ina kretanja se izraCunava: K = mv

Impuls sile se izracunava: dl = Fdt
Zakon o promeni koli¢ine kretanja: g = mZ—f =Y F,
Zakon o odrzanju koli¢ine kretanja:
K—-K,=YI aakojeY F; = 0,ondaje: K = const i % = const.

Kod kruznog kretanja, javlja se moment koli¢ine kretanj 21:1\71)0 = ZO = 7xF
Zakon o promeni momenta koli¢ine kretanja:dd—z: =) 1\71)(1)6 L

Zakon o odZanju momenta koli¢ine kretanja:

L—L, =0, odnosno L, = const, odnosno Zﬁfi = const

Rad bilo koje sile na putu s: dA = Fyds

Rad elasti¢ne sile: dA,; = —kxdx,

Rad sile trenja: dA,,; = —uFyds

ey . 1 1
Zakon o promeni kineticke energije: AE, = Y A;, Emv2 — Emvg.
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12. DINAMIKA TACKE | - NJUTNOVI ZAKONI

ZADATAK 1: Na telo mase m = 2kg pocinje da deluje sila F = 4 - sin5t.
Odrediti brzinu tela u funkciji vremena. Koliki put prode telo za 5s od pocetka
kretanja?

Resenje:
. . - . . F 4-sin5t ax
Polazimo od jednacine kretanja: ma = F. Kako je: a =— = , a=—
] m m dt
onda je:
dx __ 4-sin5t
ac  m
Ako pregrupisemo izraz radi integracije, dobijamo:
. 4-sin5t . 4-sin5t
= dt, odnosno: [ dx = [ === dt,

Uvodimo smenu: 5t = u, pa je: 5dt = du, odnosno: dt = %du.
Integracijom dobijamo:

'—4ft'5tdt—4fu1 'd—4( )
x—mosm —mossmuu—sm cosu).
Sredivanjem ovog izraza i zamenom brojnih vrednosti dobijamo:
4 2
X = %(1 — cos5t) = T (1 — cos5t)
Kako je:% = é (1 —cos5t),tojedx = E (1 — cos5t)dt.

Da bismo izrac¢unali predeni put za t = 5s, moramo uraditi integraciju zadnjeg
izraza. Koristicemo istu smenu: 5t = u.

—ftz a 5t)dt—2f(1 Y = 2 Ud f du
X = . 5 coS = 5 cosu)au = 5 u cosu 5
25 . (5t — sin5t)

X =

N

ZADATAK 2: Prilikom kretanja metka kroz gredu debljine D = 5c¢m, brzina
metka se smanji sa v, = 300~ na v =200 = Prilikom kretanja metka kroz gredu

javlja se sila otpora sredine i sila se menja po zakonu F = —kwv?. Odrediti zakon
promene brzine metka i koliko dugo traje kretanje metka kroz gredu.

Resenje:
Poéiéemo od jednacine kretanja: ma = —kv?, koju éemo malo modifikovati sa
leve strane.
dv dx dx dv dv
Mt dx” de dx Ut
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Sada je: mv% = —kv?, paje: m% = —kv. Sredivanjem izraza se dobija:

dv
m— = —kdt
v

Sada je: mf% = —k- [ dt, odnosnO'

— —=—kfdt
m

Sredivanjem dobijamo da je:v =v,-e m x, Sto je zakon promene brzine sa
promenom X.

Da bi se odredilo vreme potrebno da metak prode kroz gredu, po¢i ¢emo od izraza
za promenu brzine:

dx _kx
—— =7Vpe m

dt

Prepakovanjem izraza u oblik pogodan za integraljenje, dobija se:

__x=vodt

e m

kx
femdxzfvodt

k-x
Nakon uvodenja smene : u = —, pa diferenciranjem: dx = —du dobijamo:

—j etdu = Jvodt

k-x kD
Sada je: % em ||13 = vyt IO, pa je konacno: t = ki (em —1).

Da bismo odredili m, po¢i ¢emo od izraza za brzinu uz ukljucivanje trenutka izlaska

k
metka iz grede: v = v, - e m”.
Iz ovog izraza je:

E— D
kK~ 20
YD
Sada je:
1 D Yo D wvy—v
£ (elnvD_1>: . 0 D
UO ln_ ln_o UO UD
D Up
gy =205 3007200 _ 00215 = 021
P~ 300 300-200 o o
lnm

ZADATAK 3: Putnicki lift tezine G = 800 kg, se kre¢e nanize ubrzanjem a =
0,4 g, gde je ubrzanje sile teze g = 9,81m/s?. Odrediti silu u konopcu koji
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pridrzava lift, ako je sila otpora kretanju F, = 0,2 tezine lifta. Lift smatrati
materijalnom tackom.

Resenje:
Lift se pridrzava c¢eli¢nim lancem, koji zami$ljeno presecamo i unosimo smerove
sile, kao 1 smer ubrzanja, vertikalno na dole (spustanje) (slika 12.3).

G = 800kg - 981 = = 7848 N
S =d
m T S
a=04g = 04-981 e = 3,9245—2 )
m a
g =981 ]
G
Fo = 0,2-G = 1569,6 N —usmerena u suprotnom yo
smeru od smera kretanja ?
Napisac¢emo jednacinu kretanja u vektorskom obliku: y
mi=G+ Fy+ S
Projektovanjem jednacine na osu y dobijamo: Slika 12.3

ma=G—S-—F,
Sada je:
S =G—ma—F,=7848 - 1569,6 N - 800kg - 3,924?2 =3129 N

ZADATAK 4: Teret A, koji se spusta niz strmu ravan postavljenu pod uglom o
ka horizontu, kreée se saglasno jednadini: x = bgt?, gde je : g-ubrzanje teze, a b-
koeficijent. Odrediti intenzitet sile trenja klizanja tereta o ravan.

Resenje:
Koordinatni sistem postavljamo kao na slici 12.4.
Na osnovu slike 12.4 i 1l Njutnovog zakona se
moze zapisati:

md=G+N+F,

1) mX = Gsina — F,
2)ymy = 0> 0 = —Gcosa + N
X (nema kretanja po y osi)

1z jednacine (2) je: N = Gcosa.
Slika 12.4

Kako je: x = bgt?,ax = 2bgt,ondaje: % = 2bg. Sada ovo menjamo u jednacinu
(4):
2mbg = Gsina — Fu
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Fu = Gsina — 2 mbg
Fu = Gsina — 2 bG
Fu = G(sina — 2b).

ZADATAK 5: Materijalna tacka, mase m = 4kg, se krece shodno zadatim
parametarskim jednacinama: x = 4 cost,y = 3sint. Odrediti silu F koja uzrokuje
ovo kretanje.

Resenje:
Kako je mx = F, imy = F,, odnosno
d?x . d%y
mF—Fme?— Fy,

potrebno je na¢i druge izvode po X iY.

dx . , d?x
Lo X= —4-smt,2d?= —4-cost
_ y= 3-cost,d—f= —3-sint.
dt dt
Na osnovu gornjih veza:
FE, = m(—4cost) = —4m-cost
F,= m(=3-sint) = —3m-sint

ZADATAK 6: Telo mase m = 5kg krece se pravolinijski po horizontalnoj podlozi
pod dejstvom horizontalne sile F = 60N. Odrediti ubrzanje tela ako je:

a) podloga glatka,

b) podloga hrapava sa koeficijentom trenja u = 0,23.

Resenje:

a.) Za slucaj glatke podloge, uz pomo¢ slike 12.6.1. i primenom Il Njutnovog
zakona dobijamo vektorsku jednacinu:

— =

mi=F+N+G

L
E N,
™. a .
Es G
A 4
Slika 12.6.1. Slika 12.6.2.
. . . . . F 60 m
Kako je kretanje samo po x osi, onda jeima = F, paje:a = == 12?
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b.) U slucaju da je podloga hrapava, na osnovu slike 12.6.2 i I Njutnov zakona,
postavljamo jednacinu:

mi=F+N+F +G
Projekcijom jednacine na pravac ose kretanja (x) dobijamo:
(1) ma=F —F,
20=N-G
(3) F, = u - N (pomocna jednacina)

Iz jednacine (2) je N =mg = 5-9,81 = 49,05N, pa je zato po (3):

E, =0,23-49,05 = 11,28N
Sada iz jednacine (1) dobijamo da je:
F-F, _ 60-11,28
—= =

a= =9,74"

S
ZADATAK 7: Materijalno telo, mase m = 50kg poc€inje da se iz stanja mirovanja
kre¢e pod dejstvom dveju sila, F; = 120N i F, = 60N (kao na slici 12.7.1.).
Odrediti zakon kretanja tela. Kolike ¢e biti brzna i ubrzanje nakon t = 5s?
Koeficijent trenja izmedu podloge i tela je 0,25.

l}u
3
Q,
F l@i
B\
(o]

ﬁ—/
A E
Slika 12.7.1 Slika 12.7.2

Resenje:
Za dati slucaj, na osnovu slike 12.7.2 pisemo jedna¢nu II Njutnovog zakona:
md = F; + F, + N + E,

Projektovanjem vektorske jednacine na ose:

(1) mX = F; + F,c0s30° — F,

(2) my =0 =N + F,sin30° - G

() Fu =uN
Iz jednacine (2) dobijamo:

N =G —F,sin30°=50-9,81-60-0,5=46,05N
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Iz jednacine (3) je F, = 0,25+ 46,05 = 115,125N
Kona¢no, iz jednacine (1):
_ Fy + Fc0s30°—F, 120+ 600,866 — 115,125 m

=1,14—
@ m 50 52

Kako je v = %, a sile su konstantnog intenzteta onda je:
x = [&dt = 1,14t+C,
Kako u po¢etnom trenutku nije bilo kretanja, C; = 0. Za t = 5s, brzina je:

m
v = 1,14 5= 5,7?
ZADATAK 8: Telo tezine Q = 15N ima pocetnu brzinu 10 % po glatkoj povrsini

(slika 12.8). Ako sila F = 2,5t deluje na telo u trajanju od t = 3s, izracunati
konacnu brzinu tela i udaljenost koju telo prede za to vreme.

Resenje:
Kako se kretanje odvija samo po x —osi (slika 12.8), pa jednacina kretanja glasi:

-

F =ma,
onda je:

%
—
] a
m 381 N —_—
Brzina je sada:

v=[adt = [1635tdt = 1,635~ +C

Q
Il
|
Il
-
ol
Il
=
(@)
w
Ul
o~
T

2 Slika 12.8
U pocetnom trenutku t = 0,C; = 10 - pa je:
v =10+ 0,8175 - t2

Udaljenost tela se izratunava:
3

t
x=|(10+0,8175-t?)dt = 10t + 0,8175 ? + C,
U pocetnom trenutku, t = 0, C, = 0, pa je:
x = 0,2725t3 + 10¢t.
Nakon t = 3s:
e brzinaje:v=10+108175-3* = 17,35~
e udaljenost: x = 10-3 + 0,2725 - 33 = 37,35m.

ZADATAK 9: Pod dejstvom konstantne sile F telo prede put od s = 30m za vreme
t = 2s. Masa tela je 50kg. Koliki je intenzitet sile ako je telo poslo iz mirovanja.
Resenje:
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Polazimo od jednacine II Njutnovog zakona,
koju primenjujemo na sliku 12.9:

a
—_—

mi=F+N+G

Kako se kretanje odvija samo u pravcu I' G

dejstva sile F to je: )
dv Slika 12.9
ma=m-— = F.

. d F . F
Dalje, 2=z pa je: dv = — dt odnosno v = ifdt odnosno v = =t + C;. 1z
dt m m m m
pocetnih uslova (za t = 0, v, je 0), paje C; = 0.

Konacan izraz za brzinu je:

v="1t,
m
. ds . P i
Kako je v = —sledi da je: s = fmtdt.

2
Nakon integraljenja je: s = %% +C,. Iz pocetnih uslova je C, = 0, pa je:

Ft?2

_ ~2m’
Na osnovu ovoga je:
__2sm _ 2:30-50

F==—==—=750N

ZADATAK 10: Telo mase m = 160g se baci vertikalno navise, sa po¢etnom
brzinom v, = 100%. Maksimalnu visinu dostigne nakon t = 8s. Odrediti silu

otpora vazduha.

Resenje:

Na osnovu slike 12.10, jednacina kretanja se moze zapisati: md = ﬁotp +mg, a
projekcijom na vertikalnu osu dobijamo:

ma = — Fyyy — Mg 5 l;

Qu

1
v = _Ef(zrotp +mg)dt  gjika 12.10
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v = —% (Fotp + mg)t + C;.

Iz pocetnih uslova je C; = 100 %, pa je konacan izraz za brzinu:
1
v =100 — = (Forp + mg)t
U trenutku zaustavljanja, nakon t = 8s, brzina je nula, pa mozemo izjednaciti:
1
100 = — (Fop +mg) -8
odnosno:

100m 0,16:100
Forp =

="y mg=—(—- 0,16-9,81 = 0,43N.

ZADATAK 11: Na automobil mase m = 1250kg deluje vucna sila F, =
6,5kN, kao na slici 12.11. Ukoliko je sila otpora Fo, = F, = rg—f, odrediti brzinu

automobila nakon §to prede put od 100m, ako je poSao iz stanja mirovanja.
Resenje:
Jednacina kretanja u ovom slucaju je:

ma = FE, — Fy,

pa je:

_R-Fy _ dv

T om dt _
Iz uslova zadatka je: Slika 12.11
F, = 2228 — 613,125N,

pa se moze napisati:

dv _ (65-0,613)-1000 471 m
dt 1250 - s2
Odavde je:

v = [4,71dt = 4,71t,
a predeni put x je, nakon jos jednog integraljenja i ukljucivanja pocetnih uslova,
2
kada je xo, = 0: x = 4,71 - %
U trenutku kada je x = 100m
2x _ 2100

t? = == ==— = 42,4652, 0dnosno t; = 6,52s.
4,71 4,71

Brzina u tom trenutku je: v; = 4,71 6,52 = 30,71?.
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ZADATAK 12: Na materijalnu tatku mase m = 3kg deluju tri konstantne sile, ¢iji
intenziteti stoje u odnosu F;: F,: F; = 1:2: 3. Sile saopstavaju materijalnoj tacki
ubrzanje a = 3 sﬂz Odrediti intenzitete tih sila.

Resenje:
Odnos sila koje deluju na telo je:F;: F,: F3 = 1: 2: 3, pa mozemo re¢i da u ukupnoj
sili postoji nekih 6 delova. Kako je rezultanta:

(1) Fr=ma=3-3=9Ni

(2) Fy = 6k

vazi jednakost: 6F; = ma, pa je:

Flz%z?zl,SN

Sile suredom: F; = 1,5N; F, = 3N; F; = 4,5N.

ZADATAK 13: Kuglica mase m = 100g pada pod dejstvom ubrzanja sile
zemljine teZe po zakonu x = 490t + 245(1 — e™2%),gde jex dato u cm, a t u
sekundama. Naci otpor vazduha, Fy, u funkciji vremena t i u funkciji brzine v.

Ubzanje g = 9,80 .
Resenje:

Jednacina II Njutnovog zakona u ovom slu¢aju ima oblik:
mx = G — F
paje: Fy = G — mi

cm
Xx=v=490+490 e %t —

S
1=49-(1+e?)==v
Odavde je:
1+ e 2t=—
4,9
¥=-98-¢7%
Sada je:

Fb=G-mi=mg+m-98-e2t=98-m-(1+e?).
Ovo je izraz u funkciji vremena. Izraz u funkciji brzine je:

F, =98 m+—=2mv
49
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13. DINAMIKA TACKE Il -HORIZONTALNI,
VERTKALNI I KOSI HITAC

ZADATAK 1:Telo se izbaci pod uglom a = 30° prema horizontu, po¢etnom
brzinom v, = 10? Potrebno je odrediti:

a.) Koju maksimalnu brzinu telo postize?

b.) Kolika je maksimalna visina penjanja tela?

c.) Posle kod vremena telo padne na zemlju?
d.) Na kom odstojanju od pocetnog polozaja padne telo?

A

y

R |
—sin 30 —5—0,5

3
—cos30° = 0,866 = <g>

Slika 13.1
Resenje:
Jednacina kretanja u vektorskom obliku ima oblik:
ma = —G
Projektujemo ovu jednacinu na ose x iy.
ma, = —mg
ma, =0 a, =—g
mi =0 y=-g
=0 o
. dt
£=0 dy = —gdt
dx = 0dt y=—gt+C(,
x =0 vy =y=—gt+(,
t=0; vy, =vy-cosa t=0; vy =1y sina
V. cosa = Cy vy - sina = —gt + C,
X = v, =V, cosa = const C, =1y sina
Uy = Uy cos 30° vy, =y =V, sina — gt
v, = 107 0,866 = 8,66 — v, =10=-05— gt
5c=vx=8,66%=const Yy =vy-sina — gt
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%zvo-c0530° %zvo-sina—gt
dx = v,y - cos 30°dt dy =vy-sina-dt—g-t-dt
X =1yt cos30°+ Cg y=v0-t-sina—%g-t2+C4
t=0;x,=0;paje Kadaje:t =0; y, =0
0=866m-0+ (s 0=0-0+C,
C3 = 0 C4_ = 0
a) Brzina je maksimalna u trenutku izbacaja ili pada na zemlju, a to je v,.
b) ic) Visinu H dobijamo iz jednacine v), koja je jednaka nuli u maksimalnoj
tacki penjanja.
vy =V -sina—g-t=0
VorSina=g-t
m
Vo - Sina 10?'0'5
ty = = 7 = 0,51s
g 9,815—2
U idealnim uslovima (nema otpora vazduha) ukupno vreme kretanja tela je:
ty=2"ly=2-051s=1,02s =tp
1

Vi =v0-tH-sina—Eg-tH2

yu =107-0,515-0,5 —>- 9,817 - (0,515)>

Yy = 2,55m — 1,276m

yy =1,28m

H=128m

d.) Domet (xp) dobijamo izjedna¢avanjem koordinate y sa 0:

yDzvo-tD-sina—Eg-tDzzo

. 1 )
vo'tD'SlnCZ:Eg'tD

2:vyrsina=g-tp

Vo Sina
tp =2——
9
2-102.0,5
tp = —Sm = 1,02 s — istokaoi podb.).
9,815—2

Xp = Vot cosa

m
Xp = 10?- 1,02s - 0,867
xp =8,84m
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ZADATAK 2: Telo se baci pod uglom od @ = 45° prema horizontu sa po¢etnom
brzinom v, = 20 % (slika 13.2). Koliki je domet ovog bacanja i koliko traje let tela?

ResSenje:

D=x=vy,-t-cosa

D =v,-tp-cosa

U trenutku pada, koordinata y je jednaka nuli.

yD=v0-tD-sina—%g-tD2= vt d=20%-2,8823-0,707
1;,_-)-tD-sina=%g-tD2 d = 40,75m
vo-sinazgg-tD
- vy ' Ssina
RS
2-20?-0,707 -
tD = m X -
9,81
s
tp =2,882s Slika 13.2

ZADATAK 3: Kamen se nalazi na obali reke, na visini h = 20m od povrsine vode.
Taj kamen se horizontalno baci po¢etnom brzinom v, = 15 ? . Posle koliko

vremena kamen pada u vodu? Kojom brzinom on upada u vodu?

Resenje:
Osnovna jednadina kretanja , na osnovu slike 13.3 je: md = —G
ma, = —mg
ma, = 0 ay =—g
o wo_
mx =0 a9
X = dy = —gdt
dx
It = vy, = —fgdt
dx = 0dt t=0, vy():_g't0+C3
[dx=[odt=0+C, 0=C;
Zat=0; vg=0+C(; Vyo = —gt
_ w_
vy = (3 = gt
vx=v0=15% dy = —gtdt
d
= = v, y=[(-g-t)-dt
dx = vydt

X = v0t+C2, CZ =0
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x = 15t

U pocetnom trenutku: t, = 0; y, = h, pa je:

1
y=—59t"+C,

2

1
h=——g'0+C4,

2 c A

= A
1 7 N
=h——gt? ] I

y 29 | "

U trennutku pada, y = yp, = 0
1
Yp =h—-gtp? =0
h :%gtnz

Zh = gtDZ
2h

tDZ -
g
Slika 13.3
. 2h 2:-20m 202
D = —_—= = ) S
g 9,81;”—2

U trenutku pada:
m
UDJC = UO = 15?

v

m m
vDy =—-g- 2,025 = —9,815—' 2,025 = —19,8162?

vy = J(15?)2 + (19,8162 %)

m? m?
VUp = 2255—2+ 392,68185—2

vy = [792,6818™ = 24,85 ™
s2 s

ZADATAK 4: Telo je baceno vertikalno nanize sa visine h = 100m, sa po¢etnom
brzinom v, = 3%, kao na slici 13.4. Koliko dugo telo pada i kojom brzinom telo
pada natlo?

2

Resenje:
Na osnovu slike 13.4 postavljamo jednacinu kretanja:
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A ma=G
y X ma = —mg
_______ — = dy _
Vo m dt = mg
h Ta
t ) y=—gt+¢
mg
Slika 13.4.

U trenutku ty = 0; yg = —vg; pajey, = —vy — gt; v =—vy — gt =
d
d_lt] =~V — gt
dy = —(vy + gt)dt

1
y=—v0t—§gt + C,

U pocetnom trenutku t, = 0; yo =h ;pajeh=0+0+C, = C, = h,
y=h—v0t—%gt2
U trenutku paday =0
1
Vi = h —voty —Egtkz =0/(-1)

1 2
Egtk +U0tk—h:O

1 m 5 m
=981 ti’ +3—t; —100m =0
4,905t,> + 3t, — 100 = 0
—b + Vb2 — 4ac
tk1/2 = 2a
—3++/32 +4-4,905- 100
bz = 2 - 4,905
—3 49+ 1962
tk1/2 = 9,81
-3 ++1971
tk1/2 = —9,81
—3 + 44,39
tk1/2 = —9,81

ty = 4219 ~ 422 s

161



Drugo reSenje se ne uzima u obzir jer je negativno.
U trenutku pada:

vV=—v,—gt
m -
v=-—vp— 98154225 ovaj minus znaci kretanje suprotno od
v=-32-9812.422s pozitivnog smera ,,y “ose!!!
S 5 *0sa usmerena na gore, smer kretanja
v = —44,40 " na dole!!!

ZADATAK 5:Telo se baci vertkalno navise poc¢etnom brzinom v,, kao na slici
13.5.Posle predenog puta od 200 m, telo ima brzinu od v = 150 %

a) Kolika je pocetna brzina?

b) Do koje visine ¢e dospeti telo?

c) Posle kog vremena ¢e pasti na zemlju?

Resenje:
Na osnovu slike 13.5 postavljamo jednac¢inu
N Kretanja: A
P ma = —G
T__, ma, = —mg
e | H a=ay=-g
h la|! mg Integraljenjem dobijamo:
! dv .
l ‘ X : Ez—gpa1e:v=—gt+C1
Iz pocetnih uslova: t, = 0,v = vy = (4, pa
Slika 13.5 je:
v = UO - gt

Daljim integraljenjem ¢emo dobiti zakon promena puta.
% = v, — gt, paje: dy = (v, — gt)dt.
Nakon integraljenjay = [ (vy — gt)dt = vyt — %gt2 +C,
Na osnovu poéetnih uslova C, = 0, pa je zakon puta: y = vyt — %gtz.

a) Da bismo dosli do pocetne brzine iz jednacine za brzinu ¢emo odrediti

trenutak dostizanja brzine od 150%.
v, = vy — gt; = 150

Odavde je: vy = v; + gt; =150+9,81- t; odnosno t; = %

_ _ 2
Zameni¢emo ovo u jednacinu puta: v, -UT —=:g (%) —-200=0

Smenom dobijamo da je: v, = 162,55%.
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b) Da bismo odredili maksimalnu visinu penjanja, izraz za brznu ¢emo
izjednaciti sa nulom:
— gty =0, paje: ty = %
U izrazu za predeni put menjamo:
oy o Gt _ VO 9°V6 Vo _
g9 2 g g g
Na osnovu ovoga je H = 1346,71m.
c) Vreme penjanja je:

£, =20 = 150—1529
H= 5 T 981 s

Ukupno vreme putovanjajet = 2-15,29 = 30,58 s

ZADATAK 6: Telo se baci pod uglom od a = 30° prema horizontu. AKo je brzina
telav = 50? posle proteklog vremena t = 2 s od trenutka izbacivanja, izracunati

njegovu pocetnu brzinu vy.
Resenje:

Kod kosog hica, projekcije brzina na x i y osu su:

Uo\/§m
Uy = VoCOSa =—— =
vy = vosina — gt =2 —9,81-2 = (7~ 19,62) =

Kako je brzinanakon t = 2s, postavi¢emo jednacinu za intenzitet brzine nakon t =
2siuizrazunetit = 2s:
vi + v = 50°

(vocosa)? + (vysina — gt)? = 502

V3 1
(UO _)2 + (UO_ - 9,81 ' 2)2 = 502

3v? vo X
— —-2-—-9,81-2+ 19,62 = 2500
4 4- 2

v — 19,62 vy — 384,94 = 0
ReSavanjem kvadratne jednadine dobijamo jedno nemogucée reSenje 1 drugo

prihvatljivo v, = 31,757
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ZADATAK 7:Topovsko zrno izleti iz cevi brzinom od v = 200 Tm pod uglom od

a = 30° prema horizontu. Izracunati udaljenost mesta pada zrna na horizontalnu
ravan, kao i vreme kretanja zrna do pada.

Resenje:

Kod kosog hica, za zadate pocetne uslove, projekcije brzina na x i y osu i jednacine
kretanja su:

Ve = V- €OSQ, X = vyt - cosa

vy, =V sina — gt, y=v,t-sina — %gt2
Ukoliko sa t,, obeleZimo vreme leta do pada na zemlju, onda je i domet D:
Xp =D = vyt cosa

Kako je koordinata y, = 0 (trenutak pada na zemlju), iskoristi¢emo to da odredimo
vreme leta do pada:

vo-tD-sina—%gtDZO
. 1 . . 1
tD(vo-sma—Eg-tD)=0pajetD=0 V v sina —-g-tp = 0.

Kako tp = 0 otpada kao reSenje, iz izraza: 2vysina = gtp, dobijamo da je:
2vy-sina 2:200-1

tp = = — 2039 s
g 2:9,81
;e e 2 [ . ..
Vraéajuéi izraz t, = 2%y izraz za domet dobijamo:
b . 2v,sina vésin2a 2002 - sin 60°
xp = D = vytpcosa = vy———— cosa = =
D olp 0 7 9,81

vp = 2038,74 m

ZADATAK 8: Raketa se izbaci pod uglom od @ = 70° prema horizontu. Za vreme
t = 80s ona dostigne najvecu visinu. Izracunati pocetnu brzinu rakete 1 polozaj
mesta pada na horizontalnu ravan.

Resenje:

Obelezimo vreme leta do postizanja maksimalne visine sa t; = 80s. Poznato je da
u trenutku dostizanja maksimalne visine penjanja rakete H, komponenta brzine
v, = v, - sina — gty =0. Iskoristicemo ovo da odredimo v,. Iz izraza je:
v, " sina = gty ,
pa je:
vo = LL =222 g3489 ™

sina sin70°

Polozaj mesta pada (domet D) ¢emo odrediti iz izraza za promenu koordinate x,
koriste¢i da je yp = 0. Koriste¢i poznate izraze, dobijamo da je:
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vE-sin2a  vE-sin2a 834,892 - sin 140°
D= xp= = = = 45673,61m
g g 9,81

ZADATAK 9: Sa vrha brda je izbacena velika stena poc¢etnom brzinom od 25 ?

pod uglom od 35"u odnosu na horizontalu, kao na slici 13.9. Stena pada na povrsinu
Zemlje koja je na 50 m manjoj nadmorskoj visini od vrha brda. Odrediti vreme
potrebno steni da prede ovaj put.

Resenje:
Postavljamo koordinatni sistem na mestu izbacaja stene (slika 13.9). Zamenom

podataka u izrazu za promenu koordinate y za kosi hitac i koriste¢i zadate pocetne
uslove i visinu sa koje pada stena (vodec¢i racuna da je koordinatni sistem usmeren
na gore, a da je koordinata y u trenutku pada je —50):

y=v0-t-sina—igt2

. 1
—50 = 25t - sin35 — > 9.81t2

—50 = 14,34t — 4,9t>
4,9t* — 14,34t —50 =0

Slika 13.9

o 14,34 +,/(1434)> —4- 4,9 - (—50) _ 14,34 + 34,43
1z = 249 - 9.8

Jedno resenje je negativno (nemoguce), a drugo je t = 4,97 s.
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14. DINAMKA TACKE — OPSTI ZAKONI DINAMIKE
TACKE

ZADATAK 1: Koliki je impuls tela (koli¢na kretanja) mase m =5kg, ako se krece
. km
brzinom od 3,6--7

Resenje:

1000m m
V= 3,6 = ;

36005
kgm
I:Kl_KOZmUZS]‘:ST

ZADATAK 2: Na telo mase m = 200g deluje konstantna sila F = 20N u
vremenskom intervalu At = 0,03s. Koliki je impuls sile i kolika je brzina tela
nakon prestanka dejstva sile, ako je telo poslo iz mirovanja?

Resenje:

Masa telajem = 0,2kg, a kako je telo mirovalo u pocetku, promena koli¢ine
kretanja je:K; — K, = mv; — mv, = mv,.

Impuls sile je jednak ovoj razlicitj. I = F - At = 20 - 0,03 = 0,6Ns. Brzina tela na

0,6
— =3

kraju dejstva sile je: v; = % ==

E

ZADATAK 3: Lopta, mase m = 200g, udara pod pravim uglom o zid i odbija
se, promenivsi samo smer, a zadrzavs$i pravac (kao na slici 14.3). Brzina lopte pri
udaru je v =10 % Ako je udar trajao At = 0,1s, izraCunati impuls koji je zid
saopstio loptici, kao 1 veli€¢inu sile kojom lopta deluje na zid.
Resenje:

. . . . 0,01m m . v
Masa tela je: m=0,2kg, a brzina pri udaru je:v = 10 ——~ = 0,1—. Pogledajmo sta
se desava pri udaru na slici 14.3.
Impuls koji dobija loptica jednak je promeni koli¢ine kretanja. Ako u vektorskom
obliku ovo zapiSemo 1 projektujemo na osu kretanja, dobi¢emo:

mv—(—mv) =1,

odnosno
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I =2mv =2-0,2-0,1= 0,04Ns v
Sada je: e
Pt =2 0an °
At 01 B
Slika 14.3

ZADATAK 4: Padajuéi sa visine od h=2m , telo mase m=20g udari u strmu ravan
nagibnog ugla od 45° (slika 14.4 pod a.) i odbije se od nje po horizontali, ne
promenivsi intenzitet brzine. Kolika je promena impulsa pri odbijanju?

Resenje:
Masa tela je m = 0,02kg. Pogledajmo $ta se deSava kada telo udari o strmu ravan.

Na osnovu slike14.4 pod b.), mozemo

mﬁz . .
1zracunati:
mv, ) Amv = /(mv)? + (mv)? =mvV2
Amuvy:
Potrebno je odrediti brzinu v, $to
¢emo udiniti 1z 1zraza:
a) b.)
Slika 14.4 v=.2gh=y2-9,81 2 = 6,26%

Sada je: Amv =2-6,26-1,41 = 17,65Ns

ZADATAK 5: Telo, mase m = 10 kg, se krece pravolinijski po horizontalnoj
podlozi pod dejstvom horizontalne sile F = 100N. Odrediti ubrzanje tela ako je:

a) podloga glatka,
b) podloga hrapava sa koeficijentom trenja u=0,25.

Resenje:
Za slucaj pod a.):
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ma pajea=—=—5 72
G a G a
Fovy— P v
—>0 —
F 3 -
IV F# “N’
a.) b.)
Slika 14.5
Za slu¢aj pod b.):
ma=F—-u-N
_F—-pu-N F-p-G
T T T m
_100—0,25-98,1_755m
¢= 10 ST g2

ZADATAK 6: Koliki rad je potrebno izvrsiti da bi se telo mase m=5kg podiglo na
visinu h=50m na mestu gde je ubrzanje sile zemljine teze 10 Sﬂz?

Resenje:
A =F-Ah =mgh =5-10-50 =2500J

ZADATAK 7: Motor neke masine ima snagu P = 45kW .Koliki rad moze da izvrsi
motor za vreme od t = 40 min, ako je stepen korisnog dejstvan = 0,907

ResSenje:
t = 40min = 2400s

P
A=F-s=;-v-t=P-t=45000-2400=108-106]
Uvode¢i stepen iskoristenja: A, = A-n = 108-10°-0,9 = 97,2 - 10°J
ZADATAK 8: Odrediti rad sile Zemljine teZe i rad sile trenja (po intenzitetu i
znaku), pri kretanju materijalne tacke tezine G = 150 N,

a.) niz strmu ravan, ako je koeficijent trenjau = 0,2 i
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b.) uz strmu ravan, ako je normalna reakcija strme ravni Fyy, = 26N .
Poznato je da je duZina strme ravni AB = 5m, ugao a = 30°, g = 10 sﬂz

Resenje:
a) Vektorska jednacina II Njutnovog zakona je:
md =G+ N + Ii

. .. D . . . 3
Ovu jednacinu projektujemo na ose X 1 Y, pri cemu imamo
kretanje samo po x osi. Na osnovu slike 14.8.1. jednacine w;>
kretanja po osama su: /

1) po x osi: m¥ = Gcos60° — uN
2)poyosi:0 =N — Gcos30° K
Iz druge jednacine dobijamo da je:
N = Gcos30° = 150+ 0,865 = 129,75 N

Sila trenja se izra¢unava Slika 14.8.1

By = UN
Zamenom poznate vrednosti za koeficient trenja i
doniiene vrednosti normalne reakciie dobiiamo:

E, =0,2-129,75 = 25,95N

U slucaju kretanja niz strmu ravan, rad vrsi sila
trenja na ¢itavoj duZini AB i sila zemljine teZe na
visini h.

Saslike 14.8.1 je:

h = AB -cos60°=5-0,5=2,5m

Sada imamo sve podatke da odredimo traZene
radove sila, pa je:

Slika 14.8.2

Agy =—AB-F, = —5-2598 = —129,9]

Amg1 =+4G-h=+4G-AB - cos60° = +375]

b) Kretanje uz strmu ravan je prikazano na slici 14.8.2. Ovakvo kretanje se
svakako odigrava pod dejstvom neke sile, ali je u ovom slu¢aju zadata normalna
reakcija podloge, pa nema potrebe da polazimo od jednalina kretanja i
ukljucujemo silu F (ona je samo grafi¢ki prikazana na slici). Kako je poznata
normalna reakcija podloge, sila trenja je:
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E,=uFy =02-26 =52N

Sila teze deluje na visini h, ali sada promena sa manje na visu tacku — ulaze se rad.

Dakle, trazene vrednosti u slu¢aju kretanja uz strmu ravan pod zadatim uslovima
Su:

Apy=—AB-F,=-5-52=—26]
Amgz = —G-h=—G-2,5= —375] (ulazemo rad).

NAPOMENA:

Rad sile trenja se vezuje za intenzitet sile 1 duzinu puta na kom deluje i uvek je
negativan.

Rad sile zemljine teZe je pozitivan ako telo ide sa vise na nizu visinsku tacku, i
obrnuto.

ZADATAK 9: Prilikom lansiranja rakete mase m = 200kg, trenutno sagori

1 . v . . . .
2 ene sadrzine i izbaci se u suprotnom smeru od smera kretanja rakete brzinom

v, = 1800 ? Kolika je pocetna brzina rakete?
Resenje:

Pisemo jednacinu za odrzanje koli¢ine impulsa:

3 1

mv = Zmﬁl + Zmﬁz

Projektovanjem na izabranu osu po kojoj se odvija kretanje, na osnhovu teksta
zadatka dobijamo:

3 1

0= LMy — o muy,

pa je zato:

3771 = 172
Odavde je vy =2 = ugﬂ =600~

ZADATAK 10: Telo se nalazi na visini od 10 m i pusti se da pada bez pocetne
brzine. Kojom brzinom telo udara u tle?

ResSenje:

Promena kineticke energije jednaka je izvrSenom radu. U ovom sluc¢aju rad vrsi sila
zemljine teze, pa jednacina o promeni kineticke energije glasi:
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Ey1 — Exo = mgh

mv?  mvé L
2 2 ™9

vi —vg = gh

v? = gh,pajev, = /2gh =+2-9,81-10 = 14, 007—
Ovom brzinom telo pada na tlo.

ZADATAK 11: Kuglica M mase m i krutosti ¢ je postavljena u vertikalnu cev, u
kojoj je sabijena opruga za veli¢inu h (slika 14.11). Odrediti:

a.) intenzitet brzine kojom kuglica napusta cev,

b.) uslov koji mora biti zadovoljen da bi kuglica napustila cev,

c.) visinu H do koje ¢e se kuglica popeti.

Resenje:
Iskoristicemo zakon o prirastaju kineticke energije za reSavanje zadatka.
Poslatraju¢i sliku 14.11 , moZemo napisati jednacinu:

Fy
k1 — Exo = EAi

Pocetna kineticka energija je jednaka nuli, a od radova imamo rad elasti¢ne sile 1
rad sile zemljine teZe (u ovom slucaju negativan jer kuglica ide sa manje na visu
visinu). Potrebno je pazljivo posmatrati slike: promena visine je h.

mv? B
—0= Ay, +A4q
mvi = —-m h+ﬁ
2 T

: . o f h2
a.) Brzina kuglice se sada izraunava: v; = % —2gh
mg

.. ... Cch? 2
b.) Uslov koji treba zadovoljiti je: % > 2gh, odnosno ¢ > —

c.) Da bismo odredili visinu h po¢i ¢emo od sledecih Cinjenica: kada kuglica
izleti iz cevi, ima brzinu v,, kada kuglica dode do maksimalne visine njena
brzina je tada nula (v, = 0), elasti¢na sila viSe nema uticaja na to kretanje,
i1 rad vr$i samo sile zemljine teze (na putu H).
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mg

h —
Y M h — mg
v=0 M
c
77
Slika 14.11
Tako je:
mv?
Ex, — Ex1 = Apg 0dnosno: 0 — S = —mgH.

Sredivanjem dobijamo:

ch?
g Vi _ T 29k
29 29

ZADATAK 12: Telo mase m = 2kg je prikac¢eno na slobodni kraj opruge krutosti
k=10N/m. Kuglica lezi na hrapavoj horizontalnoj ravni ¢iji je koeficient trenja u =
0,2. U pocetnom (ravnoteznom) poloZaju telu je saopStena pocetna brzina v, =
1 % Nac¢i brzinu tela u funkciji pomeraja x.

Resenje:
Na osnovu slike 14.12 postavi¢emo jednacinu o prirastaju kineticke energije:
Ep1 — Epo = Ay + Ay

Rad sile trenja je negativan i kako je reakcija podloge N = G = mg, rad sile trenja
(uvek negativan) na putu duzine x je: A, = — umgx. Rad elasti¢ne sile je
negativan kada se udaljava od ravnoteznog poloZaja
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mv{ mvg  kx®
2 2 2 Mo

Zamenom vrednosti i sredivanjem izraza dobiiijamo:

v? =1 —5x? —3,924x

X

Slika 14.12

ZADATAK 13: U rudarskom oknu se kreé¢e dizalica, a u slucaju kidanja uzeta
postoji uredaj za hvatanje koji treba da obezbedi da se dizalica zaustavi nakon
predenog puta s =10m. Ukoliko je tezina lifta G = 60kN, brzina kretanja do v =

12 %, odrediti silu trenja, pretpostavljajuéi da je ta sila trenja konstantna.

Resenje: g
Primenom zakona o promeni kineticke energije,

a na osnovu slike 14.13, dobijamo izraz: L‘ l v
Ep1 — Ekp = Amg + Ay
Kineticka energija tela kada se zaustavi je nula R
(dakle E};=0), rad sile zemljine teze je pozitiva G

| Amg = G - s, aradsile trenja je: A, = —F, - s. Slika 14.13

Sada gornji izraz poprima oblik:




Odavde je:

2

F=tcs+™ -1 (60 10+60'122 — 104,04kN
nTy ST 710 981-2)

ZADATAK 14: Granata leti u horizontalnom pravcu brzinom v, = 15%. Prilikom
eksplozije, granata se raspadne na dva dela, ¢ije su mase m; = 0,5kgim, =1 kg.
Brzina veéeg dela granate je v, = 30%. Kolika je brzina manjeg dela granate?

Napomena: pravci kretanja delova granate se poklapaju sa prvobitnim pravcem
kretanja granate.

0
------ o> 00— o——
m m, my
Slika 14.14

Resenje:
Sematski prikaz zadatka je dat na slici 14.14.
Primeni¢emo zakon o odrzanju koli¢ine kretanja:

mﬁo = mlﬁl + mzﬁz
Kako se pravac kretanja zadrZava, projektujemo jednainu na pravac kretanja:
(my +my) - vy = mqvy + myv,

(my + my) - vy — My,
171 =

my

1,5:15-1-30 m .. . oq .
V= = —-15 " (ovaj minus znaci da je kretanje u suprotnom smeru)

ZADATAK 15: Tokom kretanja brzinom od v = 400 % granata se raspadne na

dva jednaka dela, pri ¢emu delovi krenu po pravcima koji za horizontalom
zauzimaju po 30°.Kolike su brzine kretanja delova granate?

Resenje:

Jednacina o odrZanju koli¢ine kretanja
(na osnovu slike 14.15) glasi:

Zmﬁo = mﬁl + m‘l_}z
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Projektovanjem na pravac inicijalnog kretanja (x):
2mvy = m- vy - cos30° + m - v, - cos30° .
2vy = 0,867 - v; + 0,867 - v, ,

(v1 = v, =v)

2vy = 2-0,867 j _ 200 —46137m i
Vy = ) v,paje:v = 0867 _ Sl Slika 14.15

ZADATAK 16: Tokom nekog vremennskog intervala At = 20s, materijalna tacka
tezine G = 3kN uveca svoju pocetnu brzinu 3 puta. Ukoliko je tokom tog
vremenskog intervala delovala sila F konstantnog pravca i intenziteta, i ukoliko je

v . . m . v . .
pocetna brzina bila v, = 2 ~ izraCunati vrednost te sile.

Resenje:
Primenom zakona o promeni koli¢ine kretanja materijalne tacke, dobijamo:

Ky —Kyo =1,
Opsti oblik jednacine je:
G
E-(n-vo—vo) = F - At,

gde je n=3 — broj puta uvecanja pocetne brzine. Odavde je:

_G-(n—1) v,

F
g At

Zamenom vrednosti dobijamo:

~3:10°-(3-1)-2
N 9,81-20s

= 61,16N.

ZADATAK 17: Na telo A, mase m = 3kg koje se krece pravolinijski
gde je k- faktor

translatornopod dejstvom promenljive sile F = Toc2

proporcionalnosti, m — masa tela, a t - vreme.PoCetna brzina tacke je v, =
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2%. Ako je koeficient trenja klizanja izmedu podloge i tela A u = 0,2, k = 3,
odrediti brzinu tacke 2s od pocetka kretanja.

Resenje:
Kako je kretanje pravolinijsko translatorno, a jednacina kretanja je:
F+N+mg+F + Fin =0, odnosnoma—F+N+mg+F

Na kretanje materijalne tacke duz x ose direktan uticaj imaju sile F, i F. Impuls sile,
vodeci racuna da sila F doprinosi kretanju, a F, deluje u suprotnom smeru je:

t t t
- [ pae- [ pac= [
0 0 0

Sadaje: I, =3-3-arctg2—02-3-9,81-2 = 570,91 — 11,77 = 559,14N’s

s dt — J umgdt = kmarctgt — umgt

ZADATAK 18: Na delu izmedu tataka A i B (kao na slici 14.18.1) materijalna
tacka mase m = 1 kg kreée se uz glatku strmu ravan, dok se od B do C kreée kroz
vazduh, kako je to na slici prikazano. Ako je brzina na pocetku kretanja iznosila
Vo = 10% odrediti domet d (rastojanje BC)? Duzina strme ravni s = 5m, a sile

otpora pri kretanju su zanemarljive.

Resenje:

Brzinu tacke na mestu B najlakSe ¢emo odrediti primenom teoreme o promeni
kineticke energije tacke pri njenom kretanju po glatkoj vezi ( od tatke A do tacke B
), pri ¢emu samo sila zemljine teze vrsi rad (slika 14.18.2):

Slika 14.18.2

Slika 14.18.1
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E d = x(tc)

Slika 14.18.3

Exc — Exp = Amgas,

m m . o
?vé-;v(f:—mg - s+ sin45

v§:v§-2-g-s-§ => pp = vg—\/EgSZ\/loz—\/Z-9,81-5=1,38%

U drugoj fazi kretanja postavljamo novi koordinatni sistem, u kome pocetni
trenutak odgovara polozaju tacke na mestu B. To znaci da je tz = 0, odnosno x(0),

v(0), x(0) = vgcos45° = vg g, y(0) = vgsind5° = vy \/;
Kretanje u ovoj fazi se obavlja po principu kosog hica, pa postavljamo jednacinu:
ma = mg
Projekcijom ove jednacine na ose i integracijom ¢emo dobiti jednadine promene
koordinata. Projektovanjem na y osu ¢emo dobiiti:
my = —mg,

Ood d"dy—
avdeje: —- = —g

dy = —gdt, paje: fd}'/ =-g j dt. Tako dobyamodaje:y = —gt + C;

Konstanta C; = vg ‘/; jerje y(0) = vgg.
Vrac¢anjem u pocetnu jednacinu koeficienta C;, dobijamo:

, V2
y(t) = —gt+vg -

Sada treba odreditii jednacinu po kojoj se menja koordinata y.
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ﬁ ﬁ

2
Nakon integracije dobijamo: y = — % + vp gt + C,
Konstanta ¢, = 0, zbog pocetnih uslova ( y(0) = 0) je nula, pa je:
t2 V2
yO) =-g5+vg—t.

Isti postupak ¢emo ponoviti i za osu X.Prvo projektujemo jednacinu II Njutnovog
zakona na x osu: mx = 0 . Dalje je: Z—f =0,paje:x =C3.

V2

2

Sada je: x(t) = ng odnosno % = vg g,paje: dx = ng - dt.

Daljim integraljenjem dobijamo:

Konstanta C; = vy \/2—7,jerje: x(0) = vg

V2 V2
jdx=v37]dt,odnosnox=v37+C4.

Konstanta C, = 0, jer je x(0) = 0, pa je tako: x(t) = v g t.

Domet d ¢emo odrediti:

V2

d = x(tc) =v37'tc

2
Kako je utrenutku padanatlo: y = y(t;) = —g % + v g tc = 0, sredivanjem

dobijamo da je:

tC == \/EU_B .
)
Sada t, menjamo u izraz za domet:
V2 vp vp? v’ 1,382 m
d=vg— V2—=—=——-V2s= =0,194—
Vs 2 V2 g g g vas 9,81 S

ZADATAK 19: Lopta, teska 2N, se nalazi u cevi (kao naslici 14.19). U odredenom
trenutku, dolazi do otpustanja opruge. Ukoliko je duZzina neoptere¢ene opruge 20

m, a koeficient krutosti je k = 10%, odrediti rad koji pri kretanju lopte izvrSe sile

na duzini od prikazanih 16 m. Pored tezina kuglice, poznato jedaje [, = 2miv; =
0 % Koeficient kinematskog trenja izmedu lopte i cevi je u = 0,15.

178



- reakcija veze
- silateze

—s
—_ - elasti¢na sila
-3 - Silatrenja

Slika 14.19

Resenje:

Projektova¢emo jednacinu kretanja na ose:

(1) md =G + F,,

(2) ma, =0 =N — Gcos30°
(2 E,=pu-N

Pr tome su:

- N = Gcos30 = 3-0,867 = 2,601N
- F,=0,152,601 = 0,39N
- F, = —kAx =—10- (20 — 10) = —100N

Sa slike 14.19, projekcija jednacine na x 0su je:

(4) ma, = ma = F,; — Gcos60° — F,

Rad vrSe elasti¢na sila i sila zemljine teze.

Rad elasticne sile: kako je opruga duzine 20 m u neoptereenom stanju sabijena na
duzinu od 10 m, to je: Ax = 20 — 10 = 10m, pa je:

1 1
Aq = 5kbx® = 2-10-10° = 50Nm

U ovom slucaju je rad sile pozitivan jer se opruga priblizava ravnoteznom
polozaju!
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Rad sile zemljine teZe: ova sila vrsi rad zbog promene visine, pa je u ovom slucaju
promena visine Ah = 16 - cos60° = 8m. Rad u ovom slucaju je negativan jer se
lopta sa manje penje na vecu visinu.

Apg =—gAh=-2-8=—-16Nm
Rad sile trenja je negativan uvek i na putu duzine 16m iznosi:
Ap, = —F,-16 = —0,39-16 = —6,24Nm
Ukupan izvrSenrad je: A = Ay + Apg + Ap, = 50 —-16 — 6,24 = —27,76Nm

ZADATAK 20: Sanduk mase 50kg se nalazi na strmoj ravni, a njegovo kretanje
nanize je ograni¢eno gredom. Ako su koeficient statickog i kinematskog trenja
izmedu podloge i sanduka u; = 0,3 i u, = 0,2 retrospektivno, odrediti vreme

neophodno da sila F po¢ne pomerati sanduk brzinom od 2 % Sila je intenziteta F =
300t N,a t je u sekundama.

Resenje:

Pre pokretanja sanduka, ubrzanje je nula i vaze sledece jednacine:

(1) F = F, + Gsin30°

(2) N = Gcos30° = mgcos30° = 50-9,81- 0,867 = 425,26N
(3)Fy =p-N=03"Gcos30°=0,3-50-9,81-0,867 = 127,58N
1z jednacine (1) je: F(t) = 127,58 +50-9,81-0,5 = 372,83N.

Kako je F(t) = 372,83N = 300¢t, dobijamo trenutak kada dolazi do pokretanja
sanduka:
_ 372,83

- =124
L= 300 oS

Za deo kada nastupi kretanje, primeni¢emo zakon o promeni koli¢ine kretanja:

mv, —mv; = Zli

Kako je brzina na pocetku ove faze bila nula, onda je v; = 0.

Impuls sile ¢emo izracunati integraljenjem: I = [ F(t)dt = [ 300tdt, kao i za
ostale sile.
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mv, = J. 300tdt—fu2- fuz- G-cos30°G-cos30°dt—stin30°dt

muv, = f(300t — Uy m- g-cos30°—mgsin30°)dt

Ukljuci¢emo granice jer II faza poCinje sa t = 1,24s:
t

50-2 = (300t — 85,05 — 245,25)dt
1,24
Sredivanjem izraza dobijamo:
150+t —330,3:t+7893=0
Kao resenja se dobijaju:t; = 0,2771s it, = 1,929s. Prvo resenje je nemoguce zato

Sto je manje od 1,24s. Dakle, sanduk ¢e dosti¢i brzinu od 2% nakon t = 1,929s

od pocetka dejstva sile.

ZADATAK 21: Materijalna tacka M, mase m = 2kg, zapocinje kretanje iz tacke
A (kaon a slici 14.21.1) poc¢etnom brzinom v, = 8m/s, po glatkoj kruznoj stazi
poluprecnika R = 1m do tacke C, a zatim uz hrapavu strmu ravan CB (visine h =
2m, nagiba @ = 60° i koeficijenta trenja klizanja ©=0,35) do tacke B. 1z tacke B
tacka nastavlja slobodno kretanje (otpor vazduha zanemariti) i pada u ta¢ku D.
Napisati jednacinu kretanja tacke po strmoj ravni. Odrediti rastojanje BD i reakciju
N u tacki C.

Resenje:
Koriste¢i zakon promene kineticke energije izmedu polozaja A i C, po§to nema
visinske razlike (4,4, = 0), a kruzna staza je glatka (A, = 0), brzina u polozaju
C ¢e imati istu vrednost kao pocetna brzina tj. v, = v, = 8m/s.
Kretanje po strmoj ravni se obavlja samo u pravcu strme ravni i to ¢e nam biti x
osa. Po y —osi nema kretanja.

(1)mx = —mgsina - F,

W
(2) my'=0= N — mgcosa
(3)F,FﬂFN
Dobijamo da je: F,=uFy =umgcoso.
pa sledi:
mxX = —mgsina — mgcosa,
X = —Qsino- i *g-cosa

a nakon zamene brojnih vrednosti se dobija:
a=X=-981"sin60°—0,35-9,81c0s60°, X = —10,2
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Slika 14.21.1 Slika 14.21.2

Da bismo odredili zakon promene brzine kretanja po strmoj ravni, uradi¢emo
integraciju, vode¢i racuna o pocetnim uslovima. Pocetni uslovi su: t=0, x,=0, v, =
ve=8m/s.
e 10,2
X = —=— ,
dt
fda'c =—-10,2 -fdt -x =-10.2t + C1

Koeficient C; odredujemo iz pocéetnih uslova. Za t=0i x, = 8m/s dobija se C; = 8,
pa je:

. da
x=—10.2t+8—>a=10.2t+8

Dalje ¢emo integraljenjem dobiti zakon puta.

t2
fdx =f<—10,2t7> dt
t2

x = —10,2?+8t+C2
pajeza t =0,x,= 0iC, =0.

Jednacina kretanja uz strumu ravan CB sada glasi: x = —5,1t2 + 8t.
Da bi smo odredili brzinu vy primenicemo zakon promene kineticke energije
izmedu tacaka C i B:

Exp — Exc = Amg + A¢r

1 ., 1 .
5 MVp —Smvg = —-mgh—F,-s
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Za odredivanje rada sile trenja nam je potrebno da odredimo s. Kako je % = sina,

onda je
5= " sina sin60

2,3m

pa je:
1 1
5-2-v§—§-2-82=—2-9,81-2—3,43-2,3

v: =64 —39,24—7,9 = 16,86

Tako dobijamo da je: vz = V16,86 = 4.1?

Od tacke B sledi kosi hitac, sa pocetnom brzinom vy, pod uglom od 60° prema
horizontali.

Domet kosog hica se dobija po obrascu:

—  vg'sin(2:60°)32 16.86-0.866
d—FED="8 ( ) _
g 9.81

=149m

Normalnu reakciju u tacki C, odredi¢emo primenom jednacine:
mac = ﬁc + 5

Za odredivanje normalne reakcije N u tacki C projektovaéemo jednacinu na pravac
normale (slika 14.21.3). Usled postojanja normalnog ubrzanja koje je uvek
okrenuto ka centru kruZnice, uveséemo inercijalnu silu: Fi*, koja je usmerena u
suprotnu stranu od normalnog ubrzanja.

N = F* + mgcosa = may + mgcosa TN
2 PN
v R IO N
N =m =<+ mgcos60° /
R ! If"in
82 | N
N=2:—+2-981-05=1378IN | i
Slika 14.21.3
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DINAMIKA SISTEMA - obrasci

OBRASCI ZA DINAMIKU SISTEMA

v . .y N . 1
Polozaj srediSta mase sistema je odreden sa: 7, = ~ % m;T;

Ili koordinatama:

Za telo koje rotira oko ose z, moment inercije, J, zauzima mesto mase,
Hajgens- Stajnerova teorema : kada telo, &ija je osa z rotira oko ose z; koja je

na rastojanju | od ose tela, moment inercije se izracunava:
o Jn =]z+m'lz
e Zakon kretanja sistema materijalnih tela se definiSe: m; - 1'76 =), ﬁis
pri ¢emu je:
o Y F$ — suma svih spoljasnjih sila,

o Projektovanjem prethodne jednacine na ose se dobijaju tri jednacine:
o mi. =Xz,
o my, = Ylg '
o mi,=Zj,
Dalamberov princip se Cesto koristi kod krivilinijskog kretanja materijalne
tacke:
o YFf+Fy+F"=0
o Projektovanjem na tangentu i normalu inercijalne sile imamo:

i dv
» F*=-mar= -
in v?
= Fy =-—may = -—m—

—

Koli¢ina kretanja se izraCunava: K = mv,

S ... dK dv =
Zakon o promeni koli¢ine kretanja: — = m% =) F;,

Zakon o odrzanju koli¢ine kretanja:
K —K,=YI’aakoje Y I = 0,ondaje: K = const i ¥, = const.
Kod kruznog kretanja, javlja se moment koli¢ine kretanja:
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DINAMIKA SISTEMA - obrasci

— — - N
My =Ly =7:xM-v,

_pS

. o . dL
e Zakon o promeni momenta koli¢ine kretanja:d—to =)YM:",

e Zakon o promeni kineti¢ke energije: AE, = Y A;, %M vE — %M vZ,.

e Kod ravnog kretanja: E;, = % J,w? + %M vé
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15. DINAMIKA SISTEMA | - DINAMIKA TELA |
MOMENT INERCIJE

ZADATAK 1: 1z topa, mase m, = 1,8t ispali se granata m, = 1kg pod uglom od
a = 30° prema horizontu po¢etnom brzinom v, = 360 ? Koliki su:

a) brzina trzaja topa,
b) srednje usporenje topa, ako on posle trzaja prede put od s = 2m?

Resenje:
Kako nema dodatnih spoljasnjih sila koje bi delovale na sistem tokom posmatranja
sistema, postavljamo jednacinu za odrzanje koli¢ine kretanja:
Ko = Ky + K,
(my +my) vy =—my- vy +my v, cosa
Znak (-) spred brzine v; se odnosi na smer trzaja — suprotan je smeru granate.
Kako je v, = 0, sledi da je: m; - v; = m, - v, - cosa. Odavde je:

_my-vy-cosa  1-360-cos30°
LT T T 1800

m
=0,173—.
S

ZADATAK 2: Lokomotiva mase 5t kre¢e se brzinom od 7m/s i sudara se sa
vagonom koji miruje. Kolika je masa vagona, ako nakon sudara oni se krecu
zajedno sa brzinom 4 m/s?

Resenje:
Kako ne deluje neka sila, postavicemo jednac¢inu odrzanja kolic¢ine kretanja:
my vy = (Mg +my) - v,

m1 " (Ul - 172) 5000 " (7 - 4)
mZ = =

=3750k
v, 4 g

ZADATAK 3: Teret A tezine G4, = 70N postavljen je na strmu ravan nagiba « i
tezine G, =250N (kao na slici 15.3). Sistem je u pocetku bio u miru, a zatim je

v . m . . , .
teretu A saopstena brzina v; =5 > kojom nastavlja da se krece niz strmu ravan.

Odrediti kojom brzinom se krece strma ravan. Trenje zanemariti.
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Resenje:

Ako postavimo koordinatni sistem kao na slici desno, projektovanjem svih sila na
pravac x ose dobijamo: ¥, X; = 0 = K,, pakako je K,=0ondaje K, = const =
K,o= 0 (sistem je bio u miru na pocetku). Kada po¢ne kretanje, telo A se krece
nanize niz kosinu tela B brzinom v; a sa telom B ulevo brzinom v,.

Projektovanjem jednacine K,, = K,,= 0 na x osu, dobijamo:

Gy G
?-(vlcosa— vy) —?-vz =0

Sredivanjem dobijamo:
G4

Vo = V41— Co0sx
2 16, + 6,

Slika 15.3

Zamenom zadatih vrednosti u dobijeni izraz, dobijamo da je:

70

= 1,093"
70 + 250 ' s

U2:5

ZADATAK 4: Dva tela mase my;= 2 kg i m, = 3 kg, povezana su medusobom
(kao na slici 15.1.1) uzetom koje moze da izdrzi maksimalnu silu zatezanja od

Eax = 350N . Natelo deluju dve sile: 131 =kti 17"2 = 2kt (k = 102). Posle kog
S

vremena od pocetka kretanja ¢e do¢i do pucanja uzeta? Trenie zanemariti.

a
9
F, Fy F, E' F F
3kg 2k 3kg |— 2kg
. P
Slika 15.1.1 Slika 15.1.2

Resenje:

Pretpostavimo da se pod dejstvom sila F; i F, ceo sistem krece sa desna na levo.
Ukoliko preseéemo uze izmedu dva tela, pojavice se sile zatezanja F, i E,’, koje su
jednake po intenzitetu i pravcu, ali suprotnog smera.

Napisa¢emo jednacine kretanja za oba tela (na osnovu slike 15.1.2):
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mya =F, —F mia=F—-F

E'=F,—m,a E,=mja+F,
Odavde je:

Fy —mya =mua+ F;
a(m; +my) =F, — F;

Tako je:
FpmFy _ Zkt-kt _ Kkt _ 106 _ .
h mqi+m, - mi+m, - 2+3 - 5 o

Vra¢amo se na jednu od jednacina za grani¢ni uslov F, = 350N, kako bismo
izracunali posle kog vremena ¢e ova sila biti dostignuta.
F, =mya+ F; = 350
2- 2t + 10t = 350

14- t =350
,_350 _
RV

ZADATAK 5: Na homogenu prizmu A, mase m, = 2m, koja moze da se krece po
horizontalnoj nepokretnoj ravni, polozena je prizma B, mase mp = m. Odrediti
duzinu £ za koju se pomeri prizma A kada prizma B, spustaju¢i se po prizmi A, dode
do horizontalne ravni. Trenje izmedu prizmi i nepokretne ravni zanemariti. Sistem
je zapocCeo kretanje iz stanja mirovanja, a a i b su poznate veli¢ine.

Resenje:
Na ceo sistem od spoljaSnjih sila deluju samo sile

zemljine teZze, pa je zato suma svih sila po x osi

jednaka nuli.
in = 0

Slika 15.5.1
Po zakonu kretanja srediSta masa: mi¥, = Y X; =0 (mx; = Y m;x;), pa je
mi., = 0. Odavde je x; = const = x;, = 0, pa je kako je brzina po x osi
nepromenljiva i jednaka nuli

d
=€ = 0, odavde dx,. = 0, odnosno x, = const.

Xe = a

Ovo znaci da se koordinata X srediSta masa tokom kretanja ne menja.
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Posmatrajmo sistem tela u dva karakteristi¢na poloZaja: na pocetku kretanja i kada
telo B dotakne horizontalnu podlogu (slika 15.5.2). Kako je koordinata x sredista
masa konstantna, onda mozemo postaviti jednacine na osnovu zakona o kretanju
sredista masa.

(my +mg) " xc = my - x; + Mpx,
(2m + m)x, = 2mx; + mx,
3mx; = m (2x1 + x3)
Saslike je: x; = ga, ax,=a-— ;b ( na osnovu poznatih pozicija tezista figura).
Sada se gornja jednacina, nakon skrad¢ivanja sa m, moze transformisati:
3xc =2-§a+a—§b
7

2
3xc =-a—-bh.
3 3

>

|

A A

Slika 15.5.2

Kada se prizma A pomeri za |, jednacina ima oblik: 3x; = 2x;" + x,’
Saslike je: x," = [ +=a,ax,’ = | +b. Zamenom u jednagini bice:

3xc =2+ (I+2a) +1+3b

3. =3l 4 balp
Xe =2t TzaTy

Ta iyt ly
347377 3973
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3l=a-b

ZADATAK 6: Stap duzine | = 1m i mase m = 4kg rotira oko teZiine ose O-O',
koja je normalna na osu Stapa. Koliki je moment inercije Stapa za ovu osu? Koliki

je moment inercije Stapa za osu koja se nalazi na kraju Stapa? Nacrtati Semu (teZisna
osa je O-0").

A ; Ao-O
o 1o 19% e
Resenje:. [ I I
1 1
Slika 15.6

Skica problema je data na slici 15.6. Zamenom vrednosti u formulu za moment
inercije za tanki homogeni pravolinijski Stap koji se okrece oko ose koja se nalazi
na kraju stapa dobijamo:

m-1?  4kg-(1m)> 4

_ - _ )
Jz= 3 3 3kgm

e : .. y .o o
Teziste Stapa se nalazi na sredini ose Stapa, na rastojanju 5= 0,5m od kraja Stapa,

. % . . . . . .. I\o.
pa, prema Hajgens-Stajnerovoj teoremi, moment inercije je manji za m-(;) :

_m-l2 (l)z_ lz<1 1)_m-12_1k 2
Jo-g =3 —m(3) =m-(z=g)=—5-=3ksm

ZADATAK 7: Odrediti moment inercije za osu z koja prolazi kroz centar mase
kroz tanku homogenu plocu oblika prikazanog na slici 15.7. Ukupna masa ploce je
m.

Resenje:

Na slici se vidi da se ova zadata figura sastoji od dva dela: pravougaonika stranica
Ri 2R, i ¢etvrtine kruga, polupre¢nika 2R. Ukupna masa m se raspodeljuje na masu
ove dve figure.

Mase delova se izracunavaju:

mp=p'Ap=%'AP, mK=%'AK

Pri ¢emu je p — gustina i p = % , a A je ukupna povrSina. Pri tome je:
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Slika 15.7

2
A =4p+Ag =R 2R + 202 = 2R%4R%1= R2(2 + m).
Odavde je:
- Mo ™ opz__2
mp=7 Ap = R2(2+1) T M
- =m. = _m .p2._ _T .
Mg = 7 Ag = R2(2+1) T=Gm ™

Koordinate tezista ove figure su:
_ XAiXi _ Apxp+AgXk _

- X = 1,354R
A A
oy = Y Aix; _ ApxptAg-Xg _ 1,092R
A A
Pri tome je:

xP - O,SR, Yp = R
3 ’

yk = 2R - 228 = 1,151R

Moment inercije za pravougaonu ploc€u, za osu koja prolazi kroz teziste je:
Jez = Jezp +Jczx
Pri ¢emu su:
Jczp — moment inercije pravougaonog dela za osu Cz
- Jcz,xk — moment inercije Cetvrtine kruga za osu Cz

Prema Hajgens- gtajnerovoj teoremi je:
Jezp = Jrp +mp - [(xc — xp)?* + (yc — ¥p)?]
- Jezx = Jrx ¥ Mg [(ee — xx)* + (Ve — yr)?]
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Ovde je:
- Jrp — moment inercije pravougaonog dela za sopstveno teziste, a
- Jrxg — moment inercije Cetvrtine kruga za sopstveno teziste

Na osnovu obrazaca za pravougaonik imamo:

_ 1, ) 2 1, 2 . (R2 2) = = 2
Jrp =55 omp (e +yp) = s m (R* + (2R)?) = =0,162mR

Moment inercije pravougaonog dela za osu C, je:
Jezp = Jrp +mp - [(xcz— xp)*
Jezp = 0,162mR? + oo [OOSR - 1,354R)? + (R — 1,092R)?] = 0,429R?
Na osnovu ovoga je:

Jezx = Jrx + My - [(x¢ — x¢)* + (Ve — ¥x)?] =

= 0,342mR? + -m [(1,354R — 1,849R)? + (1,092R — 1,151R)?] = 0,513R?

/13
(2+m)

Konaé¢no, moment inercije za obrtnu osu je:
]Cz =]CZP +.]CZK = 01429R2 + 01513R2 = 01924‘R2

ZADATAK 8: Odrediti moment inercije za telo koje je prikazamo na slici 15.8. za
osu rotacije koja prolazi kroz srediste valjka. Specifi¢na tezina kugle je y; =

8746 %, a specifi¢ne tezine valjka 1 Stapa su y, = 7849 %

Resenje:

Uradi¢emo neophodne proracune za svaki od sastavnih elemenata datog slozenog
tela. Telo se sastoji od: kugle. horizontalnog cilindra i vertikalnog cilindra. Za svaki
od elemenata je potrebno izracunati: masu (Sto se moZe dobiti iz zapremine),
koordinate teziSta i moment inercije u odnosu na zadatu osu rotacije.

e Kugla (sfera):

4 4
Ve = §R3n =3 0,13 -7 = 418,67 - 10~ 5m3
_ Viry:  418,67-1075-8746 N
e ="g = 9,81 = 279Ky
X, =0y, = —-(2+16+5)=—-23cm =—-0,23m; z, =0
2 2
Jzok = gmkRz =£°373 (0,05)% = 0,00373kgm?
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Jzk = Jzok + My " Xk* = Jox + My - (0,23)% = 0,20kgm?®

Slika 15.8

e Horizontalni cilindar 1:

Ver =1r%m-0,16 = (0,01)2-3,14- 0,16 = 50,24 - 107°m3

Vei- Va _ 50,24 - 107°- 7849
g 9,81

Moy = = 0,040kg

X1 =0, yoq = —(248)=-10cm =-0,1m; z,; =0

1 1
Jz0c1 = 12 — My " X1 = v 0,040 - (0,16)% = 0,000373kgm?

Jze1 = Jz0c1 + Mgy - xc21 = Jz0c1 + Mgy - (0,1)2 = 0,000773 kng

e Vertikalni cilindar 2:
Voo = rém-h= (o, 02)2 -r+0,08 = 100,48 - 10~®m3

Vez"¥2 _ 100,48-107° - 7849
Me2 = 981
g

= 0,080kg

X2 =0,Y,=—(2+16+5) =—-23cm = —-0,23m;z,, =0

Xe2 =0;Ye2 = 0,2, =0

1

1
Jz0c1 = P mel? = 17 0,040 - (0,16)% = 0,000373kgm3

Jze2 = Jz0c2
), =T+ Jze1 + Jze2 = 0,020 + 0,000773 + 0,000373

J, =0,021146 kgm?
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ZADATAK 9: Naslici 15.9 je dat tocak, koji je satavljen od tankog prstena, ¢ija je
masa 10Kkg, i od Cetiri tanke Sipke mase od 2 kg. Odrediti moment inercije tocka za
obrtanje oko ose normalne na sliku i trenutnu tacku dodira A.

Resenje:
Moment inercije:
Je =Jp+ 2]
]p = "llR2

1 2
Js = 12 M2’ l

]B = m1R2 +2 %mz " l2

Jg =10" (0,5)2 +0,167-4-12
Jp = 2,5+ 0,667 = 3,168 kgm? Slika 15.9
Ja=Jg+ (mprsten +2- méipke) ’ (015)2

Ja =3,168 + 140,25 = 7,668 kgmz

ZADATAK 10: Homogeni $tap, duzine |=1m, i mase m=2kg se nalazi u
horizontalnoj ravni, kao na slici 15.10, i moze da rotira oko ose O, koja prolazi
kroz centar mase, bez trenja. U jedan kraj ovog Stapa udari metak, mase m; =

0,2kg, koji se krece brzinom v = 100 % Metak udari u $tap pod uglom od 90° i pri

tome se zadrzi u Stapu, saopstiSti mu ugaonu brzinu w,. Kolika je ova ugaona
brzina?

Resenje:

Pre udara metka u Stap, kada je Stap mirovao, moment koli¢ine kretanja sistema
< I !

Stap-metak je bio:Lp; =m; v S

Posle udara, moment koli¢ine kretanja je:

Loz = Lom + Log = Uom + Jog) * @ 0
Pri tome je: l
l my - 12 2
Jom =m1'(§)2 = 4 _ﬂ»’ ....... N AT
I = ml? Slika 15.10
0s 12

Jednacina zakona o odrzanju momenta koli¢ine kretanja konacno glasi:

194



l <m1-l2 mlz>
ml'v'_: + *Wo

2 4 12
pa je:
6v my 6-100-0,2 rad
0= T I m 1B 02+ el

ZADATAK 11: Na osovini motora, koji razvija moment sprega intenziteta It =
800Nm, nalazi se cilindar, mase m = 400kg i poluprecnika R = 30cm (slika
15.11). Ako motor pode iz mirovanja, za koje vreme ¢e osovina da napravi prvi
obrtaj? Kolika je energija predata cilindru za to vreme?

Resenje:

— ———— R ey ———

Slika 15.11
2
Posto je M = J, - £,a moment inercije za cilindar je: J, = %, toje: e =

mR?2’
2
Posto znamo da je: 6 = 6, + w,t + %, a iz uslova zadatka su: 8, = 01wy =0,

onda je:
_et?
=—-

2:M
Zamenom € =
mR?2

u poslednju jednacinu, dobijamo:

2 t? _ Mmt?

mRZ 2 mR?’

Kako se trazi vreme tokom koga osovina napravi pun obrtaj (6 = 2w rad), bice:
6-m-R? 2m:400-(0,3)?

2 _ — — 2
te = m 300 0,2826s

0 =2 =

paje: t = 0,53s.

]Z'wz

Energija koja je predata cilindru je: Ej, = .Kako je:w =¢-tjerjewy =0,
izraz za energiju e biti:
1 mR* 2

_ 2 = o
Be= 2 e (G ) = — 12 = 17,784,

ZADATAK 12: Na osovini elektromotora se nalazi disk, polupre¢nika R =
50cm i mase m = 900 kg. Elektromotor deluje na disk momentom sprega 9t =
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300 Nm. Nakon nekog vremena brzina tacke na obodu diska je v = 20 ? Ukoliko

je disk krenuo iz mirovanja, naci trenutak dostizanja te brzine i izracunati kineticku
energiju diska u tom trenutku.

d

Slika 15.12
Resenje:
: - R% .
Kako je M = J, - €, a a moment inercije za disk je: [, = mz to je:
_w; o 2m
=T, T mR?
Kako je:
29
v=R-w=R-et=R-——"t
mR
to je onda:
vm-R _ 20:900:0,5
t = = = 15s
PR 2:300
Kineticka energija diska je tada:
1, 1 v mv?
E, =Zw?=-mR? — = —.
kT T R2T
Zamenom zadatih vrednosti u poslednji izraz se dobija:
900 - 20?
E, = — = 90k/.

ZADATAK 13: Stap duzine [ = 50 cm i mase m = 1,2 kg ima na svom jednom
kraju materijalnu tacku mase m = 2kg. Kolika je energija ovog sistema, ako on

. . d . . .
rotira stalnom ugaonom brzinom w = 6%oko ose koja prolazi kroz sredinu

Stapa?
Resenje: |
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Kako je Ej = %-]00: - w?
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potrebno je odrediti moment inercije

sistema za osu 00'.

Moment inercije Stapa za zadatu osu je:
_omy - P

]z§ - 12

Sto se kugle tice, nisu nam date njene dimenzije, pa ne uracunavamo sopstveni
moment moment inercije kugle, ve¢ samo polozajni:

N2 my -2
]Zl:m2.<§> = 4

Sada je kinetic¢ka energija sistema:

_ 1 (mat? mz_lz) L2 o’
E"_z (12 + 2 w” = ” (my +3m,)
0,562
E, = n -(1,24+3-2)=54]

Napomena: U slu¢aju da se materijalna tacka smatra telom (sferom), u proracun
treba ubaciti i sopstveni moment inercije kugle (sfere).

ZADATAK 14: Na periferiji diska, mase m; = 30 kg i polupre¢nika R = 50 cm
se nalazi telo mase m, = 6kg. Disk rotira sa konstantnim ugaonim ubzanjem.
Ukoliko je koeficient trenja izmedu diska i tela u = 0,25, odrediti:

a) Pri kojoj ugaonoj brzini Ce telo ispasti sa diska.

b) kolika ¢e biti ugaona brzina neposredno po ispadanju tela sa diska.

Resenje:

a) U trenutku pre nego $to dode do spadanja tela sa diska, dolazi do izjednacavanja
centrifugalne sile i sile trenja, koja u stvari predstavlja silu otpora kretanju koje
dovodi do ispadanja tela sa diska. To znaci da je: F; = F,.

Kako je F; sila koja je proporcionalna normalnom ubrzanju, a sila F, zavisi od

normalne reakcije podloge, to vazi jednakost:

m-ay =Hu-my-g

Odnosno, kako je:
P2 R2.(n2 5
:aN = = = Rw y
R R

to jednacina dobija oblik: Rw.2 = u-g.
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Ugaona brzina je:

’ ’025981_221ﬂ
0,5

Slika 15.14

b.) Koli¢ina kretanja pre ispadanja tela i posle ispadanja tela ostaje ista, pa ¢emo to
iskoristiti za postavljanje pocetne jednacine:

Jz1 - 01 = Jz11 - @2
Kako je pre ispadanja:

]zI -
a nakon ispadanja tela sa diska

mqR

mq+2m
—+m, - R? = R? - ==,
ml'Rz )
zIl = ) ,1

ug P . .- ..
uzwy = |-, vratanjemu jednacinu dobijamo:

, my+2m, [ug my-R?
R —— . _— N
2 R 2 z

1z poslednje jednakosti je ugaona brzina:

_ [ug <1+2m2)_ 0,25:9,81 <1+230>_5396rad
“2= R my/ 0,5 6/ 7 s
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16. DINAMIKA SISTEMA 11 -ZAKONI ODRZANJA

ZADATAK 1: Preko dva homogena valjka je prebacena nit na kojoj vise dva tega.
Mase tegova su m; =2kgi m, =1kg,amasevaljakasuM; =1kgi M, =
5 kg. Odrediti ubrzanje sistema, pod pretpostavkom da nema klizanja.

ﬁ z2 F, z2
Resenje: ((‘ M, M, G:\
N )
F, le

Za svako telo pisSemo jednacinu
kretanja posebno.

Jednacina kretanja za telo 1 je: a l .
mia = myg— Fp

!
Fz3

. . M >
A zavaljak 1 je: ?1: 1 — Fjpo my g

. _ MyR4?

Kakoje M; = J; -€,8);= ——, Slika 16.1

sy = & ondaje: - = 0
1

Analogno prethodnom, za valjak 2 vazi jednacCina:
Mz _ Mza
Fro = Fpz = 2=
Jednacina kretanja tela 2, je analogno jednacini kretanja tela 1:
mya = —myg + F,3
Z(ml_mZ)g - 1,635E
2(m1+ m2)+M1+M2 s2

Sredivanjem jednacina, dobija se: a =

ZADATAK 2: Platforma oblika diska mase 90 kg rotira frekvencijom 0,5 s~ oko
ose koja prolazi kroz centar mase. Na ivici platforme stoji deCak mase m = 30kg.
Kolikom frekgeglcij om rotira platforma ako se decak pomeri ka sredini platforma.

SD . Resenje:

Zakon dinamike za rotaciono kretanje je:
R )°)

_dL_ Ui
Cat oat _
Kako nema spoljnih sila, M=0, pa je J, - w = const

Jz1 - @1 = Jz1 - 02

Slika 16.2
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R2 2
]ZI :]Zd+jzdé = ml; + mZR
RZ . . " e .
L =my 5 —lerje decak u liniji ose rotacije
R2 2 R2
(m1; + myR%) wy = m;7 "Wz

Kako jev = % ,aT = 2nw, dobijamo da je: w; = 2nv, = 2 - 0,5 = m.Tako je:
R? 2
Wy = 2 55361 a1y, = 1= 0833571,

R? 21
mlE

ZADATAK 3: Homogeni zupcanik II, polupre¢nika r, kotrlja se po nepokretnom
zupcaniku, istog poluprecnika, pomocu poluge OA , koja se obrée konstantnom
ugaonom brzinom ® (Slika 16.3). Odrediti koli¢inu kretanja sistema ako je teZina
zupcanika II, G, a poluge G;.

v Resenje:

! %, Koli¢ina kretanja posmatranog pokretnog
i sistema u vektorskom obliku je:

/LY o
iC. K = M#. = MxcT + My,J

B o
i pri ¢emu je:  M-masa sistema,
' Xc 1 yc — koordinate teziSta sistema za
koordinatni sistem Oxy prema slici.
Slika 16.3

Prema detinicyj1 srediSta masa imamo:
Mxc = myx; + myx,
Myc = myy; + mpy,;

Za odredivanje koli¢ine kretanja, potrebne su nam komponente brzine po x 1y osi,
a znamo da je:

MXC = m15€1 + mzxz

Myc = myy; + myy;

Sa slike su koordinate i prvi izvodi (¢ = wt):

Xq{ =rcos@ =rcoswt, x; = —w"'T-*Sinwt

X, = 2rcos@ = 2rcoswt, X, = —2w 7T - Sinwt

Yy, =71sing =r-sinwt, Yy, = w1 coswt

Yy, = 2rsing = 2r - sinwt, Yy, = 2w 71 coswt
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Zamenom ovih vrednosti u pocetnu jednacinu, dobija se:
Mx, = myx; + myX, =my - (—w " r - sinwt ) +my(—2w - r * sinwt)
Myc = myy; + myy,=my = w1 coswt +m, * 2w * 1 * coswt,

Tako je nakraju: K = —w -7 (2m, + my)sinwt - T+ w - 7 (2m, + my)cosw - J

Intenzitet vektora je: |K| = (2my + m,)wr-.

ZADATAK 4: Ukoliko je ugaona brzina velikog diska w, = 2t2[s~1], njegov
polupre¢nik R; = 1[m], a spregnut je sa koaksijalnim kalemom sa polupreé¢nicima
R, = 0,8[m] i r = 0,4[m], a o slobodni kraj kanapa je obe$eno telo D mase m= 10kg.
Odrediti ubrzanje tela D i kineti¢ku energiju nakon t; = 2[s].

Resenje:

Potrebno je odrediti brzinu tacke C u
dodiru dva diska, a potom odrediti
brzinu tacke E, a u slu¢aju
neistegljivog uzeta,

to ¢e biti ujedno i brzina tacke D.

Po¢i ¢emo od zakona promene
ugaone brzine velikog diska:
w; = w1 (1)

Slika 16.4

=y ve(t) =71 - dv(t)
d(pl = (,()1 . dt
do, = 2t%dt

(t =25) =R, - (t—2)—1-2-22—8[ﬂ]
ve(t=2s) =R, -w(t=2s)= =8|
vC(t) = RZ * Wy,

w,(t) = v;(zt) = w,(t =2s) = %st) = % =10[s71]
Vg = R - w,(t)

vE(t=2s)=r-10=0,4-10=4[ﬂ
Kako je vp = vg, onda je:
UC =R1'w1=R1'2't2

v R R
a)2=R—C=R—1-2t2,a UE=T'R—1'2t2
2 2 2
dUE R1
agr =ap=—7—=1+-—-2'2t
ET D= 4t R,
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Nakon 2s, vy = vp = r-ﬁ-z-t2=0,4-i-2-4=4ﬂ
Ry 0,8 s

Kineticka energija tela: E;, = %mv2 = % 10 - 42 = 80J.

ZADATAK 5: Materijalni sistem ¢ine 3 tela. Telo 1 je homogeni kotur
poluprecnika r=0,5m i mase m; = 4kg. Telo 2 je koaksijalni kalem , polupre¢nika
ri2r, mase m, = 8kg, polupreénik inercije za osu rotacije je i, = 0,07m. Teret 3,
mase m, = 2kg, klizi po hrapavoj horizontalnoj, ravni koeficient trenja klizanja
u = 0,20. Tela povezuje lako neistegljivo uze. Ceo sistem se kre¢e u vertikalnoj
ravni, bez po¢etne brzine , pri ¢emu je brzina centra telal jednaka v = v(t). Nadi
ubrzanje tela 1.

Resenje:

Na pocetku je vazno odrediti kakvo kretanje vrsi svako telo.
Telo 1 (slika 16.5.2) vrsi ravno kretanje (trenutni pol brzina je u tacki dodira
nepokretnog uZeta i diska 1, tacka B, ), pa je:

v(t)

w,(t) = — = w; (kraci zapisizaviza w).

Zato je brzina tacke A na obodu diska 1:
v .y
Vy =Wy 2r = = 2r = 2v, a sredista: v.

Slika 16.5.2
oA E:
N=G,
____________ - E, = uN = puG
N F[.L = umsg
Slika 16.5.3 Slika 16.5.4
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Ovo je ujedno i brzina tacke B (slika 16.5.3), odnosno: vy = 2v.
Da bismo nasli w,, polazimo od trenutnog pola brzina za telo 2 (slika 16.5.3).To je

centar kalema, tacka P,,. Kako je:v, = vg
vy =2V =w, 2r,pajew, = L=2="
B=AV= s »pa) 25 % T _ o
Sada je brzina tacke C, a na osnovu slika 16.5.3 1 16.5.4, ujedno i brzina tela 3:
UC:U3 =w2'T=§'T‘=U.
Da bismo nasli ubrzanje tela 1, iskoristi¢emo zakon o promeni kineticke energije,
odnosno posmatra¢emo pocetni trenutak i trenutak t za ceo sistem.

By~ B = ) A

Kineticka energija tela 1, koje izvodi ravno kretanje je:
2
Eir = J;10% +5myv?, akako je J,; = ", izraz dobija oblik:

Epi=-- iy w2 =2y v? = 302
kL7520 27271 Tt -

Telo 2 vrsi rotaciono kretanje i stoga je:

1 2 1 o 2 2
Ek2 = E]Zz Wy = Emz "l r_Z =0,3136v
Telo 3 se krece pravolinijski, pa je:
Eps =%m3-v32 =%-2-v2=v2
Tokom kretanja sistema, rad vrse sila trenja (telo 3) 1 sila zemljine teze (telo 1).
Ayp =—F,s=—-u-mg-g-s=-02-2-981-s=-3924s
( asje predeni put, s=s(t)).
Amg = +my - g - Ah - akako je uZe neistegljivo: Ah = s, pa je:
Apmg =4:9,81s = 39,245
Sada moZemo izjednaciti levu i desnu stranu:
3v?% +0,3136v2 + v? = —3,924s + 39,24s
4,3136v?% = 35,316s
Sada ¢emo diferencirati dobijeni izraz:

4,3136: 217% = 35,316 -%, odnosno 0,244v - a = v, pa je, nakon skraéivanja:

m
a=4,1S—2

ZADATAK 6: Kolica se kre¢u bez klizanja po strmoj ravni, nagiba a. Neistegljivo
uze, CA, je prebaceno preko kotura B 1 vezano jednim krajem za kolica C, a drugim

za teret A. U poCetnom trenutku, brzina tereta A je vy = 1 % Masa kolica m, =
80kg,masa jednog tocka je mp = 20kg, a masa tereta A je my = 120kg. Masu
kotura i1 uzeta zanemariti. Odrediti visinu h za koju se teret A spustio u trenutku
kada je intenzitet njegove brzine v = 5,9 ?
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Resenje:

Primeni¢emo zakon o promeni kineticke energije sistema: promena kinetcke
energije jednaka je zbiru radova svih sila koje su delovale. Tokom kretanja,
prikolica ima translatorno kretanje (C), tockovi (D) imaju i translatorno i rotaciono
kretanje, a telo A samo translatorno kretanje. Od sila deluje samo sila zemljine teze.

Dakle: dEk = dA, odnosno A = Ex; — Ex,.
Eyx1 = Exc + 4Ekp + Ega
A= Anga+Amgc + 4Amgp
Exc + 4Egp + Exa = Amga + Amge + 4Amgp

Pri tome je:
Exa = m';vA = m,;v » Bxe = mgvc = mgvz1 Uy =vc=vp =107, =-mpr?
Exp = =mpvép + lgsz = 1mDv +l lmDr 2p? = 1msz + 1msz = Emsz
2 2 2 2 2 2 4 4
B

Slika 16.6
1 1 3
EK1 = Emsz + Emcvz + Zmsz -4
Ex; = %msz + lmcv2 + 3mpv?

(mA+mC + 3mD)

Exi=v
Ex1 — Ego = ZAi

Angros =—(mC+4mD)-g-h-sina+mAgh=—(80+4-20)-9,8-h-§+
120-9,8-h

v? (—mA;rmC + 3mD) — v (mA+mC + SmD) =Y A

(120+80

+3- 20) (120+80

+3- 20) =Y A
(v? — 1)(100 + 60) = —160 - 9,8h + 120 - 9,8k
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160(v? — v3) = 9,8 h- (120 — 80)

4- (W —vg) = gh

_ 4 -
=
ZADATAK 8: Za zadatak broj 5, odreditii ubrzanje sistema.

h =13,8m

Prese¢i¢emo uze izmedu kolica i tega i posmatrati svako telo posebno. Treba uzeti
u obzir da kolica imaju 4 tocka.

A
E,
Za telo A (slika 16.8.2) j-na - a
kretanja glasi:
mya, = —F, + myg mag
v
E, =myg —myay
Slika 16.8.1 Fy =mu(g — as) Slika 16.8.2

Za kolica ¢emo postaviti jednacinu kretanja, koriste¢i centar mase (krece se ubrzanjem a),
koriste¢i sliku 16.8.1:

(mc+4-mp)-ag=—(mc+4-mp)-g-sina+F,

F, =mu(g9 — ax)
(me+4-mp)ag=—(mc+4-mp)-g-sina+my(g—ay)
Kakojeay =ag =a

a(me +4-mp +my) = myg — megsina — 4mpgsina

_ myug —megsina — 4mpsina

(mc+4"mD+mA)

_120-981-80-981:05-4:20-981:05 __ m
a= 80 + 80 + 120 BT

ZADATAK 9:Dva tela mase m; = 2kg i m, = 6kg su povezana neistegljivim
uzetom zanemarljive mase, kao na slici 16.9.1. Nagib strme ravni (po kojoj klizi
telo mase m,) zaklapa ugao od 30° sa horizontalom. Odrediti ubrzanje tela mase
m,. Trenje zanemariti.

Resenje:

205



Pogledajmo sliku i uo¢imo sve elemente na njoj.

Da bismo resili ovaj zadatak, treba posebno posmatrati Sta se desava.
satelimali 2.

Postavi¢cemo jednacine kretanja. @

TELO 2:

KOTUR 4:
S = Sl + SZ

a kako nema proklizavanja,

Sl = 52,
pa je:

§ = S

172
TELO 1: T
mya, =S, —m,gsina Sy S,
S

mia; =5 —mygsina ...(2) @

1z jednacine (1): § = myg — mya, S

1z jednacine (2) je: s’

S=2-ma +2-mgsina @ laz
myg —mya, = 2-myaq + 2-mygsina myg

Kako je put koji prode telo 1 za vreme t :

Sy = %altz ,

a telo 2 za isto vreme t:
S, = %aztz,

a pri tome se pomeraj tacke do kotura 2

deli na 2 kraka pa je onda, onda je: Slika 16.9.2
Sy =2"5;,.
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Tako dobijamo da je:a; = 2a,. Jednacina tako postaje:
mya, + 4mqia, = myg — 2 - mygsina
m, — 2m,sina 6—-2-2-05
=98l-———=28—
4m,; + m, 4-2+6 52

a =g9g-

ZADATAK 10: Oko homogenog cilindra tankih zidova, mase m, = 10kg koji se
kotrlja niz strmu ravan, namotano je gipko neistegljivo uze, o ¢iji kraj je obeSeno
telo mase my = 2kg. Ugao a = 30°. Odrediti brzinu centra C u funkciji od
promene koordinate centra cilindra.

Resenje:

Na sistem ¢emo primeniti zakon o
odrzanju energije:

Ex — Eyo = Z A;
pri ¢emu je ukupna Ej, zbir
kinetickih energija cilindra C i tela
A, odnosno: E, = Ey4 + Exc.
Kinetcka energija cilndra ma dve
komponente: jednu od translacje i
drugu od rotaciije:

. EkC = EkCt1+ EkCT‘ Sllka 16101
Exce = ;mcVE; Exer = 3Jcwi

_ 2
Exa = EmAvA

Da bismo, dakle, resil problem, potrebne su S
nam brzine u ugaona brizna cilindra. B
Kako je dodirna tacka diska sa podlogom ‘
trenutni pol brzina (slika 16.10.3), brzina A \
tacke C je: 4

Ve =R w, l mag
a brzina tacke B je ista kao 1 brzina tela A.

Slika 16.10.2

Brzina tacke C je:v, = X = Rw,
Brzina tacke B se moZe izracunati:
- - ->C
Vg = V¢ + Vg
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Pravci i smerovi su ucrtani na slici
16.10.3, a intenzitet ¢emo izracunati:

Xc .
vng'wczRﬁsz

a ugao koji zaklapa sa x-osom je 30°

Primenom kosinusne teoreme dobiijamo:
2

V3 = v2 4+ v§ -2 ve - v§ - c0s60°

v =x%+x2—2-%%-0,5=x}

Slika 16.10.3

Do istog zakljucka smo mogli do¢i i na osnovu geometrije na slici 16.10.3. Naime,
trougao P,CB je jednakostranicni, sa stranicom R, pa je vg = R * w,.
Kako je moment inercije za tanki cilindar:
Jz =m-R?
i kako je Eyo = 0, izraz za promenu kineticke energije je:

1 . 1 1
Ey = Smeig+ Jewi +5mg - vf
pa zamenom poznatih vrednosti, ovaj izraz postaje:

1 .5 1 2 AenZ 1 2 2, 1 .2
Ek=5mcxc+5-mC-R (E) +EmA-xC—mCxC+EmA-xC

Od sila deluje samo sila zemljine teZe na oba tela. Rad sile zemljine teZe na ciilindar
je:
Amge = m¢ * g " x¢ * sin30°
Telo A se istovremeno:
- spusta za x. - sin30° zbog kotrljanja cili8ndra niz strmu ravan (pozitivan
rad sile zemljine teze) ii
- podize za y,=x. zbog namotavanja konca oko cilndra (negativan rad sile
zemljine teze).
Ukupan rad za telo A je:
Amga =my - g - (x¢ - sin30° — x¢)

Ukupni izvrSeni rad je:
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Apmg =m¢ g -xc-sin30°+m, - g - (x¢ - sin30° — x¢)

Izjednacavanjem leve i desne strane dobijamo:

1
mexé +Em,4 : x% =mc-g-xc-Sin30°+my-g- (xc-sin30° — x¢)

Sredivanjem dobijamo da je brzina centra C:

. g xc - [(m¢ + my) - sina —mc]
V0 = X, =
¢ ¢ me - (1 —sina) + my

e = +/3,567x¢

ZADATAK 11: Kruzna plo¢a, mase M i polupreénika R,rotira oko vertikalne ose,
ugaonom brzinom w,. Tacka mase m pada na rub ploce,a zatim se lagano krece ka
centru C ploce. Odrediti:

a) ugaonu brzinu w; ploce u trenutku pada tacke,
b) ugaonu brzinu w, plo¢e u trenutku kada se tac¢ka nasla na rastojanju r od
centra (M =2m, R = 2r).
Relativno kretanje tacke u odnosu na plo¢u zanemariri.
Resenje:

Razlikujemo 111 trenutka:

e | -pre nego Sto je tacka pala na plocu,
e |l -kada je tacka pala na ploc¢u i -
e |lI - kada tacka dode u polozaj r od centra

Uradi¢emo analizu tih trenutaka, koriste¢i sliku 16.11. Slll{

| trenutak: Slika 16.11

Loz, =T, @y 7, = > MR*(valjak)

1 2
LOZI - EMR (1)0
Il trenutak:

Loz, = Lozp + Logr

1
Ip = EMRZ Lozp = Tzp " w4
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Jor = mR? Lozr = Jpr - 0q

1 1
Loz = EMRZ ‘wy + MR? - wy; = =R*(M + 2m)w,

2
111 trenutak:
LOZIII = LOZDIII + LOZTIII
Lozy, = 3 MR? - w; + mr? - w,
Lo, =X My
=M =0

Lo, = const

Kako je sada: Ly,, = Loz, = Loz, » mozemo izjednaciti izraze za Lo, i Loy
Tako je:

“MR2wy = MR?w; + mR2w,,
1 2m

2 1 2
EMR wOZEMR <1+W)CU1

2Zm
(DO = (1 +W) CUl

1 M

—_—_— )y
2m oM +2m
L+

w1 = Wo

Stouz uslov M = 2m daje:
2m .
w1 = Wo— odnosno: W, =—

Izjednacimo sada: L}, = LI .

1 2 1 2 2
EMR Wo ZEMR Wy + mrew,
2 1 2 R?
EZmR Wo =§2mR w2+m7w2
1
w0=w2 +Z(l)2
5
(I)OZZ(UZ
4
a)2=§a)0
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ZADATAK 12: Uz strmu ravan (ugao a) se krece transporter iz stanja mirovanja
pomocu spojnice na vratilu tocka A, na koji deluje obrtni moment, intenziteta M.
Odrediti brzinu v trake transportera u zavisnosti od njenog pomeraja s, ako je tezina
tereta C, koji se podize jednak G, a to¢kovi A 1 B, svaki tezine Q, su homogeni
kruzni cilindri.Traka pri kotrljanju ne klizi po to¢kovima.

ResSenje: S

Poci¢emo od toga da je B
promena kineticke energije

jednaka izvrSenom radu.
A O

1 .
jz :EmRZ Slika 16.12

U ovom slucaju rad vrsi sila zemljine teZe i1 rad vrSi obrtni moment.
Ex =dA

A= Eg, — Exo

A =AM+ A™9

AM = M- @(dt) = Mdp = M= aM=pM3
A™9 = —6s - sina

Exo =0

Ex1 = Exa + Exp + Ekc

_ _lo .o 1.1Q 58 1Q¢&p
EKA_EKB_E:]Z ¢ =3 29" R a9

- §2

N |-
Q|9

Exc =

2-18¢2 11862 _ 3 g5 sina
49 29 r

12 —M5—-6-5s-sina-
2% (Q+6)—MT 6 s - sina —

M-6ssinar 5

"2 _
§$“=2g-s (06

ZADATAK 113: Preko diska | tezine 15N i diska Il tezine SN prebaceno je uze
zanemarljive mase. Za kraj uzeta u tacki C je zakacen uteg tezine 3N. Odrediti
brzinu utega nakon spustanja utega za 3m. Naci i sile u uzetu, ukoliko nema klizanja
uzeta preko diska B i nema trenja u lezajevima A i B.
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Slika 16.13.1
Resenje:

Rastavic¢emo sistem na komponente: veliki disk I, mali disk Il i telo C.Postavicemo
jednacine kretanja za sva tri tela sistema.

TELO C:
Na osnovu slike 16.13.2 pisemo jednacinu:

MmeQce = GC — le ........ (1)

Slika 16.13.2
a MALI DISKI (DISK 11):

Na slici 16.13.3 se vidi da sile F,; i F,, prave
razliku momenata u odnosu na tatku B, pa
mozemo zapisati:

Fpu v —Fpr=Jp &g

1
(le_FZZ)'r:E'mB'T'Z'SB ....... (2

a. =r1"-¢€p

Slika 16.13.3
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VELIKI DISK (DISK 1):

Na osnovu slike 16.13.4 se mogu napisati

sledecée jednacine:
Ja €a=Fpn R
1 2
EmAR Eg=F; R o (3)

Slika 16.13.4

Kako je uze neistegljivo, uo¢imo i sledece:
ac =71-&p
ac =R-¢g4

1z jednadine (1) dobijamo da je: F,; = G — m( * a.. Koriste¢i ovo, kao i da je r
&g = ac, sada je iz jednacine (2):
1
Fpa = Gc —mc'ac—ims'ac
1z jednadine (3) je: %mAR g, =F,,

A kako je ar = R - g4 dobijamo: %mAaC = F,,. Izjednaavanjem izraza za F,,
dobijamo:

1 1
Gc—mc'ac—zmg'ac=zmA'aC
2-G 2-Gg- m
ac = ¢ = 9 _,7
mA+2'mc+mB GA+ZGC+GB 52

Da bismo dobili brzinu u trenutku kada teg C prede put od 3 m, moramo naci izraz
za promenu puta: v, = [ 2,27dt = 2,27t + C,. Iz pocetnih uslova je C; =
0, pa je izraz za promenu puta:

s = J 2,27tdt = 1,135t% + C,
a iz pocetnih uslova je C, = 0.

Telo prede put od 3m za: 1,135t% = 3,pajet = %35 = 1,625s, a brzina je

tada: v = 2,27 - 1,625 = 3,69 %
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PRILOG 1 - NEOPHODNE MATEMATICKE
FORMULE

1. TRIGONOMETRIJA

SINUSNA TEOREMA GLASI:

Stranice trougla proporcionalne su sinusima njima naspramnih uglova (slika
1).

Odnos duzine stranica i
sinusa naspramnog ugla
trougla je konstanta i
jednak je duzini precnika
(2R) kruznice opisane oko
trougla (slika 2).

Slika 1

MATEMATICKI ZAPIS SINUSNE TEOREME:

a b c

sina sinf  siny

Sinusna teorema se primenjuje:

1) kada su data dva ugla i jedna stranica i
2) kada se date dve stranice i ugao naspram jedne od tih stranica.
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KOSINUSNA TEOREMA GLASI:

Neka su a,b,c duzine stranica i a, B iy veli¢ine odgovarajuc¢ih unutrasnjih
uglova trougla ABC.

Matematicki zapis kosinusne teoreme glasi:
a’ = b? + ¢* — 2bccos a
b%? = a® + ¢* — 2accos B

c> = a? + b?> — 2abcosy

Kosinusna teorema se primenjuje:

1) Kad su date dve stranice i ugao izmedju njih
2) Kad su date sve tri stranice trougla

C
b Y a

Slika 2
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PRAVOUGLI TROUGAO

B _ CB
sina = —
AB
ﬁ —
AC
CoOSa = =—
B
a+f =90°
a t _ __cosa
! A ga = » C18 " sina

Vrednost 360°
ugla a 0° | 30° || 45° | 60° | 90° | 180° |270°
sinat o L2 B 1] o |1 O
2 2 2
cosa i I E RE A o | -1 of 1!
2 2 2
V3
tga 0 = 1 3 oo 0 oo 0
ctga to | v 1| VB 0| 0 | of £
3

-1 /3) (0,1) (1 V3 (cos 0, sin 0)

2 2105 .3

2 \2 "2
(-3 1 (3 1)
L2 72 \ 2 2)

(—\3__ V3 -1)
k3 3./ 52 )
(_\_/2_/2 -2
L2 }( _\/3\\2 g J

272 ) oo 22 )




ADICIONE FORMULE

sin’a + cos’a =1
sin2a = 2sina - cos«a
cos 2a = cos’a — sin«a

sin(a £ f) =sina-cosf + cosa - sinf
cos(a £ B) = cosa-cosf Fsina-sinf

2. ALGEBRA

a’?+b?>=(a—b) (a+b)
(a + b)? = a? + 2ab + b?

) —b + Vb? — 4ac
ax“+bx+c=0; xy/, =
2a
3. TABLICA 1ZVODA
y=C y
y=x y' =
y =x" vy =nx
y =a* y' = a*lna
y=e" y =e
y = logax y' =
xfim
= [nx = —
Y y 5
— P 1
Y= Yy = N
1 — 1
y=- y ==
X X
y = sinx y' = cosx
Yy = COSX y' = —sinx
1
y =tgx y' =
Coslx
y = ctgx y = —
sin
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4. TABLICA INTEGRALA

11

13.

15,

fdx= =x+C
fe"dx=e‘ +C

'ldx= Inx+C
‘X

cosxdx=-sinx+ C

Ictgxdx = Inlsinx|+ C

1 o -
J.azzosgau =tz C
J~ ?1 = —].] 1+ % o
x° -1 2 |l-x
f ,_fh

Jat el

ES

lt+ 31+ C

218

ot

+C, (a#-1)
+1

jx“ch=

, (@ > 0)

Ina
J‘sin-xdx =-cosx +
_ftgxdx =—Inkosx|+ C

| .12 -dx = —cigx+ T

s SN X

J' — _dyx=arctgx+C

x° +1

J- 1
A1 - a7

dx=arcsiny + C




PRILOG 2 - POLOZAJ TEZISTA LINIJA
| FIGURA

@ Duz (@ Trougao y
y " B A= (ah)2
A Xc=a/3
¥ Y™ b/3
0 X X
@ Kruzni luk
i % | Xc= (a-b)/3
2 \C ye=hf3
NG j X A= (a+b)h/2
X¢
@Krug 2R sina
Xe= 3 o
ye=0 a = [rad]
1=2Rn A=Ru
@ Polukrug ¥ R
he= T Xo= 0
ve=0 ye=0
1=Rn A=Rit
® Cetvrt kruga ,
y 2'{ Xe= 4R"3ﬂ
R g ®E ye=0
¢ 2R 3
}u'l Y o« W A=R'n2
0 x| |=Rnf2
xc=4R/3n
ye=4R/3n
A=Rn/4
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PRILOG 3 - MOMENTI INERCIJE TELA

1. STAP

ZT
z
y yr
X

2. Tanak kruZni prsten

3. Ploca oblika kruZnog prstena

4. KruZna ploc¢a
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5. Prav kruzni cilindar (valjak)

- L=l, = (3R* + H?)
I, = mR?
H |,
m
L, = ' (3R? + 4H?)
6. Sfera (lopta)
L, =1 =IZ=sz2
\ Y 5
SID :
cl IC = _mRZ
I’I 5

7. Cilindriéna cev

L=L, = = (3R? + 3r + H?)

I, =2 (R?—1?)
H 2

Iy = = (3R? + 4H?)
x1 12

X

I, = I, = — (6R? + H?)
YT

m
I, = —R?
)
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