P9 UVOD U DISKRETNE
SIGNALE



Uvod u diskretne signale

Diskretni signal predstavlja se matematicki kao realna funkcija
funkcija jedne 1l1 viSe promenljivih, pri ¢emu svaka od njih uzima
vrednosti iz skupa celih brojeva Z

Neformalno, diskretni signal predstavlja sekvencu brojeva
Sekvenca brojeva X, u kojoj je n-ti broj u sekvenci oznacen sa X(n),
formalno se moZe predstaviti kao

X = {X(N)}, -0 <n <o

Diskretni signal nije definisan za necelobrojne vrednosti nezavisne
promenljive n

Na primer, vrednost X(3/2) nije jednaka nuli, ve¢ nije definisana



Reprezentacija diskretnih signala

1
o Najcesée forme reprezentacije koje se koriste u praksi su

funkcionalna forma zapisa I graficka reprezentacija

(1 n U
, n=
Functional x[n] = 3)
0, n<>~0
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Tabular S
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Pictorial x[n] I ‘ ‘
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Reprezentacija diskretnih signala

Diskretni signali se matematicki predstavljaju u obliku niza realnih
1li kompleksnih brojeva

A X(n)

' n
PR 01lzl34 5 6

X

X(n) je definisano samo za celobrojne vrednosti n



Reprezentacija diskretnih signala

Prilikom graficke reprezentacije, uobicajeno je da se na apscisi
navode cel1 brojevi, rede trenuci odabiranja t = nT, kao Sto je

prikazano na slici dole desno

lako se apscisa uvek crta kao neprekidna linija, bitno je primetiti da
je diskretni signal x(n) definisan samo u celobrojnim vrednostima

nezavisne promenljive n
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Elementarni diskretni signali

Postoji Citava klasa signala diskretnih u vremenu koja je
vrlo korisna u cilju analize signala 1 sistema.

U najvecem broju slucajeva ovi signali su analogni
elementarnim kontinualnim signalima, ali postoje i
znacajne razlike.

Umesto do sada koris¢ene opSte 0znake za signale x(t) ,
za signale diskretne u vremenu koristimo oznaku x[n].

Diskretni signali se vrlo ¢esto u literaturi oznacavaju 1
Kao sekvence jer oni zaista I predstavljaju sekvencu, niz
projeva.




Diskretna jedinini¢na impulsna funkcija

o
o Diskretna jedini¢na impulsna funkcija (jedini¢ni odbirak -unit-
sample) se oznacava kao o[n] I definiSe se kao:

(5[!1]
On+0
6[n]:{1 h =0 l

'1'#T *———0 9

01 2 7

o Diskretni delta impuls predstavlja analogon delta impulsu u
diskretnom vremenu

- Postoji jednostavna veza izmedu jedini¢ne odskoc¢ne 1 impulsne
funkcije:

o[n]=u[n]- u[n-1]



Diskretna jedinini¢na impulsna funkcija

- osobine
.

- Diskretna jedinini¢na impulsna funkcija je parni diskretni
signal 6[n]=6[- n]

- VaZz1 osobina odabiranja

5 x(n). 8(n-k)=x(K). 8(n-k), keZ

- Proizvoljni diskretni signal x(n) moze se predstaviti
pomocu beskona¢ne sume vremenski pomerenih diskretnih
jedini¢nih impulsa

5 x(N) = $52 oo x(K) O(N-K)



Diskretna jedinini¢na odskocna funkcija

Diskretna jedini¢na odskoc¢na (Hevisajdova) funkcija
se uobicajeno obelezava kao u[n] I definise se na
sledec1 nacin:

u|n]

1 2 2 ¢ ¢ ¢ ¢

(O,n<O0
”[”]‘1n20

Diskretna jedinini¢na odskocna funkcija mozZe se napisati
u obliku sume jedini¢nih impulsnih signala

u(n)=Xx" (k)

O
-1 01 2 n



Diskretna jedininiéna odskocna funkcija

= Za diskretni delta impuls i deskretnu
hevisajdovu funkciju vaze sledeée veze

= Diskretni delta impuls moze se
reprezentovati pomocu diskretne
hevisajdove funkcije na sledeéi nacin

5(;7) = h(n)— h(n —1)

= Obrnuto, diskretna hevisajdova funkcija
moze se reprezentovati pomocu
diskretnog delta impulsa na sledeéi naéin

i) ’Zoa(k)

A 8(n)=h(n)-h(n-1)
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Ah(n) = Z é(n—k)
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Diskretna pravougaoni impuls (rectangular
pulse)
—

0, n<ao
o p[n]=u[n]-u[n-N] =41, 0<n<N-1
0, n=N

o Signal u[n-N] oznagava signal u[n] zakasnjen za N

p [.FI]

-1 01 2 N n



Diskretna pravougaoni impuls

* Pravougaoni impuls je diskretni signal
definisan slede¢om relacijom

o)1

I, 0<n<N
0, n<0in>N

= Pravougani impuls mozZe se reprezentovati
pomocu diskretne hevisajdove funkcije na
slededi nacin

)= Hn)— o~ 1)

Ap(n)=h(n)-h(n-N-1)




Elementarni diskretni signali —

diskretna ramﬁa
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Eksponencijalni signali

Diskretni eksponencijalni kompleksni signal se definise kao:

X[n] = Ca™
gde su u opsStem slucaju konstante C 1 a kompleksni brojevi.

Ukoliko su I C 1 a realni brojevi, dobija se takozvana realna
eksponencijalna funkcija (signal)

rmlll(a;llllHll

O<a<1
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n




Eksponencijalni signali

Diskretni eksponencijalni kompleksni signal se definise kao:
X[n] = Ca™
gde su u opsStem slucaju konstante C 1 a kompleksni brojevi.

Realni eksponencijalni signal (niz)

A g(n)

o >
g(n)={a , n=20, a<l

0, n<0 hTTTHM




Eksponencijalni signali

= Diskretni stepeni signal definisan je
sledeé¢om relacijom

e
—

S(n)=A-a", AaeR ne”Z

= Talasni oblik diskrethog stepenog signala
zavisi od znaka parametra A i znaka |
veli€ine parametra a

= U slu€aju da je a>1, tada je s(n) monotono
rastucéa ili opadajuca funkcija diskretnog
vremena n, u zavisnosti da li je A>0ili
A<0. U slu€aju da je 0O<a<7, vazi obrnuto.

= U slu€aju da parametar a ima negativnu
vrednost, tada je s(n) monotono rastuca
funkcija ako je a<-71, odnosno monotono
opadajuca funkcija, ako je -1<a<0, bez
obzira na znak parametra A

(a)

l:nIIHIHHH ,,

! s(n)

|H|Hm1...

(L



Sinusoidalni signali

Kompleksna sinusoida dobija se iz eksponencijalnog signala

x[n] = Ca™ , ako paramtar a ima oblik: a=e/*%0, gde je kruZzna
uCestalost () realan broj 1zrazen u radijanima

Sinusni niz

~
B
=

s(n)=Asm(wyn+0) e . T T | )[ T X




Sinusoidalni signali
—

Ako je parametar C kompleksan C=|C|e/® kompleksna sinusoida ima oblik:
X[n] — CejQOn :lClej(QOn'HP)

X[n] =|C|cos(Qon + @) +j|C|sin(Qon + @)

Ako je A= =|C|, realna sinusoida ima ¢ sin(277n/7)
X[n]= Acos(Qon + @) | ]
Diskretna sinusoida sa parametrima
Qo= 27” i o= - g prikazana je na slici

7 0




Sinusoidalni signali

Po analogiji sa kontinualnim sinsoidalnim signalima, 1 logi¢no je
ocekivati da je diskretna sinusoida periodi¢na:
X[N+N] = x|n] , za svako n i neku periodu N > 0

U slucaju diskretnih signala to ne mora da znaci, ve¢ periodicnost zavisi
od ucestanosti ()

e/ M+N) = pjonpjQoN= eJQ0m gladi da je /0N =0

Eksponent 0, N mora biti ceo multipl od 2=

QoN:k.ZTC
Qo k

2n N



Sinusoidalni signali

Uslov da kompleksna sinusoida bude periodi¢ni signal je da

0 . .
takozvana normalizovana ucestanost ﬁ bude racionalan broj
... e . o _ Kk
Opsti uslov periodiCnosti je: 1t N sin(27n/7)
U jednoj periodi od N odbiraka ima ! B
k ciklusa sinusoide.

mer 20— k _ 1 \ [
Zaprlmerzn—N—7, B .
perioda N=7 ima 7 odbirka =/ l 0 l




Elementarni diskretni signali —
diskretni trigonometrijski signal

= Diskretni trigonometrijski signal
definisan je sledeéim izrazima

x(n)=A-cos((m+6’), o,0eR, ne”Z
x(n)=A-sin(a)n+6’), o,0eR ne”Z

= Cinjenica da diskretno vreme n moze da
uzima samo celobrojne vrednosti, dovodi
do bitnih razlika u svojstvima kontinualnih i
diskretnih trigonometrijskih signala

1 x(n)=Acos(wyn+6)

= Diskretni trigonometrijski signali sa
frekvencijama oblika @ +27-r,1r € Z, ne
mogu se medusobno razlikovati!

= Ovo se lako mozZe potvrditi jer vazi sledecée

x(n)= A-oos[(a)+ 273'-}")71 +6’]= A-oos((m +t9)



Elementarni diskretni signali —
diskretni trigonometrijski signal

= Posledica ove osobine je da prilikom rada sa diskretnim trigonometrijskim
signalima treba posmatrati samo signale cija frekvencija uzima vrednosti iz
nekog intervala duzine2r!

= U praksi se obicho razmatraju frekvencije iz intervala -z <o<7 ili 0<w< 27

= Sledeca razlika izmedu kontinualnih i diskretnih trigonometrijskih signala ogleda
se u njihovoj periodiénosti

= Kontinualni trigonometrijski signal je periodi¢an za svaku mogucéu vrednost
parametra @

= U sluc¢aju diskretnog trigonometrijskog signala to nije uvek slucaj!



Elementarni diskretni signali —
diskretni trigonometrijski signal

4

= Da bi diskretni trigonometrijski signal bio
periodi€an, sa periodom N, mora vaZiti

sledeca jednakost .1
A-oos(am+6’)=A-oos(am+(9N+6’) ! ;

= Da bi ova jednakost vazila za svako n, ‘
mora vaziti sledeée i) =sinl f—’;'n:
oN =2k, keZ '

= Odavde mozZemo videti da bi diskretni T“ TIT | ”, } ” ,|I Ilr .

trigonometrijski signal zaista bio
periodi€an, kruzna uéestanost @ mora biti
racionalni umnozZak vrednosti 27!

' . I'I ‘-I
x(y) = sin| red|

o=2r—, keZ
N

= Na primer, diskretni trigonometrijski signali
" y i A1 1

sa kruznom uéestanos$éu w=2m/12 | 3 11 T;l l ! ll
@ =817/23 su periodiéni, dok signal sa ” l“ l
kruZnom ucestanos¢u @ =1/2 nije! (c)




Elementarni diskretni signali —
diskretni trigonometrijski

kod periodi¢nih diskretnih trigonometrijskih
signala takode se razlikuje

e wanores [N

= Kod kontinualnih trigonometrijskih signala, “] ]HH‘] ]”
sa porastom kruzne ucestanosti raste i ) “J ’ lll T
brzina promene samog signala
= U sluéaju diskretnih signala kako @ raste e oty 1218
od 0 do m, raste i brzina promene signala I I ‘ m I ‘ I
| | N

= Medutim, kako @ nastavlja da raste od 7
do 2, brzina promene signala opada!

IS
T



Modifikacija nezavisne vremenske promenljive n u diskretnim
signalima - pomeranje signala u vremenu

Pomeranje signala v vremenu

Sli¢no kao u kontinualnom domenu, 1 u diskretnom
domenu imamo signale koji kasne, odnosno prednjace u
odnosu na originalan signal.

Za signal y[n |= x|[n-ny | kazemo da kasni n, odbiraka u
odnosu na originalni signal x[n]

Za signal y[n |= x[n+n, | katemo da prednjaci za n,
odbiraka u odnosu na originalni signal x[n] .



Pomeranje diskretnih signala v vremenu

X] n-ng |

= Diskretni signal x;g(n) predstavlja
vremenski pomereni signal x(n) za n,
mesta, ako vazi sledeca veza

xm(n)=x(n—n0), i, =7

Ax(n)

(@)
= U slu€aju da je vrednost pomeraja n,>0, a Xrs(n)=x(n-3)

signal x5(n) kasni u odnosu na signal x(n)
za n, mesta, odnosno pomeren je u desno
za ny, mesta 3

* U sluaju da je vrednost pomeraja n,<0,
signal x5(n) prednjagi u odnosu na signal
X(n) za n, mesta, odnosno pomeren je u
levo za n, mesta

(b)

Axrs(n)=x(n+5)

;

(c)



Primer 1. Nacrtati diskretnu jedini¢nu odskoénu funkciju, a
zatim v okviru iste slike ispod nje nacrtati zakasnjenu
'|edini<‘:'nu odskocnu funkciju za 3 odbirka.

11 Diskretna jedini¢na odskoéna funkcija ima vrednost nula do nule,
zatim v nuli ima vrednost jedan, kao i u odbircima vecih od nule.

Diskretna jedinicna ogskocna funlg:ija

1 9

0.5f

oo ® ® @
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

1 Zakasnjena jedinicna odskoéna funkcija za tri odbirka

il

n

. ®
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Primer 2. Nacrtati diskretnu jedini¢nu impulsnu funkciju, o
zatim u okviru iste slike ispod nje nacrtati diskretnu jedinic¢nu

impulsnu funkciju koja prednjadi za 4 odbirka.
T

1 Diskretna jedinicna impulsna funkcija

0.5 .

0w . . @ @ @
-4 -3 -1 0 1 2

w®
N

Dlskretna jedmlcna |mpulsna funkcija kcua prednjacl cetlrl odbirka

0.5 .

-8 -7 -6 -4 2 -1
n



Primer 3. Nacrtati diskretnu eksponencijalnu funkciju, a
zatim v okviru iste slike ispod nje nacrtati diskretnu
eksponencijalnu funkciju koja prednjaCi za 3 odbirka.

Diskretna eksponencijalna funkcija

5 . .
00 l
50 ‘ -
0 ! ® o o o 5
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2

.5 Diskretna eksponencijalna funkcija koja prednjaci za tri odbirka

100 §

50




Inverzija vremena

Diskretni signal y[n] predstavlja inverziju signala x[n]:

y[n] = x[-n]
Odbirci jednog 1 drugog signala zadovoljavaju relacije:
x[0] = y[O]
x[1] = y[-1]
X[2] = y[-2] ,...

Signali x[n] 1y[n] , kao I u kontinualnom domenu,
odnose se kao likovi u ogledalu u odnosu na oordinatu

(y-0sa).



Inverzija vremena
_

0 y[n] =x[-n]
1 Signali x i y odnose kao likovi u ogledalu, u odnosu na
oordinatu

x[n] v[n]=x[-n]

2l min

LI



Osnovne operacije na diskretnim signalima -
inverzija v vremenu

= Diskretni signal x,(n) predstavlja
vremenski invertovani signal x(n) ako vazi ax(n)
sledeéa veza

s (n) = x(— n)

= |nverzija diskretnog signala u vremenu T lllll = l l -llql'_ Al lol-n'
postize se kao refleksija tog signala oko
tacke n=0, odnosno refleksijom signala
oko verikalne ose

Axni(n)

= Analiti¢ki, inverzija signala x(n) u vremenu
postize se zamenom nezavisne ]
promenljive n u definicionom izrazu Tt
signala x(n) sa nezavisnom promenljivom
-n

“111“1 T

(b)



Primer 4. Za dati signal x[n] nacrtati signal

An‘ = x‘-n‘

. Signal x[n]

3.5

3l i
25F -
ol
15}
1L
o®
-3 -2 -1 0 1 2 3 4

-4



Primer 4. Za dati signal x[n] nacrtati signal

An‘ = x‘-n‘

4 Signal xIn] . Signal y[n]=x[-n]
3.5 3.5

3 -
25T

2 -

1.

5_

1_

0.5r
4

il



Primer 5. Nacrtati inverziju jedinicne odskocne funkcije

1 . Signal xIn 1 Signal n]=x[l-n]
0.9 0.9
0.8r 0.8
0.7f 0.7
06 0.6
0.51 0.5
04r 0.4
0.3 0.3
0.2 0.2
0.1 0.1

0 0

4 2 0 2 4 4 2 0 2 4



Kauzalni, nekauvzalni i ko-kauzalni diskretni signali

= Za diskretni signal x(n) kazemo da je
kauzalan, ako vazi

x(n)=0,n<20

= Za diskretni signal x(n) kazemo da je
nekauzalan, ako vazi

x(n)#0, zanekon <0

= Za diskretni signal x(n) kazemo da je
ko-kauzalan, ako vazi

x(n)=0,n>0

gl

A x(n)




Periodicni i aperiodicni diskretni signali

= Za diskretni signal x(n) kazemo da je

periodican, ako vazi Ax(n)

x(n)=x(n+N), za svako n

. || M AR
T

diskretnog signala x(n) Il Il

= Ako je diskretni signal periodi¢an sa (@)
periodom N, onda je periodi€an i sa
periodom m-N, meZ

Ax(n)

= Minimalna vrednost N, za koju vazi uslov
periodiénosti prestavlja fundamentalnu
periodu diskretnog signala x(n)

= Za diskretni signal x(n) kazemo da je (®)

aperiodi¢an, ako uslov periodicnosti ne
vazi



Parni i neparni diskretni

= Za diskretni signal x(n) kaZzemo da je
paran, ako vazi

x(-n)=x(n), za svako n

= Prilikom grafi¢kog prikaza parnog signala,
on je simetri¢an u odnosu na vertikalnu
osu, odnosno komponenta signala za n<0
predstavlja sliku u ogledalu komponente
signala za n>0

= Za diskretni signal x(n) kazemo da je
neparan, ako vazi

x(-n)=-x(n), za svako n

= Grafi€ki prikaz neparnog signala je
antisimetrican u odnosu na vertikalnu osu

signali |

4 x(n)

Ax(n)

(b)



Aritmeticke operacije

= Nad diskretnim signalima moguce je
definisati razli¢ite aritmeti€ke operacije

= Bez obzira na izabranu aritmeti¢ku
operaciju ona se uvek primenjuje nad

pojedinaénim odbircima diskretnih signala

= Najéesce koris€ene aritmeti¢ke operacije

su

| Operacia___

y(n)=x4(n)+x,(n)
y(n)=x;(n)-xz(n)
y(n)=x4(n)-x,(n)
y(n)=x4(n)/x5(n)

y(n)=a-x(n), aeR

sabiranje signala

oduzimanje signala

mnoZenje signala
delenje signala

mnozenje signala

realnom konstantom

mmm
ol
) L, K “ L

(@

1.5

0.

4]

(&)

X7(n)=1.5-x%:(n)

L




Simetricnost signala

Analogno kontinualnim vremenskim signalima, |

za diskretne vremenske signale uvode se osobine
parnosti I neparnosti.

Diskretni signal x[n] je paran ako je:
X[-n] =x[n]

Diskretni signal x[n] je neparan ako je:
X[—-n] =-X]n]



Simetricnost signala

- Kao 1 u kontinualnom domenu, vati da se svaki realni
diskretni signal mote napisati kao zbir svog parnog |
neparnog dela, gde se parni deo definise kao:

EV{x[n]}= 5 (x[n]+ x[-n])

- Neparni deo signala definiSe se kao:

Od{x[n]}= 5 (x[n]- x[-n])



Parni i neparni diskretni signali |l

= Svaki diskretni signal x(n) moze se predstaviti kao suma odgovarajuce parne i
neparne komponente diskretnog signala x(n)

X(n) =, (n)+x,(n)
= gde je sa x,(n) oznacen parni signal, a sa x,(n) neparni signal

= Uzimajuci u obzir definicije parnog i neparnog signala, vaZzi sledece

X(-1)=X,(-N)*FXp(-1)=X,(N)-X,(N)
= Parna i neparna komponenta proizvoljnog signala x(n) mogu se odrediti na

sledeéi nacin 1
)= ) - )]

(1) == [x(r) ~ x( )



Primer 6: Za signal sa slike izraéunati i skicirati
parnu i neparnu komponentu signala

*[n] : . : : :
. [ — . e e ___________ 11 O _____________________ 5 _________ ]

15 _ N | SRR RPN - N——

|:|5_ .....................  S— o

x[n] = {..,0,0,0,0, [01,2,4,2,0,...},
x[-n] = {....0,2,4,2,[01,0,0,0,0,...}.



Primer 6: Za signal sa slike izracunati i skicirati

parnu i neparnu komponentu signala

N
- x[n] = {...,0,0,0,0,[01,2,4,2,0,...},
- x[-n] = {....0,2,4,2,[01,0,0,0,0,...}

0 Parna komponenfa [:]e .......... T S S T i
1 F FS U - A (OSSO - T —
0 Xeln] == (x[n]+ x[-n]) | ] .................... I .......... i, .................... [ .......... u




Primer 6: Za signal sa slike izracunati i skicirati

parnu i neparnu komponentu signala
S

] Nepq rnd komponen-l-q 2T ........... . ........... . .......... e ., ......... =

x,[n]

N x[n] — {...'o'o'o'o'[o]'2'4'2'0’...}' 7 - IR ........... .......... ........... ........... ........... ..................... ........... ......... -
. x[-n] — {“.'0'2'4'2'[0]'o'o'o'o'."} 1_ ........... ........... ........... .......... [ .................... ’, .......... ......... .
< D

051

0% é : 3 $ § .
o st l .................. 1 .......... i T ........... s
0 ISP . R (S A — AN T -  J— — 1

-15_ ........... ........... 9 “ ........... ......... il

Xo [n] — % (X[n]' X['n]); Xo [n]:{“‘lol-] 1'21'] I[O]I] 1211 IOI“‘}



Xel

Xol

Ev{u[n]}= {...,0.5,0.5,0.5,0.5,[1],0.5,0.5,0.5,0.5,...},

Od{u[n]}= {...,-0.5,-0.5,-0.5,-0.5,[0],0.5,0.5,0.5,0.5,...}

Primer 7:izracunati i skicirati parnu i neparnu

komponentu signala jedinicne odskocne funcije
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ufn] ={...,0,0,0,0,[1],2,1,1,1,..},

u[-n] ={...1,1,1,1,[11,0,0,0,0,..}




