P13 FURIJEOVA ANALIZA



Furijeova analiza

jednostavnijih signala.

Prilikom analize 1 obrade signala veoma je pogodno
predstaviti slozeni signal kao linearnu kombinaciju

Ovaakav pristup daje bolji uvid u prirodu signala
Prema osobini linearnosti, obradu slozenog signala mozemo

pojednostaviti obradom jednostavnih signala

Ideja razlaganja signala na prostoperiodicne komponente e
(kosinusnog, sinusnog) oblika poti¢e krajem18. veka

Francuski matematicar, fizicar I istoricar Furij

e (Jean Baptiste

Joseph Fourier, 1768-1830), prilikom proucavanja oscilacija u

fizici, tvrdio da se periodi¢ne kontinualne fun
razloziti na prostoperiodicne komponente.

KClje mogu



Furijeova analiza

Rezultate istrazivanja Je Furije objavio 1822. g.

~urijeova teorija priznata tek nakon formalnih dokaza
Koje Je realizovao matematicar Dirihle1829. g.

—urijeova teorija je nasla veoma Siroku primenu u
mnogim oblastima nauke:

Teorlja brojeva

Kombinatorika

Numericka analiza, statistika, teorija vjerovatnoce
Kriptografija, optika, akustika, okeanografiji
Posebno u analizi i obradi signala.




Furijeova analiza

Ispitivanje linearnih, dinamickih sistema u
vremenskom domenu se vrsi na bazi analize
realnih, direktno ili indirektno merljivih fizicki realnih
signala.

Za analizu sistema u Sirokom opsegu rada
potrebno je izvrsiti dugotrajnu simulaciju sistema uz
cesta ponavljanja

U nekim slucajevima je celishodno izvrsiti takve
funkcionalne transformacije koje polazne relacije
izmedu ulaza i izlaza zapisane u formi
]glferencualmh jednacina transformisu u algebarske
orme



Furijeova analiza

Za ovu namenu veoma su povoljne frekventne
transformacije

U tehniCkoj praksi teorijsku osnovu za frekventnu
analizu | frekventne transformacije daje Furijeova
transformacija.

Osnovna ideja Furijeove transformacije zasniva se
na cinjenici da se svaka vremenska funkcija moze
predstaviti kao zbir harmonicnih funkcija razliCitih
frekvencija, amplituda i faza.



Furijeova analiza

Furijeova transformacija je jednoznacna

Dobijaju se isti rezultati ako se analiza funkcije
vrsi na originalu ili na zbiru svih pripadajucih
harmonicnih funkcija.

Interesovanje za frekventnu analizu bitno je

poraslo pojavom brze Furijeove transformacije
(FFT) 1 brzih tzv. "signal, procesora.



Furijeova analiza

o Predstavljanje signala u frekvencijskom domenu
omogucava Interpretaciju mnogih osobina signala
koje se ne mogu sagledati u vremenskom domenu.

Opsti termin Furijeova analiza se odnosi na obradu:
1. Kontinualnih 1 periodi¢nih signala (Furijeov red)

2. Kontinualnih I aperiodi¢nih signala (Furijeova
transformacija)

3. Diskretnih signala (Diskretna Furijeova
transformacija)



Furijeov red

Svaka funkcija f(t,T) koja je neprekidna, diferencijabilna, ogranicena I
periodi¢na U kona¢nom intervalu se moze zapisati u vidu Furijeovog reda

Furijeov red predstavlja zbir harmonic¢nih, sinusnih i kosinusnih oscilacija

Promene harmonic¢ne funkcije odreduju maksimum amplitude, kruzna

ucestanost 1l1 perioda 1 poc€etna faza. tico
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Furijeov red

Furijeov red je idealna transformacija za signale koji
izrazavaju periodi¢éno ponasanje;

Signal moze sadrzati slozene obrasce koji se
ponavljaju, a zapravo se sastojati od nekoliko
sinusoida;

Takav signal moze biti opisan sa samo nekoliko
parametara u frekvencijskom domenu.



Harmonicne funkcije sa razli¢itim a) amplitudama b)

periodama c¢) pocetnim fazama
S




Clanovi Furijeovog reda pravougaone
geroidié’ne funkcije
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Periodicni signali i Furijeov red

Kontinualni signal x(t) je periodican ukoliko zadovoljava
sledecu relaciju:

X(t+T) = Xx(t)
za periodu T I za sve vrednosti vremenske promenjlive t.

Primer periodi¢nog signala je realna sinusoida gde je A
realna konstanta 1 my>0,

X(t) = A cos(wgt+e)
Il kompleksna sinusoida gde je A kompleksni broj.

X(t) = Aci®ot

Oba ova signala su periodi¢na sa periodom T:2n'/0)0



Periodicni signali i Furijeov red

Periodi¢ni signal kompleksne sinusoide dat je kao:

X(t) = Aei®ot
Veoma cesto se u literaturi sre¢e takozvani
harmonicni signal definisan slede¢om relacijom

xp (t)= Ae/*@ot:
k - element skupa celih brojeva.
Signal ima periodu T=2m/|K| ¢



Furijeov red

Svaki periodic¢ni signal moze secpredstaviti harmoni¢nim ili
trigonometrijskim redom u formi sa kompleksnim koeficijentima a,, :

Furijeov red za periodi¢nu funkciju X(t)
0.0

x(t) = z a, e/kwot

k=—c
Signali a;e’*“otse nazivaju harmonijske komponente signala ili
harmonici,

Razvoj signala u Furijeov red je harmonijska analiza
Osnovni ili prvi harmonici su komponente a e*/®ot

a, predstavlja jednosmernu komponenta i predstavlja srednju
vrednost stanala



Furijeov red

x(t) = Y _ o, ay e/t

Komponente ovog reda koje se dobijaju za k=%1 se
nazivaju osnovnim ili fundamentalnim
komponentama reda

Sabirci |k| = 2 su harmonici viSeg reda

Perioda osnovne komponente ceo multipl periode k-
tog harmonika, trigonometrijski red ima periodu
T =

21T

K|




Furijeov red

Ovakav zapis signala nazivamo razvojem signala u
Furijeov red (Fourier Series - FS).

0.0)

x(t) = Z a,; e/*®ot

k=—c0
Koedicijenti Furijeovog reda a; raCunaju se prema
formuli:

_1 —jk@yt
ay=; J; x(t) e 7*Potdt

Prethodne dve relcije ¢ine takozvani Fourier-ov
transformacioni par za kontinualne periodi¢ne signale.



Furijeov red

Prezentacija periodiénog signala trigonometrijskim redom:

x(t)— + Y p=1(agcos(k wgt)+ by sin(k wgt))

a
X(t)= 5 + Niq €xcos(Keot+6))
ay, by 1 c; su Furijeovi koeficijenti

1
ap=; Jr x()dt

Za predstavljanje periodi¢cnog signala kao suma prostoperiodic¢nih
komponenata, potrebno je prvo odrediti Furijeove koeficijente:

a, =2 1, x(t) cos(k wot)dt

b, =2 ok x(t) sin(k wot)dt, k=0, 1,2,...




Periodicni signali i Furijeov red

Cp = \/a,} + by”, Hk:atctg(_a—l:‘)

Koeficijent ¢, predstavlja amplitudu k-tog harmonika signala
X(t), dok je @, njegovu fazu.

Signal je u frekvencijskom domenu predstavljen preko svog
spektra.

Amplitudski spektar signala obrazuju amplitude, a fazni spektar
signala faze harmonika.

Spektri periodicnih signala su definisani samo za diskretne
vrednosti ucestanosti.

Ovakvi spektri se nazivaju linijski ili diskretni:




Spektar periodic¢nih signala

-
o Spektar periodi¢nih signala je linijski (diskretan) jer je definisan

samo u diskretnim tackama w frekvencijske ose
o Moduli koeficijenata a;, predstavljaju amplitudni spektar signala

A |ak




Spektar periodicnih signala
—

o Argument koeficijenta Furijeovog reda @, naziva se
fazni spektar signala

T




Prikaz signala preko linearne
kombinacije prostoperiodicnih funcija
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Furijeov integral

Furyjeov red po definiciji moze se odrediti samo za

periodi¢ne funkcije X(t,T).

Funciju sa slike ¢ini povorka impulsa trajanja .

Ova funkcija se moze prec

stavitl Furijjeovim redom.

T

Iy

—

-T «(T-x) '0 = T T+ 2T t

Ako se poveca perioda T (a da pri tom trajanje impulsa t ostaje isto),
razmak 1zmedu impulsa u povorci €e biti sve veci.

Za T— od povorke Ce nastati samo jedan impuls tj. neperiodi¢na funkcija.



Furijeov integral

Na osnovu ove logike moze se rec¢i da se svaka
neperiodiCna funkcija moze predstaviti kao periodi¢na
funkcija sa beskonac¢nim trajanjem (periodom).

Pomocu Furijeovog integrala predstavlja se neperiodi¢na
funkcija x(t) preko zbira beskona¢no mnogo harmonijskih
oscilacija, kontinualno promenljive u€estalosti w

Kada T— oo zbir u izrazu za Furijeov red postaje integral
x(t)— f X(jw)e'*tdw
gde je X(]w): f_oo x(t)eJ@tdt



Furijeova transformacija

Furijeov integral predstavlja razvoj funkcije x(t) u
kontinualnom spektru ucestalosti, pr1 cemu ovde ucestalosti
w odgovara gustina spektra,

Kompleksni spektar X(jw) predstavlja Furijeovu
transformaciju (FT) funcije x(t) 1 oznacava se kao ‘F (X(t))

00 "
(D)= —jwt
X(jw)=|__ x(t)e7«dt
Za formiiranje FTmora biti zadovljen uslov:

J7 1x(®)] dt < oo

Amplitudnni spektar |X(]m)| aperiodicne funcije je
neprekidna funcija

Vrednost dobijena iz proizvoda |X(jw)|*Aw je srazmerna
energlji komponenti signala smeStenih u intervalu A w



Furijeova transformacija

~ Vremenska funcija x(t) moze se predstaviti Furijjeovom
funcijom X(jw) relane promenjive

X(jw)= [ x(t)e J@tdt

o Kompleksna funcija X(jo) moze se razloziti na realnu 1
Imaginarnu komponentu

1 X(jw)= A(w)+j B(w)= [~ x(t)eJ@tdt
0 X(jw)= A(w)+j B(w)= [~ x(t)(cos(wt)dt+j sin(wt))dt
5 Realna komponenta: A(w)= [~ x(t)cos(wt)dt

5 Imaginarna komponenta: B(w)=J__ x(t) sin(wt)dt



Primena Furijeove transformacije

Kompleksni spektar X(jo) moze se odrediti 1 svojom
amplitudnom vrednoScu 1 fazom:

X(j(l)): K (w) ej‘P(w)
A(w) = K (w) cos@(w)
B(w) = K (w) sing(w)

K (w)—\/AZ(w) + B?%(w)
Q(w)= arctgA (w)




Aperiodicni signali i Furijeova

transformacija
—

o Furijeova transformacija je generalizacija za neperiodicne
funkcije.

o Frekvencijska reprezentacija signala je dobijena integracijom
signala kroz vremenski domen

o Za aperiodi¢ni signal x(t), Furijeova transformacija ovog
signala data je 1zrazom:

X(w)= [ x(t)eT@tdt



Inverzna Furijeova transformacija

Vremenski oblik signala je dobijen integracijom po frekvenciji
predstavlja Inverznu Furijeovu transformaciju:

x(t)= f_oo X(jw)ed*t dw

X(jw)=|X (jow)| e 7o)
X(jw) predstavlja kompleksni spektar
Signal x(t) 1 funkcija X(Jw) se nazivaju Fourier-ov transformacioni par.

Moduo [X (jw)| kompleksnog spektra predstavlja spektralnu gustinu
amplituda

Argument ¢ (w) kompleksnog spektra predstavlja spektralnu gustinu
faza signala x(t)



Primena Furijeove transformacije —
Energija signala

Funkcija f(t) kod realnih sistema je uvek neka fiziCka veliCina
(sila, pomeraj, napon, pritisak, itd)

Integral kvadrata ove funkcije je uvek na neki nacCin srazmeran
energiji signala.

Energija signala f(t) je odredena integralom:

E=[" F3(t)dt

U slucCaju da su ispunjeni uslovi konvergencije, energija se
moze odrediti i na osnovu spektra

Funkcija K?(w) je funkcija energije spektra realne funkcije f(t)



Diskretna Furijeova transformacija (DFT)

IzraCunavanje Furijeove transformacije diskretnih signala
predstavlja sumu beskonac¢nog broja ¢lanova.

Za prakti¢no 1zraCunavanje na digitalnom racunaru obicno se
koristi tzv. Diskretna Furijeova transformacija (DFT) koja se
dobija diskretizacijom Furijeove transformacije.

Primena Diskretne Furijeove transformacije u digitalnoj
obradi signala je velika.

DFT se koristi t u spektralnoj analizi signala.

DFT omogucava efikasno 1zvodenje filtriranja u
frekvencijskom domenu.

Znacaj DFT u digitalnoj obradi signala poti¢e od toga Sto
postoje veoma efikasni algoritmi za 1zraCunavanje DFT.



Diskretna Furijeova
transformacija (DFT)

Svaki diskretni signal se moze predstaviti kao
linearna kombinacija nekih bazicnih signala.

Najjednostavniji bazicni signali su vremenski
pomereni jedinicni Impulsi

Svaki sighal moze predstaviti kao suma skaliranih
jedinicnih impulsa (linearna kombinacija):
+0C

z|n| = Z z|m|dln — m)|.

m—=—00



Diskretna Furijeova
transformacija (DFT)

Bazicni signali ne moraju nuzno da budu jedinicni
Impulsi.

Sve dok je moguce signal zapisati kao linearnu
kombinaciju nekih drugih signala, ti drugi signali se
mogu smatrati bazicnim signalima.

Ako je signal periodiCan, onda se on moze

predstaviti linearnom kombinacijom konacnog broja
kompleksnih sinusoida

Njihove relativhe uCestanosti su celobrojni umnozak
osnovne relativhe ucestanosti periodiCnog signala.

Broj kompleksnih sinusoida odgovara broju odbiraka
u jednoj periodi signala, kao u sledecem izrazu



Diskretni Furijeov red

Broj kompleksnih sinusoida odgovara broju odbiraka u
jednoj periodi signala, kao u sledecem izrazu

E : X Jhﬂnn

gde je Q = 2nk/N
Diskretni Furijeov red (Discrete Time Fourier Series — DTFS) ima oblik

1 ﬂl’j"‘ﬁr_ 1

X|k| = ~ Z x[n]e K

n=ny



Definicija diskretne Furijeove
transformacije

U digitalnoj obradi signala, signal beskonacnog 1li veoma
velikog trajanja se na ulazu u digitalni sistem za
frekvencijsku analizu deli na signale kona¢nog trajanja

Svaki od pojedinacnih delova signala se analizira
nezavisno.

Odsecanjem delova signala koj1 je mozda 1 bio
periodiCan, Kreiraju se aperiodi¢nl signali
Zbog toga je neophodno koris¢enje Furijeove
transformacije za frevencijsku analizu.



Definicija diskretne Furijeove
transformacije

Mogu se izracunati Furijeove transformacije signala samo
na nekim relativnim ucestanostima 1 taj ograni¢en broj
odbiraka Furijeove transformacije smestiti u memoriju.

1z tih odbiraka mogu da se dobiju zakljucci tokom analize
signala.

Diskretna Furijeova transformacija (Discrete Fourier
Transform - DFT) nije nista drugo do Furijeova
transformacija izracunata u onoliko ekvidistantnih tacaka
koliko je 1 odbiraka diskretnog signala..



Diskretna Furijeova
transformacija (DFT)

Spektar diskretnog signala x[n] moze se predstaviti kao:
X(02)=X(e/?) =Y>_ _ x[n]e7; Q=2zkIN

Spektar X(e/*}) je periodi¢na funcija uéestanosti sa
periodom 2x

Diskretizacijom spektra na osnovnom opsegu (0, 2x) sa
N odbiraka sa frekventnim razmakom AQ= 27/N dobija
se DFT :

XCEK)=5- o x[n] e~ 27N
k=01.2,..,N-1



DISKRETNA FURIJEOVA
_TRANSFORMACIJA KONACNE SEKVENCE

o DFT koja transformiSe senvencu x|n| konacne
duzine u spektralno domenu X | k| naziva se
Diskretna Furijeova transformacija sekvence x|n]

[Zn k] N=1[n] e~J2mkn/N

0 k=01.2,..,N-1



Inverzna Diskretna Furijeova transformacija

_
o Inverzna Diskretna Furijeova transformacija ima oblik

_ 2 -
x[n]= %Z%’:& e [Wn kl oJ2mkn/N

n=012,..,N-1

-1 Moguce je rekonstruisati periodi¢nu sekvencu I njen
spektar i1z ekvidistantnih odbiraka u spektralnom domenu



Periodic¢no produzenje konacne

sekvence
e

x[n]

2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 n
(©)

Periodicno produzenje konacne sekvence: (a) originalna sekvenca, L = 5, (b) produzenje bez
preklapanja, L < N =6, (¢) produZenje sa preklapanjem, L > N =4,



DISKRETNA FURIJEOVA
TRANSFORMACIJA

Broj elemenata u jednoj periodi N mozZe biti 1 vec¢i od
duzine orginalne sekvence x|n|

Da b1 se dobio povecani broj ta¢aka u spektru,
orginalna sekvenca se moze dopuniti (eng. zero

padding)

Ako je sekvenca nekauzalna, moze se periodicno
produziti kao 1 kauzalna sekvenca



