P12 DIFERENCNE JEDNACINE
DISKRETNIH SISTEMA



Diskretni sistemi

Diskretni sistem se matematicki definiSe kao
transformacija ili operator T koji mapira ulazni diskretni
signal x(n) u izlazni diskretni signal y(n)

y(n) =T {x(n)}

Diskretni sistem najcesce predstavlja neki numericki
algoritam koji obraduje ulaznu sekvencu brojeva
konacne duZine 1 generiSe odgovarajucu 1zlaznu
sekvencu brojeva

Trenutna vrednost i1zlaznog diskretnog signala y(n) u
opStem sluc¢aju moze zavisiti od svih ili samo dela
vrednosti ulaznog diskretnog signala x(n)



Diskretni sistemi

Diskretni sistem kod koga trenutna vrednost izlaznog
signala zavisi ne samo od trenutne vrednosti ulaznog
signala, ve¢ 1 od prethodnih i/ili budu¢ih vrednosti ulaznog
signala predstavlja diskretni sistem sa memorijom

Diskretni sistem sa memorijom mogao bi biti sistem kod
koga se izlazni signal generiSe koristeci sledecu
transformaciju

y(n) =x(n) —x(n-1) + x(n+2)

Diskretni sistem bez memorije je sistem kod kojega
trenutna vrednost i1zlaznog signala zavisi samo od trenutne

vrednosti ulaznog signala



Kauvzalni 1 nekauzalni sistemi

Diskretni sistem je kauzalan ako tekuca vrednost
1zlaznog signala ne zavisi od buducih vrednosti
ulaznog signala, 0dnosno y(no) se odreduje samo
na osnovu vrednosti x(n) za koje vazi n <no

Ukoliko tekuca vrednosti izlaza nekog sistema
zavisi | od buducih vrednosti ulaznog signala, za
takav sistem kazemo da je nekauzalan

Kauzalni sistem Ima vaznu 0sobinu:
Ako je x(n)=0 za n< no, tada je 1 y(n)=0 za n< no

Kauzalni sistem ne moze generisati izlazni signal
pre nego sto mu se dovede ulazni signal



Kauvzalni 1 nekauzalni sistemi

Primer kauzalnog sistema opisan je relacijom ulaz-
1zlaz:

y(n)=3 [x(n) + x(n — 1) + x(n — 2)]

Primer nekauzalnog sistema opisan je relacijom ulaz-
1zlaz:

y(n)— Ix(n) +x(n—1) + x(n + 2)]

U ovom primeru za racunanje tekuce vrednosti izlaznog
signala, potrebno je poznavati vrednost signala koji ce
se pojaviti dve periode kasnije x(n+2)



Kauvzalni 1 nekauzalni sistemi

Kauzalnost je neophodna u slucaju realizacije
diskretnih sistema koji moraju da rade u realnom
vremenu

U slucaju da diskretni sistem moze da radi u
takozvanom off-line rezimu, kada je ¢itav ulazni
signal ve¢ poznat, onda on moze biti I nekauzalan

U slucaju diskretnih sistema kod kojih nezavisna
promenljiva ne predstavlja vreme, kao Sto Je
sluCaj u sistemima za obradu slike, kauzalnost nije
od Interesa



Opis LTI sistema

Fizicke veli¢ine koje Je neophodno poznavati kako bi se u
potpunosti opisalo sistem nazivaju se varijable stanja.

Za opls ponasanja nekog sistema dovoljno poznavanje N
varijabli stanja.

Sve ostale veli¢ine u sistemu, izuzev ulaznih signala,
predstavljaju zavisne varijable.

U opStem slucaju, sistem moze da bude pobuden sa M
ulaznih signala (ulaznih varijabli) 1 da ima L izlaznih
signala, odnosno izlaznih varijabli.

Zbog toga je pogodno sve varijable sistema zapisati u
vektorskom obliku.



Opis LTI sistema

Vektor varijabli stanja oznacen je kao
x(n) = [x;(0), x,(n), ..., xy (n), 1"
Vektore ulaznih signala oznacen je kao
u(n) = [e;(n), e, (n), ...,eyy (n),1"
Vektore izlaznih signala oznacen je kao
ym) = [y;(m),y, (), ...,y (), 1"
Svaki od vektora je funcija vremena nao nezavisne varijable
Relacija koja povezuje varijable stanja 1 ulazne varijable
opisuje se skupom diferencnih jednacina prvog reda — sistem
jednacina stanja
x(n+ 1)=Ax(n)+Bu(n)
y(n)= Cx(n)+Du(n)



Diferencna jednacina sistema

Pri analizi 1 obradi signala vrlo ¢esto se posmatra jedan
1zlazni signal kao odziv na jedan pobudni signal

Ukoliko u LTI sistemu postoji viSe pobudnih signala, tada se
Koristi princip superpozicije.

U takvim slu¢ajevima se, umesto jednacinama stanja, LTI
sistemi opisuju jednom diferencnom jedna¢inom viseg reda.

Sistem od N simultanih DJ prvog reda svodimo na jednu
diferencnu jednacinu N -tog reda, ¢iji je opsti oblik:
agy(n)+ a;y(n — 1)+ ...+ ayy(n — N)=byx(n)+ byx(n — 1)+ ...+ byx(n — M)

Kod LTI sistema konstante a; 1 b; imaju konstantne vrednosti



Nehomogena diferencna jednadina

Nehomogena diferencna jednacdina sistema ima oblik:

apy(n)+a;y(n— 1D+ ...+ ayy(n — N)=x(n)
Potpuni odtiv sistema mozZe se odretiti kao zbir homogenog
i partikularnog resenja

y(n) = yp(n)+y, (n)

Homogeno resenje yj, (n) predstavlja reSenje homogene
DJ

apy(m)+a;y(n— 1D+ ... +ayy(n — N)=0

Partikularno resenje Yy, (n) dobija se iz po&etnih uslova
sistema.



Diferencna jednacina sistema

o
Diferencna jednacina sistema ima oblik:
apy(n)+a;y(n — D+..+ayy(n — N)= box(n)+ byx(n — 1)+..+ byx(n — M)
Ova jednacina moZe se predstaviti u obliku suma proizvoda:

Y k=0 ax y[n — k= Y by x[n — K]

gde su sa x(n) oznaceni ulazni, a sa y(n) 1zlazni signali

Jednacina je negomogena, jer je njena desna strana razli¢ita od
nule

U opstem slucaju, desna strana DJ je funkcija pobude x(n) 1
njegove prethodne vrednosti x(n-k), k=1,2,...,M



Diferencne jednacine i njihova
primena

Uloga diferencnih jednac¢ina u domenu diskretnih sistema je
potpuno analogna ulozi diferencijalnih jednacina u prostoru
kontinualnih sistema.

Svaki linearni vremenski nepromenljivi diskretni sistem se moze
opisati u vremenskom domenu diferencnom jednacinom

y[n]=Z’,?:o by x|n — k| — 211¥=1 a, yln — kj

Realizacija sistema moze se izvrsiti pomocu digitalnih kola ili
pomocu programa koji se izvrSava na digitalnom rac¢unaru.

Za prvi nacin realizacije koristi se termin hardverska
Implementacija, dok se za drugi koristi termin softverska
Implementacija.



Diferencne jednacine i njihova
primena

U oba slucaja se diskretni sistem moze predstaviti
pomocu blok dijagrama koji se sastoji od osnovnih
realizacionih elemenata: mnozaca, sabiraca I elemenata
za kasnjenje.

Alternativni nac¢in predstavljanja je pomocu dijagrama
toka (engl. flow graph)

Blok dijagram ili dijagram toka ima znatan uticaj na
konfiguraciju hardvera ili strukturu programa kojim se
realizuje sistem.

Kao 1 kod analognih sistema, problem sinteze kola koje
zadovoljava trazene zahteve nema jedinstveno resenje,
{]. postoji viSe ekvivalentnih realizacija.



Reprezentacija diskretnih sistema

Diskretni sistemi se mogu predstaviti pomocu razlicitih, ali
medusobno ekvivalentnih reprezentacija:

Blok dijagram
Graf toka signala
Relacija ulaz izlaz
Jednacina stanja

Prve dve reprezentacije predstavljaju graficki oblik strukturnog
opisa diskretnih sistema I posebno su znacajne u fazi
Implementacije diskretnih sistema

Preostale dve reprezentacije predstavljaju analiticki oblik
funkcionalnog opisa diskretnih sistema I posebno su znac¢ajne u
fazi analiza diskretnih sistema



Blok dijagram

Blok dijagram predstavlja graficki opis ponaSanja
diskretnog sistema, pomocu medusobno povezanih
jednostavnih procesirajucih elemenata

Blok dijagram predstavlja strukturni model diskretnog
sistema, gde je funkcionalnost diskretnog sistema
,,5akrivena* u opisu strukture diskretnog sistema

U slucaju LVN DS pokazuje se da je potreban broj
elemenata za strukturni opis proizvoljnog ukljuc¢uje samo
cetir1 osnovna elementa:

Sabirac

Mnoza¢ sa realnom konstantom
Kolo za kasnjenje (D (delay))
Cvor




Elementi blok dijagrama
-

0 Sabira¢ Mnozac sa realnom konstantom
x[n] z|n]=x[n]+y[n]
+ Kx
# bl
v[n]
0 Kolo za kasnjenje (D (delay)) Cvor
x[n] X [n — 1] x(n) » yi(n)=x(n)
. D > l
y[n+1] v[n] yaln)=x(n)




Direktna relaizacija

Direktni postupak je vrlo jednostavan u smislu dobijanja
blok dijagrama diskretnog sistema, ali ima veliki broj
elemenata za kasnjenje.

Primer: Diskretni sistem opisan je diferencnom
jednacinom:
y|n]-2y[n — 1]+y|[n — 2]=3x|n — 1]- 2x[n — 2]
Formirati blok dijagram sistema direktnim postupkom.
ReSenje:

y[n]=2y|n — 1]-y[n — 2]+3x|n — 1]- 2x[n — 2]



Direktna relaizacija

y[n]=2y|n — 1]-y[n — 2]+3x|n — 1]- 2x[n — 2]

+[r] o]

e g

X [H — l] 3 — 2 Vv|n— l]
D D

o Ry A N v[n-2]




Kanonicna realizacija

Koraci u postupku kanonic¢ne realizacije
Uvesti oznaku D{y|n]}=y[n — 1]
D je operator kaSnjenja za jedan period odabiranja
Primer: y|n]=2y|n — 1]-y[n — 2]+3x|n — 1]- 2x[n — 2]
y[n]=D{2y[n]-y[n — 1]+3x[n]- 2x[n - 1]}

y[n]=D{2y[n]+3x[n]+D{—y[n]|- 2x[n]}}

Signal y[n] se dobija kao izlaz iz elementa ka$njenja, ako se
na ulaz tog elementa dovede zvir tri signala

Prvi signal je 2y[n], drugi signal je 3X|n]

Treci signal je 1zlaz drugog elementa za kaSnjenje na €iji je
u¢laz doveden zbir signala { —y[n]|— 2x[n]}




Kanonicna realizacija
—
- y[n]=D{2y|n]4+3x[n]|+D{—y|n]— 2x[n]}}




Analiticko resavanje diferencne jednacine

Posmatrajmo diferencnu jednac¢inu kauzalnog sistema
prvog reda:

y[n]-ay[n — 1]=x([n], gde je x[n]=b" u[n]
Resenje diferencne jednacine trazi se posebno za
N=0izan <0

Pretpostaviti partikularno resenje y,[n] zan= 0
yy[n] = Ab™

Smenom u diferencnu jednacinu dovija se
Ab™- aAp™ ! = b”
Ab- aA =b; A—

—a



Analiticko resavanje diferencne
jednacine

b
yp [n] —_ Abn, A= E

b‘l’l+1

wpln| = —izan=0
Homogeno resenje v, |7 | treba da zadovolji relaciju:

ynlnl-ayp[n — 1]=0
Ako se usvoji ovo reSenje u obliku:

Yn [Tl] = Kc"; dobija se jednadina
Kc™-aKc" 1=0,
Kc-aK=0; C=a



Analiticko resavanje diferencne

jednacine
]
0 yp[n] = Kc™; c=a
1 Homogeno resenje je: yp|n] = Ka™

o Kombinujuéi partikularno 1 homogeno za n> 0 dobija se:
bn+1

y:n] =t Ka™ :

- Za odredivanje nepoznate konstante K potreban je
pocetni uslov, npr. y[— 1] =Y;

o y[0]-ay[—1]=1,
1 y[0]=aY; + 1= —=— + K

b—a

[] K: a.Yl' L

b—a



Analiticko resavanje diferencne

jednacine
]
- Konacno reSenje za n= 0 je:
bn+1_an+1
n — Y an+1 I
y[ ] 1 | b—a

1 Zan < 0, orginalna DJ postaje homogena jer je x|11| = 0
o ReSenje je: y[n] = y;, [n] = Ka™, za K=aY;
nyln]=Yia"tzan <0

- Ukupno reSenje je:
bn+1 _an+1

0 y[n] = Y;a™t! +

b—a U[Tl]



Impulsni odzivi karakteristicnih diskretnih sistema

Jedini¢no kasnjenje
Rad sistema sa jediniCnim kaSnjenjem opisan je relacijom:

ylnl=x[n —1]
Impulsni odziv sistema sa jedini¢nim kasnjenjem Je:
hinl=b|n — 1]

Jedini¢no prednjacCenje
Rad sistema sa jedini¢nim prednjacenjem opisan je relacijom:
y[n]=x[n + 1]
Impulsni odziv sistema sa jedini¢nim prednjacenjem Je:
h|n|=b[n + 1]
Ovaj sistem je nekauzalan



Primer 2: Blok dijagram vremenski diskretnog sistema
prikazan je na slici. Odrediti diferencnu jednacinu zavisnosti

ﬂaznog od ulaznog signala

X[n] > CJE] +/2\ y[n]
+
2 3
q[n-1]

]
y[n]=
q|n]= X[n]+ 2q[n — 1]
ylnl=x|n]+ 2q[n — 1]+3q[n — 1]
yln|

q[n

J=x[n]+ 5q[n — 1]
— 1]= ~y[n] — x[n])




Primer 2: Blok dijagram vremenski diskretnog sistema prikazan
je na slici. Odrediti diferencnu jednacinu zavisnosti izlaznog od
ulaznog signala

y[n]= q[n] +3q[n — 1]

aln — 1]= =(y[n] — x[n])
y[n]= qln] +y[n] — Zx[n])
q[n]=2y[n] + =x[n])

Kako q[n — 1] predstavlja signal q[n| zaka3njen za jedan odbirak

2 . . 3 ,
qln —1]=cy[n = 1] + -x[n = 1])

~(y[n] — x[n])=2y[n — 1] + Zx[n — 1])
y[n] — x[n]=2y[n — 1] + 3x[n — 1])
y[n]-2y[n — 1] = x[n]+3x[n — 1])




Primer 3: Nacrtati blok dojagram vremenski diskretnog sistema opisan
diferencnom jednac¢inom

2y[n]+6y[n — 1]=x|n|-x[n — 2]
]
-1 Resenije:

0 2y[n]+6y|n — 1]=x|n]-x|n — 2]
o 2y[n] = x[n]-X[n — 2] - 6y[n — 1]

o yln] = 2 (x[n]-x[n — 2]) - 3y[n — 1]




P4. Koristeci osnovne blokove izracdunati funkcionalnu

zavisnost kojom se opisuju sistemi sa slike
_

z[n] —— D |—e—| D +—© J D s yn|




P4. Koristeci osnovne blokove izracdunati funkcionalnu

zavisnost kojom se opisuju sistemi sa slike

-1 Resenje:

z[n] ——

I

X[n — 1]

o

—e— y[n]

yin + 1] =y[n]+x|n — 2]+x|n — 1]

<

[n] =y[n — 1]+x|n — 3]+X|n — 2]




P5: Diskretni sistem je opisan diferencnom jedna¢inom
4yIn]-5y[n-1]+y[n—2]=x[n]. Nacrtati blok dijagram sistema.
_

1 4y[n]-5y[n-1]+y[n—-2]=x[n]
0 4y[n]=5y[n-1]-y[n-2]+x[n]
0 y[n] —(5y[n-1] y[n—-2]+x[n])

x[n] + m yln] ) y[n]
- - .

[ bt




P5: Diskretni sistem je opisan diferencnom jednacinom

y[n]-y[n-1 ]+%y[n—2]+ %y[n—?:]:x[n]. Nacrtati blok dijagram

'ﬁema.

y[n]-y[n-11+y[n-2]+ sy[n-3]=x[n]

[l

O

[l

ylnl=yln-11-2y[n-2]- zyln-3]+xn]
4y[n]=4y[n-1]— y[n-2]- y[n—3]+4x[n]

y[n]=i(4\/[n-1 =y

x[n]

4

+

n—2]- y[n—3]+4x[n])

| y[n] 1 vl
I [
+ 4y[n — 1] }
4 D
T +yln—1]
H) yln=2] |
o I
y[n-3] | ,



P6: Kauzalni vremenski invarijantni sistem opisan je diferencnom
jednadinom: y[n]-5y[n-1]+6y[n—2]=2x[n-1]. Nacrtati blok
dijagram sistema.

2x[n]

z(n]




/. dlstem opisan diterencnom |jednacinom prikazafi
blok dijagramom u kanonicnoj formi.

m) -0.1Ty(n -1) + 0.6y(n - 2) = 2x(n -1) + 3x(n- 2)
Uvesti oznaku D{y|n]}=y[n — 1]
o y(n) =0.1y(n-1) - 0.6y(n - 2) + 2x(n -1) + 3x(n- 2)
o y(n)=D{0.1y(n) - 0.6y(n - 1) + 2x(n ) + 3x(n- 1)}
o y(n)=D{0.1y(n) + 2x(n ) + D{ - 0.6y(n ) + 3x(n)}}

x| n] ‘ 2x[n]

3x[n] T ]
VI
+ S L
O oo
0.1y[n
+ yl ]+
-0.6y[n]




P8: Diskretni sistem je opisan diferencnom jednadinom
2y[n]+éy[n-1]=x[n]- x[n-2] . Nacrtati blok dijagram sistema.

0 2y[n]=- é6y[n-1]+x[n]- x[n-2]

o y[nl= -3y[n-11+ (x[n)- x[n-2))

X[n — 1]

_._..,D

X[n — 2]

s D

1
2

-




