P11 DISKRETNI LINEARNI
VREMENSKI INVARIJANTNI
SISTEMI - KONVOLUCIJA



Diskretni linearni vremenski invarijantni
(LTI) sistemi

Kod diskretnih sistema javljaju se potpuno iste osobine
kao kod kontinualnih sistema

To su sistemi sa memorijom, kauzalnost sistema, linearni
sistemi | vremenski invarijantni sistemi.

Sistemi koji imaju osobinu linearnosti | vremenske
Invarijantnosti, kao I u slu¢aju kontinualnih sistema
nazivaju se LTI diskretni sistemi.

Osnovni nacin opisa LTI sistema je njegov impulsni odziv



Konvolucija

Odziv sistema na bilo koju pobudu moze da se izraCuna
kao konvolucija impulsnog odziva i te pobude

Poznavajuc¢i Impulsni odziv sistema, matematickom
operacijom koja je oznacena kao konvolucija, moguce je
odrediti odziv LTI sistema na pobudni signal proizvoljnog
oblika.

Primer proizvoljnog pobudnog signala mozemo predstaviti
Kao sumu vremenskih pomjerenih impulsa.

Koriste¢i osobinu linearnosti 1 vremenske Invarijantnosti
_T1 sistema, odrediti odziv na tako zapisan pobudni signal.




Predstavljanje signala impulsima

Koristec1 svojstvo odabiranja jediniénog impulsa, svaki
clement signala se definiSe kao:

N (x(k),n=k

x(k)8(n — k) = {O, o

Sumiranjem svih elemenata signala bilo koji diskretni
signal moZze da se predstavi kao:

x(n) = Lg=—oo X (k)6 (n — k)

Diskretni signal proizvoljnoig oblika moze se 1zraziti
preko tezinske sume jedini¢nih impulsa pomerenih u
vremenu Cije su amplitude jednake vrednostima signala
u trenutcima odabiranja (delovanja)



Predstavljanje signala impulsima
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Predstavljanje signala impulsima
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Konvolucija diskretnih signala

- Konvolucija diskretnih signala simbolicki se
oznacava kao:

y(n)=x(n)*h(n)

- Smenom promenjivih dobija se oblik:
yn) =Yp_ o x(k)h(n — k)= Y p-_o h(k)x(n — k)

y(n) = Yp-_o h(k)x(n — k)



Primer konvolucije signala y(n)=x(n)*h(n)
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Konvolucija diskretnih signala

Ako je pobudni signal jednak nuli za n<0, odziv sitema je:
y(n) = Xg=o Xx(k)h(n — k)= Yi—_o h(k)x(n — k)

U praksi je znaCajan kauzalni diskretn1 sistem kod koga
Impulsni odziv ima N elemenata

N-1
ym) = ) h()x(n - k)
k=0

Ukoliko jedan signal ima N, a drugi M elemenata,
rezultat konvolucije je sekvenca od N+M-1 elemenata



Osobine konvolucije nad diskretnim
sisjndlimc: U vremenu

1. Neparnost

Ako je signal x[n] paran I h|[n] neparan, signal
y[n]= X[n]* h[n] je neparan

Dokaz:

yIN] =X k= — o XIKIA[N-K]

y[N]=2 k=—oo X[-k]R[k-N]

Uvodenjem smene m=Kk-n

y[n] = - Xm=-o him]x[-n-m] = - y[-n]



Osobine konvolucije nad diskretnim
signdlimq U vremenu

2. Parnost

Ako su signali x[n] 1 h]n] nepare funcije, tada signal
y[n]= X[n]* h[n] je parna funcija

Dokaz:

yIN] =X k= — oo XIKIR[N-K]

Y[N]=2X k=— o X[-k]R[k-N]

Uvodenjem smene m=Kk-n

y[N] = - Ym=—o h[m]x[-n-m] = y[-n]



Osobine konvolucije nad diskretnim

siﬂndlima U vremenu

3. Periodi¢nost

Ako je signal x[n] periodic¢an, tada je 1 signal y[n]
periodiCan

o Dokaz: Ako je X[n] periodican sa periodom N, vazi:
0 YIN+N]= =25 = _ o X[k]A[N+N-K]

0 Y[N+N]= =) 1~ _ o, h[k]x[n+N-K]

0 y[n+N]= =)~ _, h[k]x[n-K] = y[n]




Osobine konvolucije nad diskretnim

siﬂndlima U vremenu

4. Inverzija konvolucije

y[-n] = X[-n]* h[-n]

Dokaz:

0 y[n]= =R —oo X[KIA[-nK]

0 Uvodenjem smena k=-m | oznake w[k]=X[—k] I V[k]=
h[—k]

o y[-n]= ‘Z;‘f- oo X[-m]A[-n+m]

0 y[-n]= =Xk =~ Wm]v[n-m]= w[n]* v[n]= X[-n] *h[-n]



Osobine konvolucije nad diskretnim

siﬂndlima U vremenu

5. Pomeranje konvolucije

y[n-n,-n,]= x[n-n;] *h[n-n,]

o Dokaz:
0 y[n-ny-ny]==X k= — oo X[K1A[N-11-115-K]
0 Uvodenjem smena; k=m-n, 1 0znaka w [n] =x[n-n4],

v[n]=h[n--n,]
O YZn'nrnz]:Z]?:—oo X[m—n,]h[n-n,-m]

5 yIn-nyna]=X k= — o Wim]v[n-m]=w [n]* v[n]=x[n-n;] *h[n-n,]



Diskretni linearni vremenski invarijantni
&TI) sistemi

o Ako se na ulaz LTI diskretnog sisteme dovede kao pobuda
jedini¢na impulsna funcija X[n]= &[n] dobija se jedini¢ni impulsni

odziv h[n]

S[n] h[n)

LTI

sistem

o Vremenski invarijantni sistem za pomerenu pobudu

X[n]= é8[n-K] generise odziv h[n-K]

- Kako za LTI sistem vazi princip superpozicije, za pobudu
X[N]=3% ax&n—k]

o Sistem generise 1zlaz

y[n]=Xk ajh[n—K]



Primer 1: Za dati proizvoljni signal x|n]

ﬁ)rebno '|e odreditl odziv sistema

o X[n] =(n+2)(u[n+1]- u[n-3])
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4 -

3.5F

3_

25T

2r -]

Amplituda

1.5

-1 - -

0.5 _
e © ° © o
-4 3 4

-3 -2 -1 0 1 2

o Signal x[n] se moze napisati u obliku zbira jedin¢nih impulsa:
o X[n]= x[-1] 6[n+1]+ X[0] &[n]+ x[1] &[n-1]+ X[2] o[Nn-2]



Primer 1.

_
o Zamenom konkretnih vrednosti sa slike za x[-1] , x[0] itd,

signal se moze napisati

0 X[n]= 1.0[n+1]+ 2. 8[n]+ 3. 8[n-1]+ 4. o[Nn-2]

o Signal se moZe zapisati u obliku sume:

= yIN1=E- 1 (k +2)8 [n-K]

o Bilo koji pobudni signal se moze napisati u formi zbira
jedini¢nih impulsnih signala:

o y[n]= ... x[-2] 8[n+2]+ X[-1] 8[n+1]+ x[0] 6[n]+ x[1]
o[n-1]+ x[2] o[n-2]+...

S YINI=EE o XIK1S [n-K]



Primer 1:

_
5 Zapobudu X[N]=X7__;(k + 2)6 [n-K]
o Odziv sistema je:

0 y[N=Xik--1(k + 2)h [n-K]

o Do ovog rezultata moze se doci ako se uvede smena aj=
X[Kk] 1 uvodenjem operacije kovolucije (*)

7 Y[N]=2 k= — o X[KIR[N-K] =x[N]*h[n]

- Kako je konvolucija komutativna operacija 1zraz moze da se
napise kao:

0 Y[N]= k= — oo hIK]X [N-K] =h[n]*x[n]



Konvolucija diskretnih signala u vremenu

Konvolucija dva diskretna signala X[n] I h[n] kao
rezultat daje signal y[n]

y[n]=x[n]*h[n]

Pr1 ¢emu je

yl

O0
Im

1= k=0 XIKIR[N-K]

zIv sistema na bilo koju pobudu jednak konvoluciji

pulsnog odziva I pobude.

Teorijski gledano, da bi odredili celu diskretnu funkciju y[n]
, treba 1zvrSiti beskona¢no mnogo sumiranja

S obzirom na analiticko definisanje signala, ili na ograni¢eno
trajanje signala koji ulaze u konvoluciju, problem je mnogo
jednostavniji



Osnovni koraci za realizaciju konvolucije

Signal h|k] invertovati u vremenu 1 izvrSiti pomeranje
kako bi se dobio signal h|n—k] koji je funcija
parametra K, gde n predstavlja konkretan parametar
Signali x|k] i h|n—k] se izmnoze za sve vrednosti K

Proizvod x|k].h[n—k]| se sumira za sve vrednosti K
¢ime se dobija vrednost konvolucije y[n] za jedno
konkretno n

Vrednost n se povecava za 1 1 ponovo se izvrsavaju
koraci 1,213



Osnovni koraci za realizaciju konvolucije

Teoriyski, konvolucija se moze raCunati neograni¢eno

Za signale koj1 su ograniCenti s leve 1 desne strane,
konvolucija je ograni¢ena

Ako su signali x[k] 1 h[K] ograniCeni s leve 1 desne strane
vazi:

X[k]=0, za k< nq 1 k> n,

h[k]=0, za k< n3 1 k> ny4

y[n] je ogranicen, pri ¢emu je pocetak njegovog trajanja
zbir pocetka signala X[K] I h[K], dok se kraj trajanja dobija
kao zbir krajeva istih signala [nn{+n3, n, +n4]



Primer 2: Prikazati signal x[n] =[-1 1 [2] 1 3]

preko pomerenih jedini¢nih impulsa.
S

0 X[n]= X[-2] 6[n+2]+ X[-1] o[n+1]+ x[0] O[n]+ x[1] d[n-1]+
x[2] o[n-2]
0 X[N]=X%=_2 x[k]& [n-K]
0 X[n]=-1.6[n+2]+ 1.9[nt1]+ 2.8[n]+ 1. §[n-1]+ 3. d[n-2]
, Signal x[n]
SE
/S N R B



Primer 3. Izracunati konvoluciju signala

&n] i h[n]

; ignal x[n] ; ignal h[!'l]
0.9 0.9
0.8 0.8
0.7 0.7
0.6 0.6
0.5 0.
0.4 0.4
0.3 0.3
0.2 0.2
0.1 0.1
o 0 @
2 o 1 2 4 -1 o 1 2
n n

- Signal x[k] traje od -1 do 4 a h[n] traje od -1 do 2



Primer 3. Izracunati konvoluciju signala

x[n] i h[n]

Granice signala su:
X[k]: ny=-1, n, =4;
h[n]: ny=-1, n, =2,

Signal y[n] je definisan u granicama: [n;+ns3, n, +n,],
odnosno [-1-1,4 + 2],

Trajanje signala y[n] je u opsegu [-2,6]

Potrebno je 1zraCunati signal:

Y[N]=2 = oo hIKIX[N-K]

zan=-2,n=-1;n=0; n=1, n=2, n=3, n=4, n=5i n=6



Primer 3. Izracunati konvoluciju signala

Jn]lh

; ignal x[n] ; ignal h[P]
0.9 0.9F
0.8 0.8
0.7 0.7
0.6 0.6
0.5F 0.
o.4f 0.4
0.3 0.3
0.2 0.2
0.1 0.1
0 (o) @

o Prva vrednost Za N=-2

o Y[-2]=Y =1 hiK]x[-2-K] = h[-1] X[-1]+ h[O] x[-2]+ h[1] X[-3]+ h[2]
X[-4] =0,25 + 0 + 0 + 0 =0.25




Primer 3. Izracunati konvoluciju signala

4n‘ i h‘n‘

2
W=11= > HkIx[-1=k] = h[=1]x[0] + A[0]x[—1]+ A[2]x[-3] = 0.5+ 0.5+ 0 =1
k=-1
1[0] = Zz:h[k]x[o — k] = h[-1]a{1]+ A[0]{0] + A[2]x[-2] = 0.5+1+0 =1.5
k=-1

2
Al =3 WK1~ k] = H[~1x[2]+ A0IA[1] + A[2]a[~1] = 0.25 +1+0.25 = 1.5
k=-1

2
W21= S Ak 2 ~ k] = H[~1x{3]+ AOJA[2] + A[2]x[0] = 0.25+0.5+0.5 = 1.25
k=-1

2
W31= Y HKIA[3 — k] = h{=1{4]+ HOJ{3] + A[2]x{1] = 0.25+ 0.5+ 0.5 =1.25
k=-1



Primer 3. Izracunati konvoluciju signala

x[n] i h[n]

V4] = Zh[k]x[ﬂr — k] = h[-1]x[5]+ A[O]x[4]+ A[2]x[{2] =0+ 0.5+0.25=0.75
=1

W3]= i h[k]x[5 = k] = h[-1]x[6] + A[O]x{ 5]+ A[2]x[3]=0+0+0.25=0.25
fr=—1

2
V6] =D hk]x[6 — k] = hH[-1]a{7]+ H[0]x[6]+ A[2]x{4] = 0+ 0+ 0.25 = 0.25
k=—1

Konvolucija je izracunata za sve vrednosti n.

Za svaki ¢lan konvolucije mora se izvrsiti sumiranje mnozenja
prvog signala koji se ne pomera u vremenu I koji se mnozi sa
drugim signalom koji se pomera u vremenu kako bi se dobila

konacna vrednost svakog odbirka konvolucije.



, [zraCunati1 konvoluciju signala:

e

x[n=[2 4 6 7 1 5]ix,[n]=[3

Signal x1

-2 8 1 6 4 10 7 12]
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Konvolucua mgnala x1i x2
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Primer 5: Skicirati signal x[n] = u[n] - u[n - 4].
a) Graficki odrediti konvoluciju signala sa samim sobom.
b) Analiticki odrediti konvoluciju

S
Resenje: X[N] = u[n] - u[n - 4].

0.8 |- -

0.6 |- -

x[n

0.2 |- -




Primer 5: Skicirati signal X[n] = u[n] - u[n - 4].
a) Graficki odrediti konvoluciju signala sa samim sobom.
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Primer 5: Skicirati signal X[n] = u[n] - u[n - 4].
a) Graficki odrediti konvoluciju signala sa samim sobom.

T T
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Primer 5: Skicirati signal x[n] = u[n] - u[n - 4].
a) Graficki odrediti konvoluciju signala sa samim sobom.

a)

y[n] = x[n] * x[n]

yINJ=X k= — oo hIKIX[N-K]= =% 37 _ o x[K]X[n-K]
V[-1] =)= _ x[k]x[—1 — k] =0, jer ne postoje impulsi koji se
poklapaju. Ovo va\i sa svako n<0.

y[O]
y[1]
y[2]

=Dik=—o0 X[K]
=Dk=—oo X[

== X[

k

k]
k]

X

X

X

—k] =1, jer se poklapa jedan impuls
11— k] =2 T
2 — k] =3 0.8]

0.6 -

0.4+

0.2+




Primer 5: Skicirati signal x[n] = u[n] - u[n - 4].
a) Graficki odrediti konvoluciju signala sa samim sobom.

T
9 yIn] = Xx[n] * X[n]

YINI=Xop — o hIKIX[N-K]= =X 5 _ o, x[K]x[n-K]

VI3] =Dre—wo X|k]x[3 — k] = 4

V18] =X -0 x[k]x[5 — k] = S
YI6] =Xke—oo x[k]x[6 — k] =

y[74] =Xk x[k]x[7 — k] = 0 i 1|1




Primer 6: Odrediti konvoluciju dve diskretne
jedinicne odskocne funcije vremenu

yIN=Xk= - o hIKIX[N-K]
rn]= u[n]*u[n]
Imajuéi u vidu da je u[n]=0 za k<0 i u[k]=1 za k=0

rIn]=Xr =0 ulk]u[n-k]= =Y 7", u[n-K]
Ako se uvede smena m = n-k
r(n] =2 =—c ulm]

Za n<o, r[n]=0, za n=0 postoji samo jedan sabirak sa vrednosc¢u
1, za n=1 postoje dva takva sabirka, n=2 postoje tri sabirka, itd.

_(0; n<o
r[n]_‘n+1;n20



Primer 6: Konvolucija diskretnih signala u

vremenu
T

( O;n<O
SN, S a0

11 Signal se obi¢no naziva jedinicni diskretni usponski signal
(unit-rump signal)

r[n'] = (n' +1 H[F?

e fﬂﬁiH




Primer /: lzraCunati konvoluciju signala
x[n] i h [n] prikazanih na slici

-
A I[n] A "["]
K B | ®
D 2 n D 2 n

— Na osnovu slika mozemo zapisati signale kao:
o x[n]=1...,0,0.5, [1], 1,0,5,0.5,0.5, 0, ... ]

- h[n]=]...,0,0.5,[1],0,0,5,0, ... ]

- Konvolucija se mora raCunati po formuli:

0 Y[N]=X k= — oo h[K]X[n-K]



Primer /: lzraCunati konvoluciju signala
x[n] i h [n] prikazanih na slici

x[n] =[..., 0,0.5, [1], 1,0,5,0.5,0.5, 0, ... ]
h[n] =[..., 0,0.5, [1], 0,0,5, 0, ... ]
Granice signala su:

X[k]: ny=-1, n, =4;

h[n]: n;=-1,n,=2

Signal y[n] je definisan u granicama: [n,;4+ns, n, +n,],
odnosno [-1-1,4 + 2], odnosno trajanje signalay[n] je u
opseqgu [-2,6]

IzraGunati yY[N]=)—_ & h[k]x[n-K]
zan=-2.n=-1:n=0; n=1, n=2, n=3, n=4, n=51n=6



Primer 7:

y[N]=2k= - hIK]x[N-K]

I I ———
y[-2]= 3 Alk]x[~2-K] = A[=1] x{ 1] + A[0] x{ 2] + A 2] ff 4] =0.25 +0 +0 =0.25

y[-1]= £ A[K]x[-1=k] = {-1] [ 0] + A 0] [ 1] + 4 2] of 3] =0.5+0.5 +0 =1

y[0]= 3 h[k]x[~k] = R[] 2] + A[0] [ 0] + H[ 2] ] -2] =05 +1+0 =1.5

y[1]= X afk]x[1-k] = A[-1] x[2] + A[0] x[1] + A 2] 2 1] = 0.25 +1+0.25 =1.5

}
lhll
]

2 k] = h[-1]x[3] + h[0]x[2] + A[2] x[ 0] = 0.25 +0.5 +0.5 =1.25 |

<
EDRS)
I

3—k] = h[~1]x[4] + R[] x[ 3] + A[2] [ 1] =0.25 +0.5 +0.5 =1.25

-

| | 1 | | tJ‘JI
Il

}

: : L ?qu
!

[4—k] = h[ 1] x[ 5] + B[ 0] x[ 4] +A[ 2] x 2] =0 +0.5 +0.25 =0.75

}
ih-ul
-

[5—k] = h[ 1] x[6] + A[ 0] x[ 5] +A[ 2] x[3] =0 +0+0.25 =0.25

e
0
Il

<
=
I

=
2
-

6~ k| = h[~1]x[7] + h[0] x[6]+ h[2] x[4] = 0+0+0.25 =0.25

et
=
£ I o
[o4e Togs e e Tooe |
}
h—u
a



Primer /: Izracunati konvoluciju signala x[n] i h [n]

prikazanih na slici
]

v[n]

1.5




Primer 8: Izracunati konvoluciju signala

x[n] i h [n]

X(n) = 8(n)+36(n-1)+ 96(n-2)+ 96 (n-3)+356(n-4)+ 5(n-5)
h(n) =46(n) - 6(n-1)
Resenje:
x[n] = [...,0, [1], 3,9,9,3, 1,0,... ]
h[n] =1...,0, [1], -1,0, ... ]
Konvolucija se mora racunati po formuli:

y[n]= x(n) *h(n)=). r~ _ h[k]x[n-K]



Primer 8: Izracunati konvoluciju signala

x[n] i h [n]

x[n] =[...,0, [1], 3,9,9,3, 1,0,... ]
h[n] =1...,0, [1], -1,0, ... ]
Granice signala su:

X[k]: n;=0, n, =5;

h[n]: n;=0,n,=1

Signal y[n] e definisan u granicama: [n;+nz, n, +n4],
odnosno [0,6]

Izradunati y[N]=). = _ o h[k]X[N-K]
zan=0,n=1;n=2;:n=3, n=4, n=5, n=6



Primer 8: Izracunati konvoluciju signala

x[n] i h [n]

x[n] =[...,0, [1], 3,9,9,3, 1,0,... ]

h[n] =1...,0, [1], -1,0, ... ]
zan=0,

y[01=X%_ o h[k]x[-k]=h[0]. x[0]+ h[1] x[~1]= 1.1-1.0= 1
zan=1

y[11=X.%_ o hik]x[1-k]=h[0]. x[1]+ h[1] x[0]= 1.3-1.1= 2
zan=2

y[21=X.% _, hik]x[2-k]=h[0]. x[2]+ h[1] x[1]= 1.9-1.3= 6



Primer 8: Izracunati konvoluciju signala

x[n] i h [n]

x[n] = [...,0, [1], 3,9,9,3, 1,0,... ]

h[n]=1...,0, [1], -1,0, ... ]
zan=3

V[31=2.%_ o h[k]x[3-K]=h[0]. x[3]+ h[1] x[2]= 1.9-1.9= 0
zan=4

y[41=.%_ o hik]x[4-k]=h[0]. x[4]+ h[1] x[3]= 1.3-1.9= -6
Zan=>5

y[51=X.%_ o h[k]x[5-K]=h[0]. X[5]+ h[1] x[4]= 1.1-1.3= -2
Zan==o6

y[61=X.%_ o h[k]x[6-K]=h[0]. X[6]+ h[1] x[5]= 1.0-1.1= -1



Primer 8: Izracunati konvoluciju signala

x‘n‘ i h ‘n‘
.

5 x[n]=1...,0, [1], 3,9.9,3, 1,0,... ]
5 h[n] =1[...,0, [11, -1,0, ... ]
5 y[n] =[...,0, [1], 2,6,0,-6, -2,-1,0,... ]




