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Uvod

Sistem predstavlja uredaj, proces ili algoritam koji za neki
ulazni signal x(t) , na svom izlazu generise izlazni signal y(t)

Signal koji se nalazi na ulazu sistema naziva se pobuda sistema
Signal koji se nalazi na izlazu sistema naziva se odziv sistema.

X(t) y(t)

Pobuda Odziv




Klasifikacija sistema

_
KRITERIJUM VRSTA SISTEMA
Broj ulaznih 1 izlaznih promjenljivih | SISO MIMO
Vremenska zavisnost promjenljivih | Staticki Dinamicki

Prostorna zavisnost promjenljivih

Sa koncentrisanim

Sa distribuiranim

parametrima parametrima
Neprekidnost promjenljivih Kontinualni Diskretni
Veze 1zmedu promjenljivih Linearni Nelinearni
Vremenska zavisnost parametara Stacionarni Nestacionarni
Vremenska uzrocnost promjenljivih | Kauzalni Nekauzalni




Klasifikacija sistema

Stacionarni (vremenski invarijantni)

Matematicki se opisuju diferencijalnim jednacinama sa konstantnim
koeficijentima

Nestacionarni (promjenljivi u vremenu)

Matematicki se opisuju diferencijalnim jednac¢inama sa promjenljivim
koeficijentima

Primer: avion ¢ija se masa menja usled potrosnje goriva

Kauzalni: 1zlaz u trenutku t zavisi samo ulaza u trenutku t, kao 1 od
ulaza u prethodnim trenucima

Svi sistemi u realnom vremenu su kauzalni
Nekauzalni: Ne mogu se hardverski realizovati

Moguce je obradivati buduée podatke ako su sacuvani u memoriji



Klasifikacija sistema

Sistemi sa koncentrisanim parametrima:

Matematicki se opisuju obi¢nim diferencijalnim ili diferencnim
jednadinama

Promjenljive sistema zavise samo od vremena.
U svim tackama sistema ulaz deluje istovremeno
Primer: RLC kolo

Sistemi sa distribuiranim parametrima:
Matematicki se opisuju parcijalnim diferencijalnim jedna¢inama
Promjenljive sistema zavise od vremena I prostornih koordinata
Primer: zvucni ili elektromagnetni talasi



Klasifikacija sistema
N

Kontinualni sistemi:
« Matematicki se opisuju diferencijalnim jednacinama
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Klasifikacija sistema
-

x(1) BN

T

x(1) y(t) /

wf en[ll om0




Linearni vremenski invarijanti sistemi (LTI )

Vecina fizickih sistema moze se modelirati kao LTI

Linearni vremenski invarijanti (nepromenjivi)
sistemi se mogu opisati na vise nacina:
Obicne diferencijalne jednacine viseg reda (ODE)
Model u prostoru stanja (SS model)
Prenosna funkcija (TF model)
Strukturni blok dijagram (SBD model)



DIFERENCIJALNE JEDNACINE
SISTEMA



Analiza sistema v vremenskom domenu

_
Ponasanje sistema u vremenskom domenu se moze posmatrati u:
o prelaznom stanju: y(t), t < «

o stacionarnom stanju (ako postoji): y(t), t —, odnosno y(«)

y(t) - izlazna veliCina sistema
y(«) - vrednost izlazne veliCine u stacionarnom stanju

A A

(t) ( ) stacionarno
t- .
Y prelazno  stacionarno Y ;fsr;fj i ne
stanje  stanje
< >

y(oo) | U S — orelazno

stanje
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Matematicki modeli LTI sistema

Za analizu dinamickih sistema neophodno je matematicki
opisati dinamiku sistema

Opis sistema zasniva se na primeni zakona koji opisuju
odredene pojave

ElektriCni sistemi opisuju se Kirhohovim zakonima,
mehaniCki sistemi opisuju se Njutnovim zakonima,...

Osnovni nacin opisa dinamike sistema su diferencijalne
jednacine
Postoje dve vrste diferencijalnih jednacina (DJ):

Obicne DJ

Parcijalne DJ



Diferencijalne jednacine

Parcijalne DJ imaju viSe nezavisnih promenjivih: vreme I
prostorne promenjive

Obic¢ne DJ imaju jednu nezavisnu promenjivu — vieme

U analizi dinamiCkih sistema najCesce se trazi vremenski
odziv, tako da se koriste obi¢ne DJ

ResSevanje DJ viSeg reda je dosta sloZze matematicki
postupak

Za jednostavnije redavanje DJ koriste se drugi postupci

Matematicar Pierre Simon Laplace definisao je
integralnu transformaciju za reSavanje DJ



Diferencijalne jednacine

Laplasova transformacija se primenjuje na linearne

. d
DJ uvodenjem zamene § — o
Laplasova transformacija uvodi pojam s —domen ili

podrucje kompleksne promenjive

Algebarskim putem se resava jednacina, a zatim
inverznom transformacijom dobija reSenje u
vremnskom domenu



Opis linearnih sistema linearnim DJ

U opsStem slucaju LTI sistem se moze modelovati obicnom
diferencijalnom jednacinom n-tog reda sa konstantnim koeficijentima:

n

dy d"1ly dy d™Mx dm1x dx
a,—+a, —+..+ta;—~+agy=b, — +b,,_1 ——+ ... +hy —+
n qen n-1 ggm-1 Lae oY = b dem bin-1 dem-1 b, dt boX

a,yW+a, 1y D+ +a,yD+agy= b, x™+b,,,_x™ D+ _+bxMD+ byx

y(t) - 1zlaz sistema
X(t) - ulaz sistema
N jeredlinearne DJiuvek jen =2 M

Sa desne strane jednacine mogu figurisati izvodi ulaznog signala do m-
tog reda

PonaSanje sistema je u potpunosti odredeno vrednostima konstantnih
parametara a; | b;



Resavanje linearne diferencijalne jednacine (LDJ)

a,yW+a,_ 1y D+ +a;yD+agy= bpyx™+b,, 1 x™ D+ | +b,x(D+ byx

Desni deo obelezimo kao:
f()=b,,x™+b,,,_x™ D+ +b;xMD+ hyx

Odziv sistema y(t) LDJ dobija se kao zbir homogenog
reSenjayp(t) 1 partikularnog reSenja y,(t)

y()=yn()+ y,()
partikularno reSenje y,(t) - zavisi od oblika pobude x(t)
homogeno resenje y,(t) (X(t) = 0) - zavisi od oblika karakt. jednacine



Resavanje linearne diferencijalne jednacine (LDJ)

f(t)=b,,x™+b,, _1xM™ D+ _+b,xD+ hyx
Homogeno reSenje LDJ dobija se kada je f(t)=0, odnosno
a,y™W+a, 1y D+ +ayD+agy =0

diy(t : .
Smenom a; digl) —a; A dobija se

a, A"+ ..+a,A* +a, A +ay=0 - karakteristiéna jednaéina

Pretpostavlja se resenje yp, ()= Ke#t
Postupak dobijanja homogenog 1 partikularnog redenja je dosta sloZzen
Partikularno reSenje je rezultat pobude na ulazu



Primer1- (LDJ): Elektricno kolo -RC filter

(O
[ R ]wz(t)

Uul(t) Cc____

Ulazna veli¢ina je napon u,;(t),
Izlazna veli¢ina u;,(t)
Sistem se matematicki moze opisati:

uy (£) = Ri(t) += f; i()d T

u(6) = ¢ Jy i(d T

i (£) = Ri(0) + ¢ [y i(0d T > uy (1) = Ri®)+uyp (1)

w () = ¢ o iOd T Iy = ug = i) > i)=Cuy,' (1)




Primer (LDJ): Elektriéni sistem RC filter

Rcuizl(t)'l'uiz(t): Uyl (t); (RC:T)
T, (D)+u, (8)= wy, (¢)
Nema pocetnih uslova, napon na kondezatoru je 0.

TsCieSt+ Crest=0

Ts+1=0 sledi s= - %

t
Uiz (t)=Cie T
TuizP ’ (t)+uizP (t) — Uy (t)
T.0+K=1, sledi K=1

t
u;,(t) =1+ C,e 7;zaz=0dledi 0=1+Cy, sledi C;=-1

t

u(t)=1—-eT



Primer 2: RLC kolo

Ulazna veli¢ina je naapon u,;(t),

Izlazna velic¢ina u;, ()

(O
__| | (YY)

Uui(t) R - C £ Uiz(t)

Sistem se matematicki moze opisati:

u,; (t) = Ri(t) + L di(t) + %fot i(t)dT

dt
Ui, (t) = %fot i(t)d T




Primer 2: RLC kolo

di(t)

u,,; (t) = Ri(t) + L =

U, (t) = %fot i(t)dt

u,; (t) = Ri(t) + Ld;—(tt) + u;,(t)

u,(6) = 2 [y i(ndt /=
ug,' ()= = i(t)

()= C uy,'(t) / —
i'(t)= C uy," (1)

1t
+=J, i(0d T



Primer 2: RLC kolo

uul(t) = RC uiz,(t) +Lcuiz”(t)+uiz (t)
Lcuizii(t)'l'RC uizi(t) + uiz(t): uul(t)
uiZ”(t)+ uizl(t) T+ ulZ(t)_ uul(t)

u,,(t)=1-—e z(cos£t+£5|n£t)



Primer 3: Odrediti resenje

diferencijalne jednacine (odziv sistemay)
-

d
2O+ ay(t) = x().

Pocetni usloviy(07) =Y,
0 t<o0
P X(t) =4
ResSenje: Odziv sistema se dobija kao zbir homohenog |
partikularnog reSenja diferencijalne jednacine:

y(O)=yn(t)+ y,(1)



dy(t)

Primer 3:

+ay(t) = x(t).

Partikularno reSenje odeduje se za t = 0:
x(t) =e Pt >0

yp(t)=Aebt
WO _ pp gt
dt

Zamenom u diferencijalnu jednacinu

dyp(t) + (t) — e—bt
dt

-bA e Pt+a A e Pt=e bt

-bA +a A=1
1

A=——
a—b

V()= a—ib e Pt zat>0




dy(t)
dt

Primer 3:

+ ay(t) = x(1)

x(t) =e Pt >0
Homogeno resenjet > 0,x(t) = 0:

dyn(t)
dt

Smena

+ayy (1) =0,
th(t) =2

A+a =0 — Karakteristicna jednacina
A=-a
yp ()=KeAt=Keat

Nepoznata konstanta K dobija se iz ukupnog resenja i pocetnih
uslova



Primer 3: di]l(tt) + ay(t) — X(t)
.

Y=yt yp()=K e "%+ — 0t
y(0)= 1Y,

a—>b

1\ _
ya®)= (Yo — —) ™%
Ukupno resenjezat > 0:

1 _ 1 B
Y= (g — ) e+ et




dy(t)
dt

Primer 3:

+ ay(t) = x(t)

Partikularno resenje za t<0
V()= 0, Jer nema pobude za t<0

Homogeno resenje za t<0 isto je kao za t>0
Yh (1)=Ke™%

Nepoznata konstanta K odreduje se 1z ukupnog reSenja 1 poCetnih
uslova:

yO=yn(O)+ y,()=K e~+0, y(07) =¥,
K=Y,

Ukupno resenje zat<0

y(t)=Y, e %, za t<0



dy(t)

Primer 3:

+ ay(t) = x(1)

ODZIV USLED POCETNIH USLOVA | POBUDE

Homogeni i partikularni deo odziva y(t) iz prethodnog primera mozemo
pregrupisati i napisati u drugacijem obliku:

1 o 1 . . 1 b - .
[)= ! Y— e = N=Ye "+ e e —e™
) ‘p‘(r ) ya(?) o I}:;O
vV, - 0dziv usled pocetnih uslova, V,,, - 0dziv usled pobude

ODZIV = ODZIV USLED POCETNIH USLOVA + ODZIV USLED POBUDE:

Odziv usled
pocetnih uslova

Yo#0, u(t)=0 Vo (1) = Y(}e_arr

Odziv usled a LY e
pobude ut)#0, Yo=0 J’po(f)—{a_b]c (c e )




Mehanicki translatorni sistem

Ovaj sistem ¢ine masa M, opruga sa koeficijentom
Krutosti K 1 viskozna prigusnica sa koeficijentom trenja b

dx(t)
I a X
J o |
et NN F
k - .

Promenjiva X oznacava predeni put
Pod dejstvom sile F moze se napisati DJ sistema:

d?x(t dx(t
MEED + b e ()= F(1)




LAPLASOVE TRANSFORMACIJE



Linearni vremenski invarijanti (LTI) sistemi

U opsStem sluc¢aju LTI sistem se moze modelovati obi¢nom
diferencijalnom jednacinom n-tog reda sa konstantnim koeficijentima:

y d™Mx dm—1y dx

d"y d"~'y _
+a0y—b + ... +bla+ boX

An dt" T a1 din—1

d
+ ...+ ala

m ggm m-1 gym-1

U gornjoj jednacini y(t) predstavlja izlaz, a x(t) ulaz sistema.
Sa desne strane jednacine mogu figurisati izvodi ulaznog signala do m-
tog reda, pri ¢emu, za kauzalan sistem vazi da je m < n.

Ponasanje sistema je u potpunosti odredeno vrednostima koeficijenata ,
odnosnoi a; | b;



Laplasova transformacija

I

1 Operacijama diferenciranja i integraljenja dodeljuju se
operatori tako da se diferencijalne jednacdine pretvaraiju u
algebarske jednacine

Laplasova transformacijc

Diferencijalna Algebarska
jednacina Laksi put jednacina

Tezi put

ResSavanje
algebarske

Resavanje
Diferencijalne

Inverzna

ied nqéine Laplasova transformacija ied naéine



Laplasova transformacijo

Resavanje ovih jednacina se pojednostavljuje primenom Laplasove
transformacije (Laplace).

Laplasova transformacija funkcije f(t) se definiSe na slede¢i nacin:
f(t) » F(s)

f(t) — original funcije F(s) —slika funkcije

L{f(t)} = F(s)
F(s)=, f(t)e stdt

gde je s = o = jow kompleksna promenljiva



Funkcija prenosa (TF)

Funkcija prenosa se definiSe kao odnos izlaznog i ulaznog signala, pri nultim pocetnim
uslovima.

n

d"y dav1ly dy d™x dm1x dx
a. —+ a —t A=+ AV = - " + —  —+ +bh—+
n g n-1 gm-1 14¢ 0Y = bm dtm bin-1 drm-1 b, dt boX

Koriste¢i 0sobinu izvoda, jednacdina Se moze pretvoriti u s-domen.
(@, s"+a,_1s" 1+..+ a;s+ ag)Y(S) = (b,,s™+b,,_1s™ 1+...+ byS+ by) X(S)

Funkcija prenosa sistema u s-domenu je:

G(s) = Y(s) _ byps™tby,_1s™ 1+...+ bySt b
X(s) aps"ta,_qs"1+...t a8t ag

X(s) predstavlja Laplasovu transformaciju odstupanja ulaza od njegove vrednosti
u stacionarnom stanju,

Y(s) predstavlja Laplasova transformaciju odstupanja izlaza od njegove vrednosti
u stacionarnom stanju.



Funkcija prenosa (TF)

PonasSanje sistema je u potpunosti odredeno vrednostima koeficijenata
Funkcija prenosa uzima u obzir samo zavisnost ulaz-izlaz i ne pruza
nikakvu informaciju o unutrasnjoj strukturi sistema.

Za sve realne sisteme m#n, odnosno stepen polinoma u

projiocu ne moze bitl veéi od stepena polinoma u imeniocu
prenosne funkcije.

Diferencijalna jednacina n-tog reda, posle primene

_aplasove transformacije svodi na prenosnu funkciju ¢iji je
Imenilac polinom n-tog stepena.

Na taj nacin se red sistema moze odrediti direktno na
osnovu prenosne funkcije sistema.




Funkcija prenosa (TF)

Koreni jednacine koja se dobija izjednacavanjem polinoma u
Imeniocu funkcije prenosa sa nulom odreduju polove

sistema(p1, P2, .. Pn) :
a,s"+a, s" +.+a;stag=0
Ova jednacina naziva se karakteristi¢na jednacina sistema

Izjednacavanjem polinoma u brojiocu sa nulom omogucava da se
odrede nule sistema (z4 z, . z,,):

b, s™+b,,_1s™ +..4+ byst+ by =0



Funkcija prenosa (TF)

Prenosna funkcija sistema predstavlja odnos dva polinoma po s i moze se
predstaviti faktorizacijom polinoma u brojiocu I imeniocu:

_ byn(s—2z1)(s—232)...(5s—2zy)
G(s) = an(s—p1)(s—p2)(s—pn)

Prenosna funkcija predstavlja dinamicku karakteristiku sistema i ne zavisi ni
od pocetnih uslova, ni od oblika ulazne promene.

Za definisanu ulaznu promenu x(t), odziv sistema se dobija jednostavno,
mnozenjem prenosne funkcije sistema sa Laplasovom transformacijom

odstupanja ulaza od stacionarnog stanja, nalazenjem inverzne Laplasove
transformacije 1 dodavanjem vrednosti izlaza u stacionarnom stanju (ys):

y(t)= L7 {G(s) X(S)}+ s



Inverzna Laplasova transformacija
—

71 Postupak resavanja obiénih linearnih diferencijalnih jednadina pomodéu
Laplasovih transformacija bi se mogao Sematski prikazati slikom

obi¢na linearna Laplasova transformacija algebarska jednagina
diferencijalna jednacina ‘ > G(Y,5)=0
g0y, y",..,0)=0 | .
reSavanje
poY
v
y=Af1) < > Y=F(s)
reSenje u In\tzrerznfa Lap l?.s e reSenje u
domenu domenu
VREMENSKI DOMEN

LAPLASOV DOMEN



Inverzna Laplasova transformacija

Inverzna Laplasova transformacija je linearna i definise se

slede¢im integralom:
1 o+ joo

_ r-1 _ 1
f(O) = L7HFO)} = 5= f i F(s)ds
Ova definicija se retko koristi za prakti¢no nalazenje Inverzne

Laplasove transformacije.
NajcCesce se koristi metod Hevisajdove ekspanzije:

Funkcija F(s), ¢iju inverznu Laplasovu transformaciju treba
naci, se prikazuje u obliku zbira jednostavnih funkcija ¢ije se
Inverzne transformacije mogu nac¢i direktno, pregledom
tablica Laplasovih transformacija:

F(8)= F1(s)+ F2 (s)+..+ Fy ()



Inverzna Laplasova transformacija

Inverzna Laplasova transformacija polazne funkcije F(s)
dobija kao zbir inverznih Laplasovih transformacija
pojedinih sabiraka u jednacini:

f(t) = L7HF@E)} = L7HF1(5) } + L7HF2(s) 3 + ... + L7H{Fn(5) }

i) = f1() + f2(0) + ..+ = fu(D)



