P5 — LAPLASOVE TRANSFORMACIJE



Laplasova transformacijo

Laplasova transformacija funkcije f(t) se definise na slede¢i nacin:

f(t) - F(s)

f(t) — original funcije F(s) —slika funkcije

L{f(t)} = F(s)
F(s)=J, f(t)e stdt

gdejeS — 0 ::ja) kompleksna promenljiva




Osobine Laplasove transformacije

. : :
1. Teorema linearnosti

= Homogenost: L{a f(t)} = a F(s); gde je a realna konstanta.

o Aditivnost L{fl (t)"‘fz (t)} — F1 (S)"‘Fz (S)
o Linearnost: L{a1f1 (t)"'azfz (t)} — a1F1 (S)+a2F2 (S)
2. Cisto vremensko kasnjenje
Za dve funkecije istog oblika f(t) 1 f(t-z) gde druga kasni za
prvom za vreme r, se moze definisati:

L{f(t-1)} = e STF(s)
Primer funkcija sa Cistim vremenskim kasnjenjem je trofazni
sistem naizmenicCnih struja.



Osobine Laplasove transformacije

I
3. Pomeranje kompleksnog lika

Pogodno za odredivanje LT funkcija koje sadrze
eksponencijalni faktor e~ %,

L{e~*f(t)} = F(s+a)

4. Konvolucija originala

L{f(t)} = L{fL()*f2(t)} = F1(s)F2(s)



Osobine Laplasove transformacije

_
5. Teorema o izvodu originala

Laplasova transformacija prvog 1zvoda funcije {(t) definiSe se kao:
df(t _
LI = sF(s) - £(07)

gde je f(07) pocCetna vrednost funkcije f(t) u trenutku 0~
Laplasova transformacija n-tog izvoda funcije f(t) definise se kao:
d"f(t) _ 1/a—
L{ — } = s"F(s) — Y- sk f1(07)
gde je £*~1(07) pocetna vrednost funkcije f(t) u
trenutku 0™




Osobine Laplasove transformacije

S =
6. Teorema o integralu originala:

L{f, f@®dt} ==

- Za n-tostruki integral vazi:
F(s)

L{fot ...f(ff(t)d"t} =123,



Osobine Laplasove transformacije

S
7. Teorema o izvodu kompleksnog lika
d"F(s
Lienf(0)) = (~1) L)
8. Teorema o promeni vremenske skale
t
L{f E} =a F(s)

9. Prva grani¢na teorema (vaz uz uslov da ne postoji impuls
u koordinatnom pocetku)

AR SO = g sFe)

10. Druga granicCna teorema
%im f(t) = linOt sF(s)
— 00 s—



Tabela Laplasovih transformacija -
osnovne funcije

f(t) F(s)
u(t) 1
s
o (t) 1
tu(t) n!
Sn+1
et 1
s+1
e 1




Tabela Laplasovih transformacija —

osnovne funcije

f(D)

tne—at

cos(wt)
sin(wt)
e~ *sin(wt)

e cos(wt)

F(s)
n!
(s + a)ntl
S

s? + w?
W
s? + w?
W

(s + a)?+w?
st+a

(s + a)*+w?



Laplasova transformacija funkcija

(signala)
- - - == - -
Odziv sistema na odskoc¢nu funkciju naziva se jediniéni odskocni odziv

sistema,
Jedini¢na odskoc¢na funkcija predstavlja zipicni pobudni signal.

1. Hevisajdov signal (jediniCni odskocCni signal)
_10; t<0
NN =11 t0

h(t) A
1

0 t

oL _at| oo
e st

F(s)= L{ht) = STt)eStdt= [1.eSlat = -=—

1
O+ 0+ S 0 S \




Jedini¢na impulsna funkcija - Dirakov

' Is (Delta i |
2pus( elta impuls)

Jedini¢éna impulsna funkcija predstavlja tipican pobudni signal

Odziv sistema na Jedlnlcnu odskocnu funkciju naziva se impulsni odziv.
3(t) = {? Fg pri emu vazi f&‘» t)dt = 1.
3(t)
o\

R
0 t

Delta impuls se mozZe predstaviti kao izvod jedinicnog odskoCnog signala, pa se pri
odredivanju LT primenjuje teorema o izvodu originala.
dh(t)] 1

LM} =L~ gt | =sLh(®} - h(0)=s5-0 =1 \



Jedini¢ni nagibni signal

e [0; t<O
3. Jedinicni nagibni signal. f(t) = It 0 I f(t)=t-h(t).

—

F t o™ 1
Lith(t)) = JteStdt = - ge'St{ +<feStat=—
0 0

0 S \

—~V



Eksponencijalni signal: x(t)=Ae’t

x(t)=Ae’

gde u opstem sluéaju parametri A i A mogu biti
kompleksni brojevi.

Ukoliko su ovi parametri realni brojevi, onda se signal
naziva realnom eksponencijalnom funkcijom Ukoliko je
realni parametar A pozitivan, tada je signal
eksponencijalno rastudi

Eksponencijalno rastu¢a funkcija se koristi vrlo cesto da
opise neke prirodne pojave koje su po svojoj prirodi
nestabilne.



Eksponencijalni signal: x(t)=Ae’t

Ako je realan parametar A negativan, tada je signal
eksponencijalno opadajudi

Ovakva vrsta signala opisuje mnoge stabilne
pojave u prirodi, kao sto je na primer odziv RC ili
RL kola, emisija nuklearnih cestica iz
radioaktivhog materijala 1 tako dalje.

U grani¢nom slucaju kada je parametar A jednak
nuli, signal postaje konstantan



Eksponencijalni signal: x(t)=Ae!

(1>0.4>0)

/

r(r)

0

s

A<0,4>0




Sinusoidalni signali

Klasa signala koji opisuju jednostavne harmonijske
oscilacije su sinusoidalnim signalima.

Kada parametar A uzme cistu imaginarnu vrednost , tada
signal postaje: A= jw, I tada signal postaje:
x(t) = Ael@ot

gde je w realan broj.

Signal x(t) predstavlja kompleksnu sionusoidu ol primenom
Ojlerofe formule moze se napisati kao:

X(t) = Acos(wgt)+]AsIN(wyt)



Sinusoidalni signali

Ukoliko je parametar A kompleksan: A= |A] ele tada je signal x(t):

X(t)= A &/? e/@ot=|4| ei@ot+o)

X(t)= A cos(wot+ @)+]|A] sin(wot+ @)

Signal Xx(t) je periodican signal, tako da za svako t vazi:

X(1)=x(t+T) , gde je T perioda signala

wo — Kruzna ucestanot (ili krutna frekvencija) I jedinica u kojoj

se izratava je radijan u sekundi [rad/s],

@ - faza signala (fazni pomeraj) I izrazava se u radijanima [rad].
1

(,()0 - 277: fO ,f — ;

fo - frekvencija 1li ucestanot izrazava se u hercima [Hz]



—at

Odrediti Laplasovu transformaciju funkcija e?ti e~ %, a zatim

izracunati Laplasovu transformaciju funkcije y(t)=e%t + e~ *

_
t1_ [° St Je—r [ at =St Je— [  —(s—a)t 3. — 1
o L{e®}=[ f(De~stdt= [~ e e tdt= [~ e~ dt = —
—aty— (® —st Jp— (P ,—at ,—st Jp— [© ,— t g4 — 1
0 L{e™¥)=), f(t)e Sdt—fo e~ e Stdt= [~ e+ dt = —
O L{eat+e‘at}— + —
S—a S+a
- Ako se umesto parametra a uvede jw
wt
DL{B’ }_s]w
D{e ]wt}_
s+]w
_ 1 2s
0 L{edt + e~at}= +——=

sjw sHjO  s2+@?



La signal sa slike odrediti njegovu

Laplasovu transformaciju
-b

0; t<0
1; O<t<a
ft) = -1; a<t<?a

0; a<t
f(t) A
1
0 al 2a >t
! o |
P
1 —
o Prvi korak je definisanje funkci | S
0 | t
pomocu elementarnih signala P IS fommmee
f(t)=u(t)-2u(t-a)+u(t-2a) o

CL{fm)}=1-2 1 e 41 g-2as



Laplasova transformacija signala
N

0; t<0
A..
f(t) = Tt, O<t<T
%; T<t
f(t) A\
Abk———




Laplasova transformacija signala

f(t) = th(t) - 2-(t-1)-h(t-1) + 2:(t-2)-h(t-2) - 2(t-3)-h(t-3) +2-(t-4)-h(t-4) - 2-(t-5)-h(t-5) + (t-
6)-h(t-6)
F(s) = iz [1-267 + 26725 - 2738 4 26745 . 26795 4 ¢765]



Laplasova transformacija trapeznog

signala
N

0; t<0

t; O<t<1
ft) =9 1; 1=t<2

3-t; 2<t<3

0: 3<t

f(t) = th(t) - (t-1)-h(t-1) - (+2)-h(t-2) + (t-3)-h(t-3)
F(s) = i2 [1-e-e25+¢35]
S



f(t)

Laplasova transformacija testerastog

signala
FEOA
W_)
0 1 2 3 t

= th(t) - h(t-1) - h(t-2) - h(t-3) - (-3)-h(t-3)



FUNKCIJA PRENOSA

Funkcija prenosa linearnog kontinualnog sistema sa
vremenski invarijantnim parametrima je definisana kao
kolicnik Laplasove transformacije izlaznog signala i
ulaznog signala uz pretpostavku da su svi pocetni uslovi
jednaki nuli.

x(1) I,

Pobuda Odziv

Y(s)
X(s)

G(s)=



Funkcija prenosa (TF)

Funkcija prenosa se definiSe kao odnos izlaznog i ulaznog signala, pri nultim pocetnim
uslovima.

n

d"y dav1ly dy d™x dm1x dx
a. —+ a —t A=+ AV = - " + —  —+ +bh—+
n g n-1 gm-1 14¢ 0Y = bm dtm bin-1 drm-1 b, dt boX

Koriste¢i 0sobinu izvoda, jednacdina Se moze pretvoriti u s-domen.
(@, s"+a,_1s" 1+..+ a;s+ ag)Y(S) = (b,,s™+b,,_1s™ 1+...+ byS+ by) X(S)

Funkcija prenosa sistema u s-domenu je:

G(s) = Y(s) _ byps™tby,_1s™ 1+...+ bySt b
X(s) aps"ta,_qs"1+...t a8t ag

X(s) predstavlja Laplasovu transformaciju odstupanja ulaza od njegove vrednosti
u stacionarnom stanju,

Y(s) predstavlja Laplasova transformaciju odstupanja izlaza od njegove vrednosti
u stacionarnom stanju.



Inverzna Laplasova transformacija

Inverzna Laplasova transformacija je linearna i definise se:

— 1 a+joo
f(t) = LYFGS) =— ("7 F(s)ds
() = LHFO)} =57 J s F(S)

Ova definicija se retko koristi za prakti¢no nalazenje Inverzne
Laplasove transformacije.
NajcCesce se koristi metod Hevisajdove ekspanzije:

Funkcija F(s), ¢iju Inverznu Laplasovu transformaciju treba
naci, se prikazuje u obliku zbira jednostavnih funkcija ¢ije se
Inverzne transformacije mogu naci direktno, pregledom
tablica Laplasovih transformacija:

F(8)= F1(s)+ F2 (s)+..+ Fy ()



Inverzna Laplasova transformacija

Za odredivanje imnverzne Laplasove transformacije su od
posebnog znacaja polovi funkcije F(S), 1 tu se mogu uociti
Cetir1 karakteristiCna slucCaja:

1. Svi polovi funkcije F(s) su realni | prosti;

2. Postoje konjugovano kompleksni polovi, a realni su, ako

postoje, prosti;

3. Funkcija F(s) ima viSestruke realne korene;

4. Funkcija F(s) ima visestruke konjugovano kompleksne
polove.



Rastavlanje funkcije prenosa na sumu
parcijalnih razlomaka
Pri reSavaniju obicnih linearnih diferencijalnih jednacing,

funkcija F(s) Ciju inverznu Laplasovu transformaciju treba
nadi, dobija se kao odnos dva polinoma po s:

_ Zy(s)
F(S) — , Kada se izvrSi faktorizacija u imeniocu dobija se
Py(s)

Zy(s)
F(s) = -
an(s—p1)(s—p2)(s—pn)
gde su pi (i=1,...,N) nule polinoma Py(s), 1 ako su sve ove vrednosti

razliCite, funkcija F(s) se moze izraziti kao zbir parcijalnih razlomaka
od N ¢lanova:

E(s) = r r2 + o+ n
(5) (s—p1) (s—p2) (s—pnN)




Rastavlanje funkcije prenosa na sumu
parcijalnih razlomaka

Nepoznate konstante ry , 7, , ... ,1;, odreduju se po formuli.
ry = lim [(s — p)F(s) |

S—™P1
r, = lim [(s — p2)F(s) .

S—™P2

Iy = Sl_i)glN[(S —pn)F(s) ]

Ako se neki pol ponavlja vise putam tada se koristi formula:

Aq A3 An r2 N
F(s) = + + ...+ + + ...+
(S) (s—p1)“ (S—p1)n_1 (S—pl) (S—pz) (S_pN)

Primenom L{e%t} = ﬁ dobija se f(t)



P1. Rastaviti funkciju prenosa G(s) na sumu

parcijalnih razlomaka:

. 2
G(s) T s(s+1)(s+2)
Redenje: (3(5.):7;1 + 2 43
S S+1 S+2

_ [ 2 ]_ I [ 2 ]_ 2 _
= Ss(s+1)(s+2) ~ 20 (s+1)(s+2)] (0+1)(0+2)

o 2 o 2 1. 2 _
2= Sll)IIll _(S +1) s(s+1)(s+2)| 51—1}111 s(s+2)]  (-D(-1+2)

o 2 . 2 1. 2 _
3= Sllff‘z _(S +2) s(s+1)(s+2)| sl_@z s(s+1D)|  (-2)(-2+1)

1 2 1
G(s)=—--—+—

s s+1 s+2



Resavanje obicne linearne diferencijalne jednacdine koriséenjem
Laplasove transformacije: P2. Resiti diferencijalnu jednadinu:

d®x dx _ . . T
3@ + 5E + 2X =0, za pocetne uslove x(0)=01i x'(0) = 0.5

Primenom Laplasove X(s)=L {x(t)}) transformacije na levu i
desnu stranu dob1jamo jednacinu:

352 X(s) +5s X(s) +2 X(s) =0

Zamenom pocetnih uslova dobijamo jednacinu:

3 [ s% X(s) - s X(0) - x"(0)] +5 [s X(s) - X(0)] +2 X(s)=0

(3 s2+55+2) X(s)=1.5

Resenje polazne diferencijalne jednacine u Laplasovom domenu:

1.5
X = 325542




ResSavanje obicne linearne diferencijalne
jednadine koriséenjem Laplasove transformacije

Da bi se dobilo resenje u vremenskom domenu potrebno je naci
Inverznu Laplasovu transformaciju izraza.

U tom cilju treba prvo izvrsiti faktorizaciju polinoma u imeniocu.
Resavanjem kvadratne jednacine 3s%+5s+2=0

Nule polinoma u imeniocu su s;=- 11 s,=-2/3, tako da se gornja
jednacina moze napisati u obliku:
1.5 1.5 0.5 1

X(s) = : = : — : — + 2
(5) = 275572 3(s+1)(s+3) (s+D)(s+3) S+ s+2

= lim [(S + 1) ] -1.5
s——1 (s+1)(s+—)
= 1 - 1.5
2= s [(S )(s+1)(s+—)]
-15 15 _ 15 15

X(8) =

s+1 s+2/3 T s+2/3  s+1



ResSavanje obicne linearne diferencijalne

jednadine koriséenjem Laplasove transformacije
_

o Primenom inverzne Laplasove transformacije iz tabele:

L 1}= et

st+a

I:l)((s): 1.5 _ 1.5
s+2/3 s+1

- Dobrija se reéenje u vremenskom domenu

5 X()=15L"1——}-15£" 1{—} 1 5e3¢- 1.5~

s+2/3
- ReSenje polazne diferencijalne jednacine, za date
pocetne uslove je:

0 x(t):1.5(e§t- e )



P3. Odrediti inverznu laplasovu
transformaciju funkcije

3s2+4s+7
G(s) _(s+1)(s+5)(s+8)
Resenje: G(s)— 2 4
S+1 S+5 S+8
| 3s2+4s+7 | 3s%+4s+7] 6 3
7= lim
I 5 _(S +1) (s+1)(s+5)(s+8) Sl_1>m1 (s+5)(s+8)| 28 14
— 1 - 352 +4s5+7 . [3s2+4s+7 1 62 _ 31
2= sl—l>r£15 _(S +5) (s+1)(s+5)(s+8) sl—lgls (s+1)(s+8)]| -12 6
3s+4s+7 | . [3s2+4s+7 | _167
e Sl—l>m8 (s +8) (s+1)(s+5)(s+8)| sl—lgls (s+1)(s+5)| 21

3 1 31 1 167 1
G(s)= - I
14 s+1 6 s+5 21 s+8

— 31 — 167 —




4. Resiti diferencijalnu jednacdinu:

dZ
25 d_t: + X = 1, za pocetne uslove x(0)=0i x' (0) = 0

Primenom Laplasove (X(s)=L {x(t)}) transformacije

na levu 1 desnu stranu dobijamo jednacinu:

25 52 X(s) + X(8) = ~

(25 5% +1) X(5) =

1 1 1/25

X() = {35 2 71) ~ 2552 +1/25) ~ s(2 +1/25)

Funcija imatripola: s;=1; s,=-J1/51s3=)1/5



4. Resenje

| 1/25 A B C
X(s)= — ——=— T —
s(s+1/5j)(s-1/5j) s s+1/5] s-1/5]

Koeficijente A, B'i C ¢emo odrediti koriS¢enjem jednacine (2.2-23):

, 1/25 1/25 1/25
A=1lim]| s — — | ==
s—o |  s(s+1/5j)(s-1/5]) | (1/5/)(-1/5j) 1/25
B~ tim |(s+1/5) 0 |12 ]
s—>-1/5] s(s+1/5j)(s-1/5]) | (-1/5))(-2/5)) -2/25 2
. - 1/25 1/25 1/25 1
C=lim |(s-1/)) T T a5
5—>1/5] s(s+1/3))(s-1/57) | (1/5j)(2/5)) -2/25 2

Tako da se X(s) dobija kao sledeci zbir parcijalnih razlomaka:
V(t)= K x(1)



4. Resenje
N

Primenom inverzne Laplasove transformacije, dobija se:

1l 1 ) | I
)= 1)\ _ = =1 _ '?J
== {S} 25 {s+]/5j} 2 {3-1/5]}

:]—iex (—] 'rJ-jex (f 'r]
2 p_ 5]', 2 p_5j'_

Ovaj izraz se moZe pojednostaviti, jer zadnja dva Clana mogu da se prikaZzu kao cos(#/5):

x(t)=1- cosj_f



5. Odprediti inverznu Laplasovu transformaciju funcije:

_ 1
0 G(s) = s(s+1)s(s +2)s(s +3)
G(s) — 1 _A B C D
O = G e 5 skl 58 V48
S 1 1
&= elal—IR)s(s+1)(s+2)(s+3) elsl—%(s+1)(s+2)(s+3) 6
B =l s+1 — 1 . =h
o155 +1)(5+2)(E+3) so1s(s+2)(s+3) 2
. s+ 2 1 4
K= s]—l>m2 s(s+1)(s+2)(s+3) sl—>—2s(s+1)(s+3) 2
L s+3 1 =1
= sl—l>m3.s(s+1)(s+2)(s+3) sl—1>I£133(s+1)(s+2)_ 6
1 1 1 1
G(s)=§—sj—1+sj-2—si3
!

B TR W
g(t)—6—2e gt e g



P6. Odrediti inverznu Laplasovu
transformaciju funcije:

4s+9

G(s )_s(s 3)(s+3)

Resenje:
Resenje: G(S)Z% + 2 + s
= 1 ' 4549 ] 4s+9 |9 __4
17 550 |7 s-3)+3)] 550 [-3)s+3)| —9

B, _3 45+9 . [ 45+9 ] 21 _ 7
2= Sl_rg (s )s(s 3)(s+3) sl—rg s(s+3)] 18 6

4s5+9 B 4s5+9 _—3_ 1

3= Shrflg [(S +3) s(s—3)(s+3) Sl_1)m3 s(s—3) ~ 76

1 7 1 11

_—— 4 — -——
G(s) s'6s3 6 s+3

g(t)=-u(t)+ - L e3t — 6e‘3t




Sluéaj 2. Funcija ima konjugovano

k lek |
<ompleksne polove

Pretpostavka je da jednacina Q(s)=0 ima samo jedan par konjugovano kompleksnih
polova (s1 i S2=S 1) a da su svi ostali (S3, S4, ...,Sn) realni i prosti:

F(s)= P(s) bmsm + bm_lsm_]+...+b15+ bp Kj KT K» Kq

= = + + +
QS (s=sp)(s=s1)(s=53)(s—sp) 751 (s—sp) G=s2)  (5=sn)

Akoje: sj=—a+jo i ST =—0o—jo, Tadaje: Ky=-a+jbi KT =-a—jb.
n

a+ b N a—jb

K1 e N

F(s) = | . Z k :2a(s+a) 2bc:-+ Z k
(s+o)—jo (s+a)+jo L3575k (s+c:r_}2+c02 L3575k
B (s+a) B ® = Kk

F(s)=2a 5 3 2b 5+ >

(s+0)” +® (s+u)2+m k=3>" 5k
Inverzna Laplasova transformacija je:
11
f(t)= 2ae M cos(mt) — 2be”Ht sin(ot) + D Kkeskt :
k=3
Koeficijent Ki=a+jb se izraCunava prema obrascu:
P(s)

Q(S)L— —0 + JO |

K = a+jh:[(s+a—jm}



Sluéaj 2. Funcija ima konjugovano

kompleksne polove
-b

3s+7

Odrediti inverznu Laplasovu transformaciju funkcije: F(s) = :
(52 +25+2)(s=3)(s+3)

Resenje:
e
K K K K
E(s)= 1 —+ L —+ 3, 4
(s+1-3) (+1-]) (s+3) (s—3)
: 3s+7 —19 + j42
K= (s+1-)) ————— -—— =
(s+1-=pPs+1+P(s—3)(s+3) Gm e 170
=—1+]
—19 — j42
K:{=7j
170
3s+7 1
K3=(s+ 3)1:(5)‘5:_3 =— ‘ =1
(% +2s+ 2)(5—3)‘82_3
3s+7
Kyq=(-3F@s)_5= 3 =5
(5% +2s+2)(s+ 3)|g_3
19+ 42 1 -19-42 1 1 1 g8 1
F(s)=—— s L, 8 1
170 s+1—7] 170 s+1+3 15(s+3) 51(s-3)
19s+61 I 1 g 1
=— +— +— =
85((s+1)2 +12) 15(s+3) 51(s-3)
19 s+1 42 1 1 1 8 1

85 (S+1:)2 +12 85 (S+1)2 +12 15 (S+ 3) 51 (8—3)

19 - 42 . 1 3 8
f(t)y=——e¢ t(:()S.t——e ts.11:1‘r+—e 3t+_e3t_



Sluéaj 2. Funcija ima konjugovano

k lek |
_ Jompleksne polove

Ovaj pristup je komplikovan jer zahteva puno racuna sa kompleksnim brojevima, pa se da
primeniti jednostavniji nacin:

F(s) = 3s+ 7 3 As+B C D

= + + -
(52 +25+2)(s=3)(s+3) (5% +2s+2) (5+3) (5-3)
_ (A+C+D)s> +(B—C+5D)s” + (8D—9A —4C)s+ (6D - 9B—6C)
(52 +25+2)(s=3)(s+3)
Sada se formira sistem jednacina:

A+C+D=0
B-C+5D=0
-9A-4C+8D=3
-9B-6C+6D=7
19 61 1

. . 8
ReSenjasu: A=——:B=——:C=—:D=—.
83 85 15 51

Sada je:
1 19s+61 1 1 g 1
F(s)=—-— — —
& =5 e = T 15(823) " 51(_3)
Za original f(t) se dobija isto reSenje:

t

19 _ 42 _¢ . 1 3 8 3
f(t)=——e ' cost——e Usint+—e ' +—e ',
85 85 15



Sluc¢aj 3: Funcija F(s) ima visestruke

realne polove
-—

Pretpostavka je da jednacina Q(s)=0 ima jedna viSestruko (trostruko) resenje s4, a da su
ostali polovi fukcije F(s) realni i prosti.

P(s) bys™ + bm_lsm_1+...+bls+ bg

Q) (s—s51)°(s—54)...(5—5p)
Dalje se F(s) razvija u parcijalne razlomke:
TOPRAC NS | B ¢ BN ¢ . SR |
Q(s) (5—31)3 (s— 51)2 (S_Sl) (s— 54) (S_SH)
Koeficijenti se izraCunavaju prema izrazu:

Ki1= (S S )3 (S)]
$=8]

F(s)=

Q(s)

4 2]
Klz—_ds((s s1) ) le

2
K13 :;[:1132((5 51)° gg)]
s=58]

Opsti obrazac za koeficijente K, m=1,2,...,p viSestrukog pola s=s;, visestrukosti p jeste:

1| qm-l P P(s))
- °r

Inverzna Laplasova transformacija polazne funkcije je:

2 Sl'['

n
f(t)_—Kllt ST L Kpnted1t + Kyzetl + ZKieSit

i=4



Primer:
45+ 9

Qdrediti inverznu Laplasovu transformaciju funkcije: F(s) = . :
(s+2)7(s+3)

ResSenje:

Kir K12 P ER.Y'

F(s)= 3 -
Ki :|:{S+2)31:(5):l 45+9 _1
s=—2 s+3 §=—2
K12=[i((5+2)31:(5)]} {34.519} -— 2 =3
ds \ S— 7 ds s+ 3 s=—2 (s+3) «
2
1] d
KIB[ [(5‘+ 2)" F(S}]] =—3
dfs = 2
45+ 9
K4 =(s+3)F(s)_ 5= 2 =3
T (5+2)7)
3 3 3

F(s)=

— + —— -
(5‘+2)" (s+2)> (+2) (s+3)

f(t)=— t2e ™20 4 3te™2t _3e720 4 3¢



Primer:
45+ 9

(s+ 2)3(s+ 3) |

Odrediti inverznu Laplasovu transformaciju funkcije: F(s) =

ResSenje:

Moguc je i drugaciji pristup:
A B C D
F(s)=

-

+ + =
s+2)° (s+2)7 6+2) (5+3)

B (C+ D)s3 +(B+7C+ 6D}52 +(A+5B+16C+12D)s+3A +6B+12C+ 8D

(s+ 2)3(5+ 3)

45+ 9

(s+2)7 (s+3)
Dobija se sistem jednacina:
C+D=0
B+7C+6D=0
A+5B+16C+12D=4
3A+6B+12C+8D=9
Cija su reSenja: A=1; B=3; C=-3; D=3. Sada je postupak do kraja isti kao kod prethodn
nacina.




Slucaj 4: Funcija F(s) ima visestruke

konjugovano kompleksne polove
-%

Ovaj sluCaj se reSava primenom konvolucije. o

Primer:
1

(32 + m2 )2

Odrediti inverznu Laplasovu transformaciju funkcije: F(s) =

Resenje:
Polovi funkcije F(s) su sj 2 =s34 =+jo . F(s) poseduje dvostruki par konjugovano
kompleksnih polova.

f(t):L‘1{ 21 S 21 2}2%151{ 2‘” - 2‘” 2}: 12 [sin(ot) * sin(ot)]

S“+m° S+ ® S +m° S +o ®
1 ! | !
f(t) = —2_[ sin(ot) sin(o(t — 1))dt = ——2_[ [cos(at) — cos(a(t —21))|dt
0 207 4
f(t) = ! 3 [sin(mt) — ot cns(mt)] .

2m



