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PREDGOVOR

Ova knjiga je nastala kao rezultat viSegodiSnjeg drzanja nastave na predmetima Osnovi
elektrotehnike i Elektrotehnika u Visoj elektrotehnickoj Skoli. Knjiga je pre svega namenjena
studentima smerova Nove racunarske tehnologije, Audio i video tehnologije i Menadzment u
elektrotehnici na predmetu Elektrotehnika, a moze koristiti i studentima drugih smerova u Visoj
elektrotehnickoj sSkoli, kao i studentima drugih viSih elektrotehnickih Skola.

S obzirom da iz predmeta Elektrotehnika nije postojao adekvatan udzbenik ili zbirka, studenti su
gradivo ucili iz belezaka sa predavanja i vezbi. Autori su Zeleli da studentima maksimalno olaksaju
savladavanje gradiva, i to tako Sto su u ovoj knjizi objedinili teorijske osnove, zadatke, koji su
tokom godina radeni na ¢asovima racunskih vezbi, kao i test pitanja, koja se nalaze na kraju svake
oblasti. Na kraju knjige nalazi se matematicki podsetnik koji sadrzi odredene oblasti iz matematike
neophodne za pracenje gradiva predvidenog ovim predmetom. Teorijske osnove na pocetku
svakog poglavlja izloZzene su u formi pitanja i odgovora, i sluze samo kao podsetnik studentima koji
su gradivo naudili na Casu ili iz udzbenika.

Ovo je druga od dve knjige i u njoj su obradene dve oblasti: magnetizam i vremenski promenljive
prostoperiodi¢ne elektricne struje.

Teorijske osnove i test pitanja pripremila je profesor mr Sonja Krsti¢. Zadatke je pripremila Iva
bukic.
Autori se zahvaljuju recenzentima, mr Aleksandri Gavrilovi¢ i dr Petru BoSnjakovitu, koji su

detaljno procitali tekst i ukazali na neke nedostatke.

Iako je knjiga pisana pazljivo i viSe puta proveravana, moguce je da se moze naci poneka greska.
Autori Ce biti zahvalni svima koji im na greske ukazu.

U Beogradu, Autori
4.10.2010.
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III ELEKTROMAGNETIZAM

ITII.1 STALNA ELEKTROMAGNETNA POLJA
ITI.1.1 MAGNETNA INDUKCIJA
TEORIJSKA OSNOVA

U prirodi su magnetne pojave prvi put uocene u okolini rude gvozda magnetita, koja se ponasa
kao stalni magnet.

Magnetne pojave postoje i u okolini svakog naelektrisanja koje se krece. Zato je za
objasnjavanje osnovnih magnetnih pojava uzeta mala zamisljena strujna kontura nekog
naelektrisanja u kretanju (sli¢no kao probno naelektrisanje u elektrostatici).

Sta je glavni parametar strujne konture?
— Glavni parametar strujne konture (svake, pa i probne) je njen magnetni moment:
m=1I.5
% v v
1 S Njega Cine proizvod struje te elektricne strujne konture i orijentisane

povrSine te strujne konture. PovrSina je orijentisana jedini¢nim
vektorom normale:

S=S-n

Sta se dogodi ako probnu konturu unesemo u magnetno polje?

— Kontura ce se postaviti tako da ¢e pravac i smer normale na konturi definisati pravac i smer
polja. Ako postavimo konturu u neki drugi poloZaj javiée se mehanicki moment sila koji tezi da
vrati strujnu konturu u prvobitni polozaj:

M=mxB=1I-SxB
— Brojni eksperimenti pokazuju da maksimalni mehanicki moment ne zavisi od oblika konture
(potrebno je da je ravna i dovoljno malih dimenzija), vet je:

3 L =
| Mo 1= 11511 B | sinl# B =1 | 1 81

Sta je magnetna indukcija?
— Koliénik maksimalnog mehanickog momenta i magnetnog momenta konture:
I o |= I Mmax I
| m |
je uvek konstantan i jednak za sve probne konture. Zato je taj odnos proizveden u novu fizicku
veli¢inu magnetnu indukciju.
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— Magnetna indukcija B je vektorska veli¢ina (deluje razli¢ito u razli¢itim pravcima i
smerovima oko naelektrisanja koja se krecu).

Linije magnetne indukcije u okolini provodnika sa

strujom su koncentri¢ne kruznice. Pretpostavlja se da je Tf
struja ravnomerno rasporedena po poprecnom preseku
provodnika.

Rl

Sta su to linije magnetne indukcije?
— Linije na koje je vektor magnetne indukcije uvek
tangentan.

Linije magnetne indukcije izviru iz severnog (N), a uviru u juzni (S) pol.

Koja je jedinica za magnetnu indukciju?
— Tesla [T].

Na pravolinijski provodnik duzine / kroz koji protice elektricna struja 7, koji se nalazi u
spoljasnjem magnentnom polju indukcije B, deluje magnetna sila:

F=I.IxB.

Ako se elektri¢na struja posmatra na nivou naelektrisanja koja se kre¢u, magnetna sila moze se
izraCunati kao:

—

F=Q vxB.

!

Ova sila se zove Lorencova sila.
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Primer: pravolinijski provodnik duzine /, kroz koji protiCe stalna elektricna struja jaCine 7, nalazi
se u spoljaénjem homogenom magnetnom polju indukcije B. Na njega deluje magnetna sila
F, smera kao na slici. (Orijentacija provodnika / uzima se prema smeru struje koja kroz
njega prolazi.)

9

\ B
9 »

RXF F-I.ixB

1

(FI=1171-1 815/, B)=1171-18) 572"

F=1B

N~
—>
N
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ZADACT

III.1.1.1 Pravolinijski provodnik, duzine /=2 m, sa strujom jaine 7=0,5A, nalazi se u
homogenom magnetnom polju, indukcije B= 1T, i postavljen je normalno na linije polja. Odrediti
silu koja deluje na provodnik (njen intenzitet, pravac i smer).

Resenje:

~
—>
~
=~
—
~

Slika III.1.1.1.1

Na slici III.1.1.1.1 prikazan je pravolinijski provodnik u homogenom magnetnom polju, gledano iz
dva ugla. Na slici je prikazan vektor / , koji ima intenzitet jednak duzini provodnika, pravac koji se
poklapa sa pravolinijskim provodnikom i smer koji se poklapa sa smerom prostiranja struje kroz
provodnik. Sila koja deluje na provodnik je:

F=I-1xB
. . . S . . 1
\E\=I\7|-|B|sinl/,B)=1|71|5]si z

F=IIB=05A-2m-1T=1N

Pravac sile, kao rezultat vektorskog proizvoda vektora /i B, normalan je na ravan koju obrazuju
ova dva vektora. Smer sile odredujemo primenom nekog od pravila: pravila desne ruke, pravila
tri prsta ili pravila desne zavojnice (tj. zavrtnja). Prema pravilu desne ruke ispruzeni palac ¢e
pokazivati smer vektora (u na$em slucaju vektora F) dobijenog vektorskim mnoZenjem dva
vektora (7 i B), ako savijeni prsti pokaziju smer okretanja prvog vektora (7 ) kojim bi se on
najkraéim putem poklopio sa drugim vektorom (B ). Prema pravilu tri prsta ako palac usmerimo
kao prvi vektor (7 ), kaZiprst kao drugi (B ), sredniji prst ¢e pokazivati rezultat vektorskog proizvda
ova dva vektora (£ ). Po pravilu desne zavojnice smer rezultata vektorskog proizvoda ( F ) poklapa
se sa smerom kretanja zavojnice, ako bi se ona okretala zajedno sa prvim vektorom (/), tako da
se najkra¢im putem poklopi sa drugim vektorom (5).

1d7 [07 a’
— ? —> F =4 g
B B A§>/ F

Slika III.1.1.1.2
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I11.1.2 OSNOVNI POJMOVI O MAGNETNIM MATERIJALIMA

TEORIJSKA OSNOVA

e Svi magnetni materijali, i prirodni i sinteticki, mogu se podeliti prema svom magnetnom

uredenju na:
— materijale sa slabim magnetnim uredenjem,
— materijale sa jakim magnetnim uredenjem.

MATERIJALI SA SLABIM MAGNETNIM
UREDENJEM
e TOosu:
— dijamagnetici (relativna magnetna
permeabilnost y, im je neznatno manja
od 1),
— paramagnetici (relativna magnetna
permeabilnost y, im je neznatno veca

od 1).

e Kod ovih materijala je zavisnost izmedu
magnetne indukcije i jaine magnetnog polja
linearna.

AB

MATERIJALI SA JAKIM MAGNETNIM
UREDENIJEM

To su:

— feromagnetici (relativna magnetna
permeabilnost 4, im je mnogo veca od
1),

— ferimagnetici (relativna magnetna
permeabilnost 4, im je mnogo veca od
1),

— antiferomagnetici (kod njih se
medusobni uticaj domena ponistava).

e Kod ovih materijala je zavisnost izmedu
magnetne indukcije i ja¢ine magnetnog polja
nelinearna.

AB

e Za primenu u elektrotehnici su najznacajniji fero i ferimagnatici. Oni se mogu podeliti i prema
svojoj prvobitnoj krivoj magneéenja (vidi na strani 8), na:

— magnetno meke,
— magnetno tvrde.

II1.1.2 Osnovni pojmovi 0 magnetnim materijalima - 7EORIJSKA OSNOVA




MAGNETNO MEKI MATERIJALI

Ovi materijali imaju uspravnu krivu
prvobitnog magnecenja (jako veliku
relativnu magnetnu permeabilnost 4, ).

Histerezisna petlja im je uska i uspravna,
pa su i histerezisni gubici veoma mali.

Primenjuju se u naizmenicnim
promenljivim magnetnim poljima, za
izradu limova za transformatore i
elektricne masine.

AZ

-

Ty

MAGNETNO TVRDI MATERIJALI

Ovi materijali imaju poloZeniju krivu
prvobitnog magnedéenja (relativna
magnetna permeabilnost x im je velika,
ali ne kao kod magnetno mekih
materijala).

Histerezisna petlja im je polozZenija i ima
veCu povrsinu, pa su i histerezisni gubici
veliki.

Primenjuju se za izradu stalnih magneta
(jer bi primena u naizmeni¢nom polju
bila preskupa zbog velikih histerezisnih
gubitaka).

Ty

II1.1.2 Osnovni pojmovi 0 magnetnim materijalima - 7EORIJSKA OSNOVA




I11.1.3 AMPEROV ZAKON
TEORIJSKA OSNOVA

e Kako glasi Amperov zakon?

— Cirkulacija vektora magnetne indukcije duz zatvorene konture jednaka je proizvodu
magnetne permeabilnosti vakuuma ., i sume svih struja koje ta kontura obuhvata:

fédi =,uoz.l'k
Fol k

— 4, je magnetna permeabilnost vakuuma i vazduha (i joS nekih materijala sa slabim
magnetnim uredenjem):

2 N .. H
ﬂo=4ﬂ'107F|I|[a]

e Sta se izracunava Amperovim zakonom?
—  Vektor magnetne indukcije B . Drugim recima, Amperovim zakonom se posmatra doprinos
vektora B du? Zeljene konture (putanje).

¢ U kojoj materijalnoj sredini vazi Amperov zakon?
— U vakuumu, vazduhu i materijalnim sredinama sa slabim magnetnim uredenjem (na primer,
paramagneticima).

e A udrugim materijalnim sredinama?
— U drugim sredinama vazi uopsteni Amperov zakon.

e U cemu je razlika izmedu Amperovog i uopStenog Amperovog zakona? Zasto uopste postoje
dva zakona?
— Uopsteni vaZi za sve materijalne sredine. Ukljucuje i magnetizaciju magnetika.

e A kako glasi?
— Cirkulacija vektora jacine magnetnog polja duz zatvorene konture jednaka je sumi svih
struja koje ta kontura obuhvata:

gde je M vektor magnetizacije (vektor gustine magnetnog momenta).

¢ Koja je jedinica za jacinu magnetnog polja?
A

m

e Koja je jedinica za vektor magnetizacije?
A

m

ITI1.1.3 Amperov zakon - TEORIJSKA OSNOVA



A Sta je to magnetizacija materijala?

— Kada se neki fero ili ferimagnetni materijal unese u spoljasnje magnetno polje dolazi do
magnetizacije tog materijala. To se objasnjava postojanjem domena u materijalu. U okviru
jednog domena su svi magnetni momenti strujnih kontura orijentisani u istom smeru, ali su ti

smerovi razliCiti za razli¢ite domene.

— Kada se ovakav materijal unese u polje, postepeno dolazi do |41 7
odnosno do preusmeravanja vektora 1|7 g
magnetnog momenta u smeru spoljasnjeg magnetnog polja. To je
okarakterisano prvobitnom krivom magnecenija i histerezisnom krivom:

namagnetisavanja domena,

NS S
«— <«
«— <« ™

PRVOBITNA KRIVA MAGNECENJA

AB
- —
0 1
e Ako materijal prethodno nije bio

namagnetisan kriva kreée iz koordinatnog
pocetka.

e Bs — zasicenje, kada su svi momenti
svih domena orijentisani u smeru polja.

e Daljim povecanjem spoljasnjeg polja ne
moze se niSta posti¢i u smislu povecanja
indukcije

HISTEREZISNA KRIVA

e Histerezisna petlja karakteriSe ponasanje

nelinearnih  magnetnih  materijala u
naizmeni¢nom  spoljasnjem  magnetnom
polju.

e Kad je postignuto zasi¢enje ne moze se
viSe povedavati indukcija.

e Kad se smanjuje intenzitet polja istog
smera indukcija opada, ali sporije nego po
prvobitnoj krivoj magneéenja.

e Kad polje padne na nulu postoji
zaostala (remanentna) indukcija Bg.

e Kad polje promeni smer i poCne da raste
u suprotnom smeru, indukcija u jednom
trenutku padne na nulu. Vrednost polja kad
je indukcija nula je koercitivnho polje — Hc.
e Kad polje dalje raste u suprotnom
smeru, opet magnetna indukcija ulazi u
zasicenje.

e Ovaj proces se ponavlja za svaki
naizmenicni ciklus.

II1.1.3 Amperov zakon

- TEORIJSKA OSNOVA




Histerezisna kriva predstavlja nelinearnu zavisnost vektora magnetne indukcije od vektora
jacine magnetnog polja, Sto je slucaj kod nelinearnih materijala (fero i ferimagnetici).

Ako je materijal linearan (na primer, paramagnetici), onda je zbog linearne zavisnosti vektora
indukcije od vektora jacine polja proracun mnogo jednostavniji:

B=pyu-H=puH
gde su x4, - magnetna permeabilnost vakuuma

4. - relativna magnetna permeabilnost
4 - apsolutha magnetna permeabilnost

Cesto se i grafik nelinearnog materijala moze /V
linearizovati u odredenom segmentu. Tako se
pojednostavljuje proracun. — B=uH
L~
>
H

ITI1.1.3 Amperov zakon - TEORIJSKA OSNOVA



ZADACT

II1.1.3.1 a) Kolika je magnetna indukcija u tacki A, koja se nalazi na
rastojanju /A =2cm od beskonacnog prvolinijskog provodnika sa [T
strujom jacine 7= 2 A?

b) Ako bi se na rastojanju /2 = 2 cm od provodnika, paralelno sa njim,
postavio drugi pravolinijski provodnik duzine /=1 m, sa strujom jacine A
I'= 1A, istog smera kao struja 7, kolika bi sila delovala na taj provodnik? ———-——»e
Da li je ova sila privlacna ili odbojna?

Resenje:
d
""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""" e A
a) o)

Slika III.1.3.1.1

Smatra¢emo da je struja ravhomerno rasporedena po poprecnom preseku provodnika pa su zbog
simetrije linije vektora magnetne indukcije kruznice sa centrom na osi provodnika, kao Sto je
prikazano na slici I11.1.3.1.1. Vektor magnetne indukcije B je u svakoj tacki tangentan na ove
linije. Smer vektora B odredujemo na osnovu pravila desne ruke, odnosno pravila desne
zavojnice u odnosu na smer struje kroz provodnik. Po pravilu desne ruke ako se palac
postavi paralelno sa provodnikom i ispruzi u smeru struje, onda smer savijenih prstiju
pokazuje smer vektora magnetne indukcije (slika III.1.3.1.2a). Po pravilu desne
zavojnice, zavojnica postavljena paralelno sa provodnikom, kretace se u smeru struje
koja tece kroz provodnik, ako se zavrée u smeru koji se poklapa sa vektorom
magnetne indukcije (slika II1.1.3.1.2b). Pravilo desne ruke, odnosno zavojnice, koristi se i za
odredivanje smera vektora, koji je rezultat vektorskog proizvoda dva vektora, sa kojim smo se sreli
kod odredivanja sile na provodnik sa strujom koji se nalazi u magnetnom polju (zadatak III.1.1.1).

II1.1.3 Amperov zakon - ZADACT
10




_

a) pravilo desne ruke b) pravilo desne zavojnice

Slika III.1.3.1.2

Radi boljeg razumevanja, na slici II1.1.3.1.1b prikazan je presek u ravni normalnoj na provodnik
(provodnik je normalan na papir, pa su linije vektora magnetne indukcije paralelne sa ravni
papira). Na istoj slici pod a) prikazan je pogled sa strane (provodnik je u ravni papira, a linije
vektora magnetne indukcije su normalne na papir).

Primenimo Amperov zakon na konturu C koja se poklapa sa linijom magnetnog polja, tj. sa
kruznicom prikazanom na slici II1.1.3.1.1b. (Konturu C na koju primenjujemo Amperov zakon
mozemo proizvoljno odrediti, ali je za racun najlakSe usvojiti konturu koja se poklapa sa linijom
magnetnog polja.) Kruznicu mozemo usmeriti proizvoljno. Usvojimo smer kruznice koji se poklapa
sa smerom vektora B (slika II1.1.3.1.1b). Podto se provodnik nalazi u vazduhu moZemo primeniti
Amperov zakon u obliku:

§Bd7 =,uOZIk .
C k

d/ je beskonacno mali deo konture G a vektor dl je usmeren kao kontura C i prikazan je na slici
I11.1.3.1.1b. ZIK predstavlja algebarski zbir struja koje su obuhvacene konturom G i to struje
k

Ciji je smer vezan sa smerom konture C pravilom desne ruke uzimaju se sa pozitivnim predznakom,
i obrnuto. U nasem slucaju konturom C je obuhvacen samo provodnik sa strujom 7, Ciji je smer
vezan sa smerom konture pravilom desne ruke, pa je predznak ove struje pozitivan.

Sa slike II1.1.3.1.1b vidi se da su vektori B i d/ u svakoj tacki konture istog pravca i smera , pa
je ugao izmedu njih uvek jednak nuli (cos 0 = 1). Primenimo ovu cinjenicu na skalarni proizvod

ova dva vektora: 1

§6.-d <§5-d-coslE dl )~ {8 = oI
c c c

U svim tackama na konturi C vektor B ima isti intenzitet, pa se intenzitet ovog vektora moze
izvuéi kao konstanta ispred integrala:

BYdl = ol .
c

II1.1.3 Amperov zakon - ZADACT
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Integral §d/ predstavlja zbir elementarnih delova &/ po konturi G pa je integral upravo jednak
c

obimu konture C. Kontura C je kruznica poluprecnika 7, pa je obim jednak 27r, . Konacno je:

y77y 4
Zamenimo brojne vrednosti iz zadatka:
, 4r107 N 2A
B =10 - A =2.107"2T=2.10°T

2z, 27-2-1072m

b) Na slici III1.1.3.3.3 prikazan je sistem ova dva provodnika. U svim tackama provodnika sa
strujom 7, provodnik sa strujom 7 stvara magnetno polje, indukcije koju smo izracunali u zadatku
pod a). Kao Sto se vidi sa slike, vektor magnetne indukcije je normalan na provodnik sa strujom I
Pravilom desne ruke ili desne zavojnice odredujemo smer sile. Prema zadatku II1.1.1.1 je:

F=I-1xB
1
|,E|=1r'|/|-|B|sin(/,é)=1'|/|-|z§|;.u=|/§/v
F=I-/-B=1A-1m-2-10°T=2-10"N

Vidimo da je u ovom slucaju sila privlatna. Da je smer struje /' suprotan, i sila bi bila suprotnog
smera, tj. sila bi bila odbojna. Na osnovu ovoga mozemo zakljuciti: ako su struje kroz dva
paralelna provodnika istog smera, sila izmedu njih je privlana, i obrnuto, ako su struje kroz dva
paralelna provodnika suprotnog smera, sila izmedu njih je odbojna.

A
Ir

~

< —Or
F

\n\l/‘k

Slika III.1.3.1.3

Napomena. Ova osobina da se provodnici sa strujom medusobno privlace ili odbijaju iskoriSéena je
za definiciju SI jedinice amper. jacina struje u dva paralelna beskonacno duga provodnika
zanemarljive debljine, koji se nalaze u vakuumu na rastojanju od 1 m, jednaka je 1 A ako je
poduzna sila kojom provodnici deluju jedan na drugi 2-107N.

II1.1.3 Amperov zakon - ZADACT
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II1.1.3.2 Dva beskonacna pravolinijska provodnika postavljena su paralelno jedan drugom na
rastojanju @ =5 cm, u vazduhu. Kroz prvi provodnik protice stalna struja jacine ;; = 1 A, a kroz
drugi provodnik protice stalna struja jacine 5 = 0,5 A, prema smerovima prikazanim na slici (struje

kroz provodnike su istih smerova).

a) Odrediti vektor magnetne indukcije (izracunati T I
intenzitet, a ucrtati pravac i smer) u tacki A, koja se 1T T 2
nalazi izmedu ova dva provodnika, u ravni koju oni

odreduju, a udaljena je od provodnika sa strujom A

za a1 = 4 cm.

y A D
b) Odrediti vektor magnetne indukcije (izraCunati e «—>e
I I'ns

intenzitet, a ucrtati pravac i smer) u tacki D, koja se
nalazi u ravni koju odreduju ova dva provodnika, sa
strane provodnika sa strujom 4, a udaljena je od

njega za rm, = 1 cm.

c) Da li je sila kojom provodnici deluju jedan na

drugi privlacna ili odbojna?

Resenje:

a)

I

1T It Ino TIZ
» <P
e
BAZ@
—_Y
BAl
d

é

n

A2

Slika ITI.1.3.2.1

Primenimo princip superpozicije na vektor magnetne
indukcije: ukupnu magnetnu indukciju u tacki A
dobicemo kada vektorski saberemo vektor magnetne
indukcije EAI koju u tacki A stvara provodnik sa strujom

I, i vektor magnetne indukcije B,, koju u tacki A stvara

provodnik sa strujom 4. Na slici II1.1.3.2.1 prikazani su
ovi vektori, kao i rezultujuéi vektor E’A (donja slika

predstavlja poprecni presek provodnika). Vektore BAl i
B,, odredujemo kao u prethodnom zadatku: linije

vekora su kruznice sa centrom na osi provodnika, vektori
magnetne indukcije su tangente na njih, a smer je
odreden pravilom desne ruke, ili desne zavojnice, u
odnosu na smer struje kroz provodnik. Intenziteti

vektora magnetne indukcije su:
47-1077 lz ‘1A

_ Mol _ AL _051072T=5.10°T
27l ny 27-4-107°m

Al

47r-10‘7£-0,5A

2
By, = 20Tz _ A =107"2T =10-10°°T

27y, 27-1-10°m

gde je

o=d-n=5cm-4cm=1cm.

II1.1.3 Amperov zakon - ZADACT
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Sa slike I11.1.3.2.1 vidi se da su oba vektora magnetne indukcije normalna na ravan koju obrazuju
provodnici. Dakle, vektori B,, i B,, su istog pravca, ali su suprotnog smera. Sli¢no kao u zadatku

1.1.3a, vektorski sabiramo dva vektora istog pravca, a suprotnog smera, pa rezultujuéi vektor BA

ima intenzitet koji je jednak razlici intenziteta ova dva vektora, pravac mu se poklapa sa pravcem
vektora koje sabiramo, a smer se poklapa sa smerom vektora veéeg intenziteta (u ovom slucaju je

to vektor B,,).

By =By + By,

By=By, B, =10-10°T-5.10°T=5-10°T

b)
-’ET T-’z
r.
w1
®BD2
9
“E,
d
é
BDZ
9
I p 15
© /o1 ~ oo

Slika III.1.3.2.2

Slika I11.1.3.2.3

U tacki D vektor magnetne indukcije koju stvara
provodnik sa strujom 7 je

47z.1o-7ﬁ-1A

2
By, = Loli A _333.10°T,
27l 27-6-107"m

dok je vektor magnetne indukcije koju strvara
provodnik sa strujom 54:

47-107 N .05 A

B, = ol2 _ A -10-10°°T.
27y, 27-1-107"m

Primenom principa superpozicije sabiramo ova dva
vektora koja su (kao i u delu zadatka pod a)
normalna na ravan koju obrazuju dva provodnika,
pa su istog pravca. Sada su oba vektora istog
smera (slika II1.1.3.2.2) pa je rezultujuéi vektor
BD, kao u zadatku I.1.3.b, istog pravca i smera

kao vektori koje sabiramo, a intenzitet mu je
jednak zbiru intenziteta vektora By, i By,:

B, = BDl + Boz
By =By + By, =
=3,33-10°T+10-10°T =13,33-10°°T

) Kao sto je pokazano u zadatku III.1.3.1b, kada
su struje kroz paralelne provodnike istog smera,
sila kojom deluju jedan na drugi je privliacna.

II1.1.3 Amperov zakon - ZADACT
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III.1.3.3 Uraditi prethodni zadatak ako su struje kroz provodnike suprotnih smerova.

Resenje:
a)
I
1T hh VZ
é
BA2®
—_Y
BAl
d
%
B,
é
BAl
LG A
1> I oo ?
Slika I11.1.3.3.1
b)
i ®
r
fog &i
®
X
d
5 b |
@ rDl rDZ

Slika II1.1.3.3.2

Na slici II1.1.3.3.1 prikazane su komponente vektora
magnetne indukcije koje poticu od pojedinih provodnika,
B,, i B,,, kao i rezultujuéi vektor 5, .

I 47z-10-7ﬂ2-1A
BAl — Hotq — A_2 =5'10_6T
27y 27-4-10"m

47107 V.05 A

By = 20Tz _ A -10.10°T
21y 27-1-107m

Prema principu superpozicije, vektor EA dobijamo kao
vektorski zbir vektora B,, i B,,:

Vektori B,, i B,, su istog pravca i smera, pa je
intenzitet rezultujuceg vektora EA jednak zbiru
intenziteta pojedinih komponenti:

By =By +By, =10-10°T+5-10°T =15-10°T

Na slici III.1.3.3.2 prikazane su komponente
vektora magnetne indukcije koje poticu od
pojedinih provodnika, By, i Bp,, kao i rezultujuéi
vektor B, .

47z.10-7ﬁ2-1A

B, By =toli_ A =333.10°T,

C 27ny;,  27-6-1072m

N
47-107 —-0,5A
ﬂofz 2

By, = = A -10-10°T
27ty 27-1-10°m

im Vektor B, jednak je vektorskom zbiru vektora By,

i 5’qu:

By = By, + By,

Kako su vektori B, i By, istog pravca, a suprotnog

— -
BD2 smera, intenzitet rezultuju¢eg vektora B, jednak je

IT1.1.3 Amperov zakon - ZADACT
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razlici intenziteta vektora B,, i B,,, a smer se poklapa sa smerom vektora veceg intenziteta
(Bno):
By =8By, —By; =10-10°T-3,33-10°T=6,67-10°T

—’1T lfz .

Cc)Kao sto je pokazano u zadatku
II1.1.3.1b, kada su sutruje kroz paralelne
provodnike suprotnog smera, sila kojom
deluju jedan na drugi je odbojna.

Slika II1.1.3.3.3

II1.1.3.4 Dva beskonacna pravolinijska provodnika postavljena su paralelno jedan drugom na
rastojanju d= 10 cm, u vazduhu. Kroz prvi provodnik protice stalna struja jacine f; = 3 A, a kroz
drugi provodnik protice stalna struja jacine 5 = 4 A. Odrediti tacke u prostoru u kojima je vektor
magnetne indukcije jednak nuli, i to u slucaju:

a) da su struje u provodnicima istog smera,

b) da su struje u provodnicima suprotnog smera.

Resenje:

Na osnovu prethodna dva zadatka mozemo zakljuciti da je vektor magnetne indukcije u svakoj
tacki ravni, koju cine dva paralelna provodnika sa strujom, normalan na tu ravan. I vektori
magnetne indukcije koju stvaraju pojedini provodnici sa strujom, normalni su na tu ravan, tj. istog
su pravca. S obzirom da je rezultujuéi vektor magnetne indukcije jednak vektorskom zbiru vektora
magnetne indukcije koju stvaraju pojedini provodnici, taj vektor ¢e moci da bude jednak nuli samo
ukoliko su dva vektora koja sabiramo istog pravca (Sto je zadovoljeno samo za tacke koje se
nalaze u ravni koju obrazuju dva provodnika), suprotnog smera i istog intenziteta, da bi se njihovo
dejstvo ponistilo.

a) Ako su struje u provodnicima istog smera, vektori magnetne indukcije koju stvaraju pojedini
provodnici su suprotnog smera u tackama ravni, koje se nalaze izmedu provodnika (kao Sto se vidi
u zadatku III.1.3.2a). Za neku takvu tacku vazi:

_ Hody B — Hol

2
= 1 Doy = v Tort oy =d,
27l 27y,

gde su ro1 i 7o, rastojanja posmatrane tacke O od provodnika sa strujom 7 i provodnika sa strujom
L. U zadatku se trazi da vektor magnetne indukcije bude jednak nuli:

IT1.1.3 Amperov zakon - ZADACT
16




IIT fo1 T2 sz Bo =By +By =0 = By=By =

ol y77y4
#follzﬁ = Il = (d_ro1)[1 =rol,

B I
> rg=—t—d
02% LA
é
BOl Ako zamenimo brojne vrednosti zadate u zadatku,
dobijamo rastojanje trazene tacke od prvog prvodnika:

d L, _3A

fo = -:10cm =4,3cm,
I, +1, 7 A

fog =d —ry; =10cm-4,3cm =5,7 cm.

9
4 Bo, . o .
Magnetno polje jednako je nuli u svim tackama koje
pripadaju pravoj, koja se nalazi u ravni koja je odredena
Lo ot 1. 02 "0y provodnicima, a koja je uFIaI]ena od prvog provoqnlka za
@) o1, @ od drugog provodnika za rp,. Ova prava prikazana
_ je na slici I11.1.3.4.1a sivom bojom.
\4 Boz

Slika I11.1.3.4.1

b) Ako su struje u provodnicima suprotnog smera, vektori magnetne indukcije koju stvaraju
pojedini provodnici su suprotnog smera u tackama ravni, koje se ne nalaze izmedu provodnika
(kao Sto se vidi u zadataku III.1.3.3a). Za neku takvu tacku vazi:

_ ,Uo[1 B — ol

P 2, P2 21ty
Prema uslovu zadatka je:
= = = I I I I I If
27tpy 27l b1 I, I,

Iz poslednje relacije moZzemo zakljuciti da, s obzirom da je 7, < Z,, mora biti i r,; < rp,, 0dnosno

tacka P mora biti bliza prvom provodniku. Dakle to je tacka koja se nalazi u ravni, koju obrazuju
ova dva provodnika, sa strane provodnika sa strujom /. Sa slike II1.1.3.4.2 vidi se da je:

/‘Pl +d=fP2.

Zamenom ovog izraza u prethodnu jednacinu dobijamo:

I h
—’_l:/’mFid = (m+d)L=nrl = dL=r(L-L) = -

!
I -1

a.

Ako zamenimo brojne vrednosti zadate u zadatku, dobijamo rastojanje trazene tacke od prvog
prvodnika:

oy = 4 a’=3A-10cm=30cm,

IT1.1.3 Amperov zakon - ZADACT
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o1
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t /p1
!
B.

Slika III.1.3.4.2

Magnetno polje jednako je nuli u svim tackama koje pripadaju pravoj, koja se nalazi u ravni koja je
odredena provodnicima, a koja je udaljena od prvog provodnika za 1, @ od drugog provodnika za
p;. Ova prava prikazana je na slici II1.1.3.4.2a sivom bojom.

II1.1.3 Amperov zakon - ZADACT
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I11.1.4 FLUKS VEKTORA MAGNETNE INDUKCIJE
TEORIJSKA OSNOVA

e Kao Sto smo u elektrostatici proracunavali fluks vektora elektrostatickog polja, tako ¢emo i u
elektromagnetizmu proracunavati fluks vektora magnetne indukcije.

e Fluks se uvek isto proracunava: posmatra se koliko linija neke vektorske veli¢ine prolazi kroz
zadatu povrsinu kroz koju trazimo fluks.

®=[B-dS
S
e Kod magnetnog polja vazi i zakon o konzervaciji fluksa:
§B-ds =0
S

Prema ovom zakonu fluks vektora magnetne indukcije kroz zatvorenu povrsinu uvek je jednak
0.

e Koja je jedinica za magnetni fluks?
— Veber [Wb].

IT1.1.4 Fluks vektora magnetne indukcije - 7EORIJSKA OSNOVA
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ZADACT

III.1.4.1 Pravougaona kontura stranica @ = 2 cm i b = 5 cm, nalazi se u homogenom magnetnom
polju indukcije B= 0,5 T i postavljena je:

a) normalno na linije polja,

b) pod uglom od « =% u odnosu na linije polja.

Odrediti magnetni fluks kroz konturu.

Resenje:

a)
> B > B
> A | >
R ~ | R
> l Ll
» l »
> C'/ -’ >

a) b)

Slika I11.1.4.1.1

Na slici I1I.1.4.1.1 prikazana je kontura u homogenom magnetnom polju, koja je normalna na linije
magnetnog polja. Magnetni fluks kroz povrsinu S, ograni¢enu pravougaonom konturom je:

@:Ié-a@.
S

ds je elementarni deo povrsine S. Pravac vektora dS poklapa se sa pravcem normale na povrinu
ds. Posto je u pitanju otvorena povrsina, smer normale nije jednoznacno odreden (setimo se da
smo, kada smo obradivali Gausov zakon u elektrostatici, pomenuli da je usvojeno da je normala
uvek usmerena iz zatvorene povrSine (zadatak 1.4.1)). Kod otvorenih povrSina smer normale
odredujemo na osnovu smera konture koja ogranicava zadatu povrsnu. U ovom slucaju kontura je
kvadrat stranica @ i 6. Kada je u pitanju provodna kontura sa strujom, smer konture se uvek
poklapa sa smerom struje. Posto to ovde nije slucaj, proizvoljno usmerimo konturu G kao na slici
II1.1.4.1.1 (na ovoj slici pod b isprekidanom linijom predstavljen je udaljeniji deo konture). Smer
vektora normale 7 odreden je na osnovu usvojenog smera konture C prema pravilu desne ruke
(zavojnice). Vektor normale 77 je vektor Ciji je intenzitet jednak 1, pa je:

ds =7-ds

Vidimo da je ugao izmedu vektora 7 i B jednak nuli. Izratunajmo skalarni proizod:

@:jB-ds-Qs(é,/ﬁ'jijB-ds
S S

II1.1.4 Fluks vektora magnetne indukcije - ZADACT
20




S obzirom da je magnetno polje homogeno, intenzitet vektora B je konstantan, pa ga mozemo
izvudi ispred integrala:
@ =B[dS.
S

Integral j dS predstavlja sumu svih elementarnih povrsina ds koje ¢ine povrsinu S, pa je integral

jednak povrsini S:
®=B-5=B-a-b=05T-2-102m-5-102m =5-10"*Wb.

Napomena: Da smo usvojili suprotan smer konture dobili bismo negativan fluks.

b)

v

x|

B

\4
v

\
v

4
N\
N\

Jﬂ/Z a=r/3 i C/ -7 >
y/}a 7r/6 R - R
» / »

\4
v

a) b)
Slika I11.1.4.1.2

Kao u prvom delu zadatka usmerimo proizvoljno konturu C. Prema ovom smeru je odeden smer

normale na povréinu. Sa slike III.1.4.1.2 vidi se da je ugao izmedu vektora 7 i B jednak
nl2-7/6=x/3.

Vi 1

=£ o5 - J.B s -coslB, ) jB ds-cos T~ [ dS——BJ.dS——BS 2,5-10*Wb.

II1.1.4 Fluks vektora magnetne indukcije - ZADACT
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I11.1.5 KALEM
TEORIJSKA OSNOVA

22

Sta je kalem?

— To je elektricna komponenta koja se sastoji od namotaja izolovane, provodne Zice i deluje
kao mnogo elementarnih strujnih kontura zajedno namotanih jedna do druge (to su zavojci

namotaja).

Postoje razliCiti kalemovi po obliku (solenoid, torus), a i zavojci mogu biti motani bez razmaka

(jedan do drugog) i sa razmakom.

Svi kalemovi imaju kalemsko telo (koje se pravi od dielektricnog materijala) na koje se mota
namotaj (od bakarne zice). Neki kalemovi imaju i jezgro, koje se postavlja kroz kalemsko telo
(telo je Suplje) i izradeno je od papira, kartona, feromagnetika...

SOLENOID

e Solenoid je kalem Stapicastog oblika koji
ima velike gubitke, jer se put magnetne
indukcije zatvara kroz vazduh. Zato se
oklopljava u kudiste.

TORUS

e Torus je takoredi idealan kalem, jer se
moze smatrati da je kompletna magnetna
indukcija zadrzana u njemu (ukoliko je
namotaj motan zavojak do zavojka). To
zna¢i da nema rasipanja magnetne
indukcije.

Za svaki kalem moZe se izraCunati magnetna indukcija, ja¢ina magnetnog polja, fluks kroz

jezgro i induktivnost.

Sta je induktivnost?

— Glavna karakteristika kalema. Ona je razliita za razne vrste kalemova.

Od cega zavisi induktivnost?

— 0Od oblika i dimenzija kalema, broja zavojaka i vrste materijala od kog je jezgro

napravljeno.
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TORUS SA VAZDUSNIM JEZGROM

e Kako mozemo izraCunati induktivnost
kalema sa jezgrom od vazduha ili kartona?
— prvo Amperovim zakonom izracunamo
magnetnu indukciju kalema:

j)édi =,quIk
k

jCBB dl -gos(f:vd}) —uoNI
c

B . 27r = u,NI

B - uoNI
27xr

— izraCunamo fluks koji ta magnetna

indukcija pravi kroz povrSinu namotaja:
@ =N d,, gde je @, fluks kroz jedan

, a<r<b

zavojak 1

®, —[B-dS - | B-ds - coslB, ) -
S S

2rxr V4 a
2
o=N.0, =N T pn?
2z a
— induktivhost kalema jednaka je

koli¢niku izracunatog fluksa i elektricne
struje od koje taj fluks potice:

2
_O _mNI b
I 27 a

L

TORUS SA JEZGROM OD FEROMAGNETIKA

e Kako mozemo izracunati induktivnost

kalema sa jezgrom od nekog feromagnetika?
— prvo uopsStenim Amperovim zakonom
izraCunamo vektor jacine magnetnog polja

u kalemu:
§H-dl =y I,
c k 1
§H - dl - costT, df ) NI
C
H - 2zr = NI
H = ﬂ, a<r<b
2xr
— linearnom  vezom izra¢unavamo

magnetnu indukciju u jezgru:

B=,u-H=,uo,ur£, a<r<b

2rr
izradunamo fluks koji ta magnetna
indukcija pravi kroz povrSinu namotaja:
@D =N - d,, gde je @, fluks kroz jedan

zavojak 1
@, =j§-d5=j3-ds/c£(§,ﬁ)=
S S
_ jf,u_NI h.dr zl“_mmnf
> 2mr 2z a
2
o=N-0, =N T pin?
2z a
— induktivnost kalema jednaka je

koli¢niku izracunatog fluksa i struje od
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e Ako torus ima mali popreCni presek on
se moze smatrati tankim, i da je magnetna
indukcija u njemu homogena (konstantna je
po celom poprecnom preseku). Tada se u
proracunu vrsi aproksimacija:

I = 2zr , gde je | duzina srednje linije

koje taj fluks potice:

2
_P_uNT P

L =
I 27 a

e Ako torus ima mali poprecni presek on
se moze smatrati tankim, i da je magnetna

torusa indukcija u njemu homogena (konstantna je
H - NI po celom popre¢nom preseku). Tada se u
/ proracunu vrsi aproksimacija:
B - uoNI /I = 2zr , gde je | duzina srednije linije
) torusa
NI _ M
@=N~¢°=N-B-$=’u°f5 H==
@  pNI B-“NT
L=—"= S /
I / N2T
&=N.-0,=N-B.§=* S
2
LD _HNT ¢
I /

24

Kod torusnog namotaja sva magnetna indukcija je koncentrisana u jezgru.To nije slucaj sa
drugim kalemovima.

Fluks kroz namotaj torusa je fluks vektora magnetne indukcije kroz povrSinu koja se naslanja
na svih N zavojaka torusnog namotaja.

Smer magnetne indukcije B odreduje se pravilom desne zavojnice u odnosu na
smer struje u namotaju.

Smer jedini¢nog vektora normale 77 odreduje se pravilom desne zavojnice u odnosu
na smer orijentacije konture.

Kada je u pitanju jedan kalem uvek su ta dva smera ista:

— smer orijentacije konture uvek je isti kao smer struje koja proti¢e kroz konturu (ako struja
u konturi postoji). Proistie da se i vektor B i vektor /i odreduju pravilom desne zavojnice
prema istom referentnom smeru (smeru struje tj. smeru orijentacije konture ako nema struje).

— zato je fluks kroz kalem uvek pozitivan i naziva se sopstveni fluks.

— induktivnost kalema takode je uvek pozitivna i naziva se sopstvena induktivnost.

Koja je jedinica za induktivnost kalema?
— Henri [H].
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ZADACT
KALEM SA VAZDUSNIM JEZGROM

III.1.5.1 Torusni namotaj sa slike se sastoji od
N=1000 gusto i ravhomerno motanih zavojaka,
kroz koje protice struja jacine 7= 2,5 A. Unutrasnji !

polupreénik  torusa je a=2cm, spoljasnji ’,.,‘----2-—--~-.~\
poluprecnik je =5 cm, a visina je /=5 cm. - T i < ™
\A/Q 7
a) Odrediti kako se menja magnetna indukcija /7 \-;-7::::::::_:—"
unutar torusnog namotaja. AT AL ET
b) IzraCunati intenzitet vektora magnetne indukcije —'\\\ 3
u slede¢im tackama: tacki koja se nalazi na B maas e
unutrasnjoj strani torusa, tacki koja se nalazi na “« : a
srednjoj liniji torus i tacki koja se nalazi na > :—’
spoljasnjoj strani torusa. _[ ! b
>

c) Odrediti induktivhost torusnog namotaja, prema
tacnoj formuli i u sluaju da ga mozemo smatrati
tankim.

Resenje:

a) Jedan nacin da intuitivno razumemo izgled linija magnetnog polja u torusu je slededii:
posmatrajmo jedan provodni prsten sa stalnom strujom jacine 7, koji je prikazan na slici
II1.1.5.1.1. Svaki elementarni deo provodnog prstena sa strujom stvara oko sebe magnetno polje.
Superpozicijom magnetnih polja svih elementarnih delova provodnog prstena u bilo kojoj tacki
prostora dobijamo ukupno magnetno polje, a linije vektora magnetne indukcije prikazane su na
slici II1.1.5.1.1a. Vektor magnetne indukcije je u svakoj tacki tangentan na ove linije, a smer je
odreden pravilom desne ruke (zavojnice) u odnosu na struju kroz prsten, kao Sto je prikazano na
slici I11.1.5.1.1b.

X7 ‘

Xy

-

@ N

a) b)
Slika II1.1.5.1.1

Zavojke na torusu mozemo aproksimirati prstenovima, poredanim jedan do drugog. Magnetno
polje u torusu kanalisano je ovim prstenovima, tako da moZzemo smatrati da magnetno polje
postoji samo unutar jezgra torusa, a da izvan torusa nema magnetnog polja. PoSto su zavojci
ravnomerno i gusto motani, mozemo zakljuciti da su zbog simetrije, linije vektora magnetnog polja
B kruZnice sa centrom na osi torusa, kao $to je prikazano na slici I11.1.5.1.2. Smer vektora B je
odreden na osnovu magnetnog polja koje stvaraju prstenovi, kao Sto je pokazano na slici
II1.1.5.1.b.
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Izaberimo jednu kruznicu (kontura C) koja
se poklapa sa jednom linijom vektora 5,
poluprecnika 7, orijentisimo je proizvoljno (na
primer, prema smeru vektora B) i
primenimo na nju Amperov zakon (u pitanju
je torus sa vazdusnim jezgrom):

§5d7 :,uOZ]k .
c k

Sa desne strane Amperovog zakona se

pojavljuje suma struja koje su obuhvacene
1 d7 konturom C. Ako pogledamo sliku II1.1.5.1.2b
N vidimo da je konturom C obuhvaceno N
struja jaCine 7 i da je smer ovih struja
povezan sa smerom konture C pravilom
desne ruke (zavojnice), pa su sve struje sa
pozitivnim predznakom:

""""" B-dl =u,NI .
smer struje 7, koji § #o
b) \ / 7odrec1’uje smer konture ¢
|
— 1 = 7/*0'5 d/ je elementarni deo konture ( a vektor
-5 — -
A p | QB d/ je usmeren kao kontura C. Vektori B i
o 1 gﬂ dl su u svakoj tacki konture istog pravca i
; smera, pa je ugao izmedu njih uvek jednak
9 g nuli (cos 0 = 1):
%»* §31§-d7:§B-d/.W)1:§B-d/:yON[.
I df C C c
b > Zbog simetrije, u svakoj tacki konture C
B A vektor B ima isti intenzitet, pa ga mozemo
izvuci kao konstantu ispred integrala. kao Sto
16,7mT smo vec uradili u zadatku III.1.3.1, integral
1 12,5mT -\ §d/ predstavlja sumu elementrnih delova
- 10mT c
kruznice C. Ova suma je jednaka obimu
kruznice.
asb r Mo NI
Bydl =B -2zr = u NI B="—"—.
d) a+b § A Sl = 271
2
Slika TIL1.5.1.2 Napomena: Da smo usvojili suprotan smer

konture, ugao izmedu vektora B i d/ bi bio
jednak 7 (cosz =-1):

§B-di =f8-di cos\B,dl )= —§B-dl =—Bfdl =5 -2ar .
C c c c
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Sa desne strane, smer struja u ovom slucaju nije povezan sa smerom konture pravilom desne ruke
(zavojnice) pa su sve struje sa negativnim predznakom. Konacno je:

- B 27 = —pyNI
Obe strane jednacine mozemo podeliti sa -1 i naravno dobijamo isti rezultat.

b)

Tacka koja se nalazi na unutrasnjoj strani torusa
(ozna¢imo je sa A) nalazi se na kruznici poluprecnika
m = a=2,5cm. U toj tacki je, prema izvedenoj formuli za
magnetnu indukciju u torusu:

H
47-107 -2.1000-2,5 A

- 2ary,  27a 27-3-107%m

=0,0167 T =16,7 mT .

B

Oznacimo tacku koja se nalazi na spoljasnjoj strani torusa

Slika I11.1.5.1.3 sa D. Ova tacka se nalazi na kruznici poluprecnika
s = b=5cm, pa je magnetna indukcija u toj tacki:
H
47-107 —-1000-2,5 A
By = VL _ #oT_ m -0,01 T =10mT.
27ry  27b 27-5-10m

Srednja linija torusa nalazi se u sredini izmedu unutrasnje i spoljasnje strane torusa, pa je
poluprecnik srednje linije torusa jednak aritmetickoj sredini unutrasnjeg i spoljasnjeg poluprecnika
torusa. Oznacimo tacku koja se nalazi na srednjoj liniji torusa sa E. Tada je:

_a+b 3cm+5cm

e = = =4 cm.
2 2
47107 ™ .1000.2,5 A
B -, -t _ M m =0,0125 T =12,5mT
22y 5 d+b 27-4-1072m
2

Duzina srednje linije torusa je dakle:

.a+b

/. =2x

Na slici III.1.5.1.2d prikazan je grafk promene magnetne indukcije unutar torusa.

Napomena: Prilikom izbora oznaka za tacke izbegli smo slova B i C, koja se koriste za oznacavanje
fiziCkih veli¢ina u magnetizmu, kako ne bi doslo do zabune. Magnetnu indukciju na srednjoj liniji
torusa oznacili smo i sa B, jer cemo je kasnije jos koristiti.

c) Kada kroz namotaj torusa teCe struja, ona stvara magnetno polje unutar torusa, kao Sto smo
pokazali u prethodnom delu zadatka. (Da preciziramo, jedan namotaj se sastoji od viSe zavojaka.)
Magnetni fluks kroz jedan zavojak torusa je:

cpozjé-dé,
S
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gde je Spovrsina poprecnog preseka torusa, kao Sto se vidi sa slike I11.1.5.1.2¢, odnosno povrsina
obuhvacena jednim zavojkom. Vektor magnetne indukcije menja se u zavisnosti od udaljenosti od
ose torusa. Usvojimo da je dS povrsina visine 4, a beskonacno male debljine df;, tako da u svim
tatkama te povrsine mozemo smatrati da vektor B ima isti intenzitet.

as =nh-ar

Vektor B je normalan na povrsinu S, a smer je vezan sa strujom kroz zavojke pravilom desne ruke
(zavojnice) i prikazan je na slici II1.1.5.1.2c. Vektor dS ima, kao i do sada, pravac normale, a
smer je odreden prema smeru konture koja ograni¢ava povrsinu S na osnovu pravila desne ruke
(zavojnice). Smer ove konture nije proizvoljan ve¢ je odreden smerom struje kroz zavojak, kao Sto
je prikazano na slici III.1.5.1.2c. Vidimo da su vektori B i dS istog pravca i smera, pa je ugao

izmedu njih jednak nuli. Primenimo ovu Cinjenicu na skalarni proizvod:
1

@, =jé-d§=j5-d5);es@7)=j5.ds.
S S S

Zbog ¢injenice da su vektori B i dS uvek istog pravca i smera (jer je smer vektora dS vezan sa
smerom konture pravilom desne ruke, smer vektora je vezan sa smerom struje kroz zavojak
pravilom desne ruke, a smer konture usvaja prema smeru struje), sopstveni fluks je uvek
pozitivan, pa je i sopstvena iduktivnost uvek pozitivna.

Primetimo da vektor B nije konstantnog intenziteta, kao $to je to bio slu¢aj u primerima do sada,
ve€ se menja u zavisnosti od 7 (slika II1.1.5.1.2d). Zamenimo u izrazu za magnetni fluks izraze za
magnetnu indukciju i povrSinu ds, pri ¢emu nam promenljiva u integralu postaje rastojanje od ose
torusa, 7, pa ¢e granice integrala biti ai .

° NI )
2rr
a

QOZ /70'/‘

Izvucimo konstante ispred integrala. Tako dobijamo tabli¢ni integral I %, Cije je resenje Inr, u

granicama od a do b. Na kraju primenimo osobinu logaritama da je razlika logaritama jednaka
logaritmu koli¢nika.

ik Ti _ uNIh

HoNh (nb-Ina)= HoNih | b
27 ST 27

D
0 T 2 a

b
Inr| =
a

Fluks @, je fluks koji struja kroz namotaj torusa stvara kroz jedan zavojak. Torus ima /N zavojaka,
pa je ukupan sopstveni fluks torusa:

2
@ = Noo, :N.'uON[hlnezyoN Ih
27 a 27

b
In—.
a

Induktivnost torusa jednaka je koli¢niku spostvenog fluksa kroz zavojak i struje kroz namotaij:

uoN*Ih n?
[P _ 2 a—”ONzhlng.

I 7 2 a
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Dakle, tacan izraz za induktivnost torusa sa vazdusnim jezgrom, sa N namotaja, pravougaonog
poprecnog preseka, unutrasnjeg i spoljasnjeg poluprecnika ai i visine A je:

2
L= Mlng
27 a

Zamenimo brojne vrednosti zadate u zadatku:

—7H 2 -2
L—”ONZ/’mQ—%'lO 10007 410 M 50°m_ s

8In=-10°H=4,1 mH.
2 a 2 3-102%m 3

Torus mozemo smatrati tankim ako su dimenzije poprecnog preseka mnogo manje od duZine

srednje linije, odnosno da je za torus pravougaonog poprecnog preseka b —a << 2z a+ b. Ako

usvojimo da je torus tanak onda mozemo smatrati da je vektor magnetne indukcije istog
intenziteta po celom poprecnom preseku torusa, koji je jednak tacnom intenzitetu vektora
magnetne indukcije na srednjoj liniji torusa A, kao Sto je prikazano isprekidanom linijom na slici
I11.1.5.1.2d. Fluks po jednom zavojku je tada:

1
@, :jé-ds‘:jg.ds.;os(ﬁﬁ):jssr-dszgsrjdszgsr.s,
S S S S

gde smo sada intenzitet vektora magnetne indukcije — A; mogli da izvu¢emo ispred integrala, jer
smatramo da je konstantan. Integral j dS jednak je povrsini poprecnog preseka S.
S

Na dalje je postupak isti:

2
@=N@O=N-55r-5=N-ﬂ(/}—N[-5=W-5

sr sr

2
:uON '[5 X
2_ /sr ::uON
7 I /

sr

L= -S

Dakle, aproksimativni izraz za induktivnost tankog torusa sa vazdusnim jezgrom, sa N namotaja,
povrsine poprecnog preseka S, bilo kakvog oblika poprec¢nog preseka, Cija je srednja linija duzine
kr je:
2
HoN
/

sr

L= -S.

Poprecni presek je pravougaonog oblika, pa je povrsina popre¢nog preseka:
S=h-(b-a),
a duzina srednije linije je:

pa je induktivnost:

47107 7 .1000?
m

345

_ ,Uo/V2
2”'a+b
2

-h-(b-a)= -4‘10‘2m-(5‘10‘2m-3~10‘2m)=4'10‘3H=4mH

2 -107°m

I11.1.5 Kalem - ZADACT
29



Ako uporedimo brojne vrednosti dobijene iz tacnog i aproksimativhog izraza vidimo da su
odstupanja jako mala, a Sto je torus tanji, odstupanja su manja.

III.1.5.2 Odrediti  induktivnost ~ tankog  torusnog  namotaja  kruznog  poprecnog
preseka,.poluprecnika =5 mm. Poluprecnik srednje linije torusa je R= 10cm. Torus ima
N = 100 zavojaka. Koliki je sopstveni fluks kroz jedan zavojak torusa, ako je struja kroz namotaj
I=1A?

Resenje:

Na slici II1.1.5.2.1 prikazan je torus posmatran
odozgo, i njegov poprecni presek. Primenimo
aproksimativhu formulu za induktivhost tankog
torusa proizvoljnog poprec¢nog preseka, izvedenu
u prethodnom zadatku:

2
Lzﬂ.g_

sr

Kako je dat poluprecnik srednje linije torusa,
duzina srednje linije je:

/g =27R .

Posto je poprecni presek kruznog oblika, povrSina
poprecnog preseka je:

S=rz=(5-10"mf7=785-10°m’.

Slika I11.1.5.2.1 Zamenom izraza za duZzinu srednje linije i povrsinu
poprecnog preseka, dobijamo:
V2 4r-107 1 100 2
L= 2 M (5.10%mfz =1,57 sH.
27R 27-10-10"m

Na osnovu prethodnog zadatka, poSto smatramo da je magnetno polje homogeno po popre¢nom
preseku torusa, sopstveni fluks kroz jedan zavojak torusa je:

@y =B, S,

gde je B; magnetna indukcija na srednjoj liniji torusa, koja je odredena iz Amperovog zakona:

H
47-107 -.100-1 A

g _ M _ " m =2.107*T.

o 27-10-107°m

Smer vektora Esr odreden je prema smeru struje kroz namotaj na osnovu pravila desne ruke
(zavojnice).

@y =B,-5=2-10%T-785-10°m? =157-10 Wb
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II1.1.5.3 a) Odrediti magnetnu indukciju u solenoidu sa kartonskim jezgrom, duzine b =5 cm.
Solenoid ima N = 20 gusto i ravnomerno namotanih zavojaka Zice, kroz koje protice stalna struja
jacine 7= 2 A. Poluprecnik kartonskog jezgra na koje je namotan kalem je r= 1 cm.

b) IzraCunati induktivnost ovog solenoida.

Resenje:
a)

I\|
—>
A

S)
Y

Slika III.1.5.3.1

I solenoid mozemo posmatrati kao N prstenova, poredanih jedan do drugog. Tacan izraz za
magnetnu indukciju unutar solenoida dobija se vektorskim sabiranjem vektora magnetne indukcije,
koji u posmatranoj tacki stvara svaki od prstenova. Medutim, to je vrlo komplikovan postupak i
zato u slucaju solenoida koristimo aproksimaciju, koja daje dovoljno tacan rezultat za vedinu
primena. Naime, solenoid ¢emo posmatrati kao deo jako velikog, tankog torusa, kao Sto je
prikazano na slici I11.1.5.3.1. Magnetnu indukciju tankog torusa odredili smo u zadatku III.1.5.1:

B - N1 _ polN 1
/ 27R '

sr

gde je M broj zavojaka torusa. Odnos i predstavlja broj zavojaka po jedinici duzine (srednje

Sr
linije) torusa. S obzirom da su zavojci ravhomerno motani, ovaj odnos predstavlja broj zavojaka po
jedinici duzine bilo kog dela torusa, pa to vazi i za deo torusa duzine b koji smatramo solenoidom:
Ny N
/

sr

b !

gde je N broj zavojaka solenoida. Naravno, kroz namotaj solenoida teCe ista struja 7 pa je
magnetna indukcija solenoida:

Mo NI
B=—"—.
b
Zamenimo brojne vrednosti iz zadatka:
H
47-107 —-.20-2 A
g -tV _ m =10-107*T.
b 5.107°m
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Dakle, smatramo da je magnetno polje homogeno unutar solenoida. Na slici I11.1.5.3.2 prikazane
su linije polja unutar solenoida, a smer vektora B je odreden pravilom desne ruke (zavojnice) u
odnosu na smer struje kroz namotaj.

Slika III.1.5.3.2

b) Odredimo sopstveni fluks kroz jedan zavojak solenoida.
@y = [B-dS=[B-d ys@f%i:j&dS:Bde:B.s,
S S S )

Na slici I11.1.5.3.3 prikazan je i poprecni presek solenoida i povrsina S, koja se oslanja na jedan
zavojak, kroz koju racunamo fluks. Vektor ds ima pravac normale na povrSinu ds, a smer je
odreden prema smeru konture koja ograniCava povrSinu S na osnovu pravila desne ruke
(zavojnice). Smer ove konture odreden je smerom struje kroz zavojak. Vektori B i dS su istog
pravca i smera, pa je ugao izmedu njih jednak nuli. U reSavanju smo koristili ¢injenicu da
magnetno polje u solenoidu smatramo homogenim, pa smo intenzitet vekotra magnetne indukcije
izvukli ispred integrala.

N faWaWa

) @

TU bVV

A4

Slika III.1.5.3.3

Solenoid ima NV zavojaka pa je ukupni sopstveni fluks:

2
@:N@OZN.B.szN.”OTjV".SZ%.SI

a induktivnost je:

/UONZI‘S
ng_ b ZIUONZ

= -5
I I b

Dakle, induktivnost solenoida duZine 5, sa vazdusnim jezgrom, sa N zavojaka i povrSine poprecnog
preseka Sje:
HoV ’

L=%" .5,
b
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PovrsSina poprecnog preseka je:

S=r’r.
Zamenimo brojne vrednosti iz zadatka:
H
2 2 47-107 . 202
MoV MoV 2 m 2P
L= -5 = o= \1-107°m) 7 =3,2 xH
b b 5.10 ?m ( ) #

II1.1.5.4 Kolika je duzina solenoida namotanog na kartonsko jezgro, poluprec¢nika = 0,5 cm, ako
kalem ima N = 100 zavojaka, a induktivhost mu je L =5 uF.

Resenje:
Na osnovu izraza za induktivnost kalema dobija se da je duzina solenoida:

47107 M 100

2 2
bzﬂ.szﬂ.ﬂﬂz m -(0,5-10*2m)27z:6,3cm.
L L 5.10°°H

KALEM SA JEZGROM OD FEROMAGNETIKA

II1.1.5.5 Na torus pravougaonog poprecnog preseka je gusto i ravhomerno namotano N = 700
zavojaka, kroz koje proti¢e stalna struja jaCine 7 i stvara magnetno polje indukcije =0,8 T.
Jezgro je napravljeno od feromagnetskog materijala, za koji se, za date uslove, kriva magnecenja
moZe linearizovati i smatrati da ima relativnu magnetnu permeabilnost x4 =100. Pre
uspostavljanja struje jezgro torusa je bilo nenamagnetisano. Odrediti ukupan sopstveni fluks, fluks
po jednom zavojku, induktivnost torusa i struju kroz namotaj, ako smatramo da je torus tanak.
Unutrasnji poluprecnik torusa je a= 20 cm, spoljasnji poluprecnik je b= 24 cm, a visina je
h=5cm.

Resenje:
Posmatrani torus ima jezgro od feromagnetika pa moramo da primenimo uopsteni Amperov zakon

u obliku:
§A-d =y 1,
c k

koji vazi u svim sredinama (za razliku od oblika Amperovog zakona koji smo do sada primenjivali i
koji vazi iskljucivo u vakuumu (i vazduhu)). Vektor H se naziva vektor jacine magnetnog polja i u
feromagnetskim materijalima, koji nisu bili namagnetisani pre uspostavljanja struje (kao Sto ¢e biti
slu¢aj u svim zadacima koje ¢emo raditi), vektor A je istog pravca i smera kao i vektor magnetne
indukcije B. Dakle, vektor A4 je u svakoj tacki tangentan na linije magnetnog polja, a kao $to smo
pokazali u prethodnim zadacima, linije magnetnog polja su kruznice sa centrom na osi torusa.
Smer vektora A je odreden prema smeru struje kroz namotaj na osnovu pravila desne ruke
(zavojnice). Na slici I11.1.5.5.1 prikazan je torus i vektori B i H.

Kao i do sada, za konturu C po kojoj ratunamo cirkulaciju vektora A uzimamo jednu kruZnicu
koja se poklapa sa linijom magnetnog polja. Sa desne strane uopstenog Amperovog zakona je
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l suma struja koje su obuhvacene konturom
l C. Ako pogledamo sliku III.1.5.5.2b vidimo
S da je konturom C obuhvaéeno N struja
=] SIS jaCine 7 i da je smer ovih struja povezan sa
‘ ; smerom konture C pravilom desne ruke
(zavojnice), pa su sve struje sa pozitivhim

predznakom:

M-di:/w.
C

d/ je elementarni deo konture G a vektor
dl je usmeren kao kontura C. Vektori A i
dl su u svakoj tacki konture istog pravca i
smera, pa je ugao izmedu njih uvek jednak
nuli (cos 0 = 1):

H-dl =§H -dl - coslHd 1: H-dl =NI.
j.d fu-a ol |

smer struje J, koji Zbog simetrije, u svakoj tacki konture
odreduje smer konture - P .
C vektor AH ima isti intenzitet, pa ga
.5:55/*0’5 mozemo izvuéi kao konstantu ispred
integrala. Integral §d/ predstavlja sumu
c

elementarnih delova kruznice G koja je

c) g jednaka obimu kruZnice.
i NI
I ylle Hfd =H-2zr=NI = H=12
i dr - 2zr
! b Napomena: Da smo usvojili suprotan smer
|

konture, ugao izmedu vektora A i dl bio
HA bi jednak =~ (cos 7 =-1):

§/—7'd7 =§H-d/-cos(/:/,d7)=
c c

:_§H.d/:_H§§d/:—H-2;zr.
C C

Sa desne strane, smer struja u ovom slucaju

d) asrb r nije povezan sa smerom konture pravilom
azﬂ desne ruke (zavojnice), pa su sve struje sa
negativnim predznakom. Konacno je:

Slika III.1.5.5.1
-H - 27r =-NI

Obe strane jednacine mozemo podeliti sa -1 i naravno dobijamo isti rezultat.

S obzirom da je, prema uslovu zadatka, jezgro torusa bilo nenamagnetisano pre uspostavljanja
struje kroz namotaj torusa, kada struja poc¢ne da teCe magnetna indukcija B i jaina magnetnog
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polja H se poveCavaju, a veza izmedu ove dve veliCine data je prvobitnom krivom
magnecenja. Kod feromagnetnih materijala ova veza je nelinearna, ali da bi se pojednostavio
proracun, za datu jacinu struje (opseg struja) grafik prvobitne krive magnecenja nekad se
linearizuje, kao Sto je to slucaj u ovom zadatku, i tada je:

gde je x =100.

Kada je odredena magnetna indukcija torusnog namotaja, tacan i aproksimativan izraz za
induktivnost ovog torusa odreduju se na isti nacin kao u zadatku III.1.5.1 pod c. Magnetni fluks
kroz jedan zavojak torusa je:

@ozjé-dé,
S

gde je Spovrsina poprecnog preseka torusa, kao Sto se vidi sa slike I11.1.5.5.2¢, odnosno povrsina
obuhvacena jednim zavojkom. Vektor magnetne indukcije menja se u zavisnosti od udaljenosti od
ose torusa. Usvojimo da je dS povrsina visine 4, a beskonacno male Sirine dr, tako da u svim
tatkama te povrsine mozemo smatrati da vektor B ima isti intenzitet.

as =nh-dr

Vektor B je normalan na povrsinu S, a smer je vezan sa strujom kroz zavojke pravilom desne ruke
(zavojnice) i prikazan je na slici II1.1.5.5.2c. Vektor dS ima pravac normale, a smer je odreden
prema smeru konture koja ograni¢ava povrSinu S na osnovu pravila desne ruke (zavojnice), a koji
je odreden smerom struje kroz zavojak, slika III.1.5.5.2c. Vektori B i ds su istog pravca i smera,
pa je ugao izmedu njih jednak nuli. Primenom ove cCinjenice na skalarni proizvod, kao i zamenom
izraza za magnetnu indukciju u izraz za fluks i reSavanjem integrala dobijamo:

1 b

@, =jé.d§=j5.d5-@s@,/ﬁy=j5-d5=j%f-h-dr=
s S a

S

_ HouNIA fﬂ _ HouNIA

;uO/ur/V[/7 (lnb _ |na) _ /uO/ur/V'”7 |n£
2 S r 2z

b
Inr| =
a v/ v/ a

Torus ima NV zavojaka, pa je ukupan sopstveni fluks torusa:

2
® = Moy = N LMD NI (b

2 a 27 a
Induktivnost torusa jednaka je koli¢niku sopstvenog fluksa kroz zavojak i struje kroz namotaj:

IUO/urNZ'[h |ne
(=2 27 a:”O”erhlng
I I 2r a’

Dakle, tacan izraz za induktivnost torusa sa jezgrom od feromagnetika, linearizovane prvobitne
krive magnecenja, sa N namotaja, kvadratnog poprecnog preseka, unutrasnjeg i spoljasnjeg
poluprecnika ai bi visine A je:

2
— ﬂo:urN h|n£
2z a

L
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Prema tekstu zadatka torus smatramo tankim i tada je vektor magnetne indukcije istog intenziteta
po celom popre¢nom preseku torusa, koji je jednak tacnom intenzitetu vektora magnetne indukcije
na srednjoj liniji torusa A:

g, oM gt
/SI’
Duzina srednje linije je:

a+b (24+20)-102m

=2r- =2r- 5 =447.10?m.

sr

Nepoznata jacina struje je:
-2
_ B/, _ 08T:-447-10"m _1257A.

d N H
HoHy 47.1077 -~.100-700
m

Fluks po jednom zavojku je tada:
1
, :J.E-d.?:IB-dS./cog@,//;):J.Bsr ds =B, [ds -8, .SZMS,
S S S S sr

gde smo sada intenzitet vektora magnetne indukcije — A; mogli da izvu¢emo ispred integrala, jer
smatramo da je konstantan. Integral de je jednak povrsini popre¢nog preseka S. Poprecni
S

presek je pravougaonog oblika, pa je povrsina popre¢nog preseka:
S=h-(b-a)=5-10?m-(24-20)-102m=20-10""m?.
Zamenom brojnih vrednosti u izrazu dobijamo:
@,=B,-5=0,8T-20-10"m? =1,6-10>Wb

Ukupan sopstveni fluks torusa je:

2
P =N, ZN'BSF'SZN'M'SZM'S'

sr sr

Zamenom vrednosti za fluks kroz jedan zavojak dobijamo:

@ =N, =700-1,6-10°Wb =1,12 Wb.

Induktivnost torusa jednaka je koli¢niku sopstvenog fluksa kroz zavojak i struje kroz namotaij:
@ 112Wb

I 12,57 A

=89,1mH.

Dobili smo brojnu vrednost za induktivhost ovog torusnog namotaja, ali da bismo odredili izraz za
induktivnost zamenimo izraz za ukupan sopstveni fluks torusa:
,uO/urNZ'[ . 5
L:g: /sr :/UO/urNZ_S
I I /

sr

II1.1.5 Kalem - ZADACT
36



Dakle, aproksimativni izraz za induktivhost tankog torusa sa jezgrom od feromagnetika,
linearizovane prvobitne krive magnecenja, sa N namotaja, povrSine poprecnog preseka S, bilo
kakvog oblika poprecnog preseka, cija je srednja linija duzine £ je:

L:ﬂolll—rﬂz.sl

Ssr

III.1.5.6 Na tanak torus kruznog poprecnog preseka, poluprecnika 7, ravnomerno i gusto je

namotan provodnik duZine 4. MoZe se smatrati da materijal od kog je nacinjen torus ima relativnu
magnetnu permeabilnost x =1200. Duzina srednje linije torusa je 4 = 80 cm, a induktivnost je

L = 2 H. Odrediti duzinu namotanog provodnika.

Resenje:

Na slici II1.1.5.6.1 prikazan je torus posmatran odozgo, i njegov poprecni presek. Posto je jezgro
od feromagnetnog materijala primeni¢emo uopsteni Amperov zakon na kruznicu C sa centrom na
osi torusa, koja se poklapa sa linijom magnetnog polja, i uzeti u obzir ¢injenicu da su vektori A i
dl u svakoj tacki kruznice C istog pravca i smera:

§A-di :§H-d/-gs(ﬁf,/d7)1=§ﬁ.d/ ~Hfdl =H - 2ar = NI,
c c c c

iz ¢ega se dobija jacina magnetnog polja unutar
torusa:

o
2xr

Jezgro torusa je bilo nenamagnetisano pre
uspostavljanja struje kroz namotaj torusa, pa je,
prilikom uspostavljanja struje kroz namotaj torusa,
veza izmedu magnetne indukcije B i jacine
magnetnog polja A data prvobitnom krivom
magnecenja, koja se za date uslove moze
linearizovati:

gde je u, =1200.

Posto je torus tanak smatramo da je magnetno

Slika III.1.5.6.1 polie homogeno rasporedeno po popre¢nom
preseku tousa, odnosno da je magnetna indukcija
istog intenziteta po celom poprec¢nom preseku:

@, =j,§-d§=j5-d5;og(ﬁ,//§)=j55r.dszssrjd:;:,esr-s,
S S S S
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gde je Spovrsina kruznog poprecnog preseka:
S=rz
a B je magnetna indukcija na srednjoj liniji torusa:

H — #07"N[ .

sr

Bsr = Hol

Posto torus ima /' namotaja ukupan fluks je:

2
0 -Noy -5, 5 - LM g ot N g

ig sr
Induktivnost ovog torusa je:

2
L:g:,uo/lr/v .5.
I /

sr

Provodnik koji je namotan na torus je duZine 4 i moZzemo smatrati da se sastoji od NV prstenova,
poluprecnika 7, pa je obim pojedinacnog prstena 2zr, a ukupna duzina provodnika je:

ly=N-2zr,

odakle je:

Zamenom izraza za broj zavojaka i izraza za povrsinu popre¢nog preseka u izraz za induktivnost
dobijamo:

/ 2
,Uo/l(p} 2
N o T2, sty
/ / /. -4r

sr sr sr

!

odakle je trazena duzina provodnika:

. . . . _2 .
/- L1, -4x _ |2H-80 1?4 m-4r _1155m
HoHy 47.107 o 1200

II1.1.5 Kalem - ZADACT
38



II1.1.5.7 Na tankom torusnom A

. . B[T]
jezgru od feromagnetnog materijala, 09
namotano je ravhomerno i gusto po sl

celoj duzini torusa V= 140 zavojaka.
Duzina srednje linije torusa je
/=20 cm. u namotaju je
uspostavlijena stalna struja jacCine
I=0,5A. Odrediti vektor magnetne o4r

0.7

0.6

0.5

indukcije i magnetizacije ako je data 03T
kriva magnecenja na slici. Pre 02
uspostavljanja struje jezgro je bilo ol
nenamagnetisano. N

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 H[

3>y

Resenje:
Posto je jezgro torusa od feromagnetnog materijala, primenom uopsStenog Amperovog zakona kao
u prethodnim zadacima dobijamo izraz za jacinu magnetnog polja unutar torusa:

NI

H=— /]

21t
pri ¢emu smatramo da je torus tanak pa je magnetno polje homogeno rasporedeno po poprec¢nom
preseku, a jaCina magnetnog polja je aproksimirana tacnom vrednoS¢u na srednjoj liniji torusa:

NI
H="2
/

sr

Zamenom brojnih vrednosti u ovom izrazu dobijamo vrednost jacine magnetnog polja u torusu:

M _140.05A .. A

/. 20-10%m — m

B[]
0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600

Slika III.1.5.7.1
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Jezgro torusa je bilo nenamagnetisano pre uspostavljanja struje kroz namotaj torusa pa je,
prilikom uspostavljanja struje kroz namotaj torusa, veza izmedu magnetne indukcije B i jaline
magnetnog polja A/ data prvobitnom krivom magnecenija, koja je data u zadatku i prikazana na

slici II1.1.5.7.1. IzraCunatoj vrednosti jaCine magnetnog polja od H = 350% na grafiku prvobitne

krive magnecenja odgovara vrednost magnetne indukcije od B = 0,65 T.

Veza izmedu vektora magnetne indukcije, vektora jacine magnetnog polja i vekotra magnetizacije
je:

B
Ho

M=—"—H.
Posto jezgro torusa nije bilo namagnetisano pre uspostavljanja struje kroz namotaj torusa, sva tri

vektora u jednacini su istog pravca i smera pa ih moZzemo algebarski oduzeti:
m-LB 06T

—350A=5,17-105A.
Ho 47z‘10Jﬂ m m
m

II1.1.5.8 Tanak torus ima srednju liniju duzine 4 = 10 cm. Struja u namotaju je 7= 0,5 A. Jezgro
torusa je od feromagnetnog materijala Cija je kriva prvobitnog magnecenja data na slici. Odrediti
broj zavojaka N u namotaju torusa ako je magnetna indukcija u jezgru B=09T. Pre
uspostavljanja struje jezgro je bilo nenamagnetisano.

B[T]A
15
14 f
13f
12}
11 f
10f
09 [
08}
07|
06 |
05}
04|
03[
02|
01l

00 [ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 #
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200 H[I%]

Resenje:

Jezgro torusa je bilo nenamagnetisano pre uspostavljanja struje kroz namotaj torusa pa je,
prilikom uspostavljanja struje kroz namotaj torusa, veza izmedu magnetne indukcije B i jaline
magnetnog polja A/ data prvobitnom krivom magnecenija, koja je data u zadatku i prikazana na
slici I11.1.5.8.1. Sa krive prvobitnog magnecenja, koja je data u zadatku, moZe se procitati da
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vrednosti magnetne indukcije od B8 =0,9 T odgovara vrednost jaine magnetnog polja od oko

H=800"
m

B[T]4A
15
14
13
1.2
11
1.0
09 grnmuaunnnnnnm )
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
0.0

I I I I 1 1 1 1 1 1 1 »
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200 H[Iél]'

Slika III.1.5.8.1

U prethodnim zadacima smo odredili izraz za jacinu magnetnog polja unutar torusnog namotaja sa
N zavojaka, srednje linije 4:

yo M
/SI’
odakle odredujemo nepoznati broj zavojaka:
., 8002.10.102m
N=""Ts____M =160.
I 05A

II1.1.5.9 Solenoid duzine 6= 10 cm ima N = 150 zavojaka Zice na feromagnetnom materijalu,
Cija se magnetna permeabilnost u datim uslovima moZe smatrati konstantnom i iznosi g, =100.
Poprecni presek solenoida je kruznog oblika, polupre¢nika =2 mm. U namotaju je uspostavljena
struja jacine 7= 1 A. Odrediti magnetnu indukciju u jezgru solenoida, kao i induktivnost solenoida,
ako je pre uspostavljanja struje jezgro bilo nenamagnetisano.

Resenje:

Kao Sto smo pokazali u zadatku III.1.5.3 solenoid moZzemo posmatrati kao deo jako velikog,
tankog torusa (slika III.1.5.3.1). U prethodnim zadacima smo izveli izraz za jacinu magnetnog
polja tankog torusa primenom uopstenog Amperovog zakona:

NI NI

. 27R

sr

H =
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Ny

gde je M broj zavojaka torusa. Odnos predstavlja broj zavojaka po jedinici duzine (srednje

Ssr
linije) torusa. S obzirom da su zavojci ravhomerno motani ovaj odnos predstavlja broj zavojaka po
jedinici duzine bilo kog dela torusa, pa to vazi i za deo torusa duzine 6 koji smatramo solenoidom:
Ny N
/

sr

b I
gde je NV broj zavojaka solenoida. Naravno, kroz namotaj solenoida tece ista struja 7 pa je jacina
magnetnog polja u solenoidu:
H=——.
b
Posto se moze smatrati da je u datim uslovima relativna permeabilnost x =100, magnetna
indukcija u solenoidu je:

NI
B = popH = topty == -
Zamenom brojnih vrednosti u izrazu dobijamo:
NI 7 H 150-1A
B = H= —=4r-100" —-100- ————=0,19T.
Ho My Ho My b z m 10 - 10-2m

Sopstveni fluks kroz jedan zavojak solenoida je (slike I11.1.5.3.2 i I11.1.5.3.3):
1
@, =jé-d§=j5-d5-g;g(éﬁ‘5=j5-d5=5jds=5-5,
S S S S

gde je Spovrsina kruznog poprecnog preseka:
S=r’z=02-10°mf z =4z -10°m?.
Solenoid ima NV zavojaka pa je ukupni sopstveni fluks:

2
cD:N(DO:N.5.5=N_ﬂo/ng_5:uouzN I

S,

a induktivnost je:
/uolur/vzj X )
L — g — b - /’IO/urN . 5 .
I I b

Dakle, induktivnost solenoida duzine b, sa vazdusnim jezgrom, sa N zavojaka i povrSine
poprecnog preseka S je:

2
/lo/er
L= s,
b

Zamenom brojnih vrednosti u izrazu dobijamo:

N2 47.1077 E'100'1502
[ = Ho .S = m

b B 10-102m

-47-107°m? =355,3 /H.

II1.1.5 Kalem - ZADACT
42



II1.1.5.10 Solenoid ima duzinu b=1m i [T
N =100 zavojaka. Jezgro solenoida je od
feromagnetnog materijala  Cija je kriva 1
prvobitnog magnecenja data na slici. Odrediti
struju I u namotaju solenoida ako je magnetna v
indukcija u jezgru B= 1 T. (Pre uspostavljanja
struje jezgro je bilo nenamagnetisano.)

0,5
/

>
20 40 60 80 100 H[%]

Resenje:

B[T]‘ Jezgro torusa je bilo nenamagnetisano pre
uspostavljanja struje kroz namotaj torusa pa
1 | } | | | | | B - je veza izmedu magnetne indukcije B i
] : jacine magnetnog polja # data prvobitnom
v : krivom magnecenja, sa koje se moze
: procitati da vrednosti magnetne indukcije od
: B=1T za dati feromagnetni materijal
0,5 : odgovara vrednost jacine magnetnog polja
od H =100%, kao Sto je prikazano na slici

/ f I11.1.5.10.1.

>
0 20 40 60 80 100 y[r] U prethodnom zadatku smo izveli izraz za
" jacinu magnetnog polja u solenoidu:

s
b

Slika III.1.5.10.1

iz koga se dobija trazena struja u namotaju solenoida:

1002 .1 m
J="=_ m

—F——=1A.
N 100

III.1.5.11 Solenoid ima duZinu b = 25 cm. Kroz N = 200 zavojaka solenoida tece stalna struja
jacine I =0,5A. Jezgro solenoida je od feromagnetnog materijala Cija je kriva prvobitnog
magnecenja data tabelom. Odrediti magnetnu indukciju B u jezgru solenoida. (Pre uspostavljanja
struje jezgro je bilo nenamagnetisano.)

HA] | 200 | 400 | 600 | 800 | 1000 | 1200 | 1400 | 1600 | 1800 | 2000
B[T] | 025 | 050 | 0,22 | 0,89 | 1,08 | 1,16 | 1,24 | 1,30 | 1,34 | 1,37
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Resenje:
U zadatku II1.1.5.9 izveli smo izraz za jacinu magnetnog polja u solenoidu:
H:ﬂ_ZOO-O,SA: A

= 400 — .
b 25.107%m m

Jezgro torusa je bilo nenamagnetisano pre uspostavljanja struje kroz namotaj torusa pa su
vrednosti magnetne indukcije B i jaCine magnetnog polja A vezane prvobitnom krivom
magnecenja, koja je data tabelom. Iz tabele se moze procitati da vrednosti jacine magnetnog polja

u solenoidu od H=400% odgovara vrednost magnetne indukcije od B=05T za dati

feromagnetni materijal od koga je nacinjeno jezgro solenoida.
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I11.1.6 SPREGNUTI NAMOTAIJI SA STALNIM STRUJAMA
TEORIJSKA OSNOVA

e Sta su spregnuti namotaji?

— Kada na isto jezgro namotamo dva namotaja
kroz koje propustamo elektricne struje, onda ce
indukcija koju proizvodi struja u jednom namotaju
praviti fluks i kroz povrSinu drugog namotaja. I
obrnuto. Takvi namotaji koji utiCu jedan na drugi
zbog zajednickog jezgra zovu se spregnuti
namotaji.

o Sta je medusobni fluks?
— Magnetni fluks koji indukcija koja potic¢e od elektricne struje u jednom namotaju pravi kroz
povrsinu drugog:

¢12 =N2 '¢120
1 b
_ - B N, T ulN, I b
D,.,,=|B,-dS=|B -d5-9a§(/8/vn (#5121 g g 217 g2
120 s“; 1 s“; 1 17 2) ‘[ 27[" 27[ a
uN,N,I, .. b
D, =—"=2hln—
12 27 a

e U zavisnosti od ugla izmedu B, i 7,, ovaj fluks moZe biti pozitivan ili negativan.

o Sta je medusobna induktivnost?
— Koli¢nik medusobnog fluksa i struje od koje taj fluks potice:

L, = Dy, _ ulN;N, hlnﬁ
I, 2 a

e Medusobna induktivnost, kao i medusobni fluks (jer direktno zavisi od njega) takode moze biti
pozitivna ili negativna.

e Moze se izracunati i fluks @,, koji indukcija B, od elektri¢ne struje u drugom namotaju, 7,,
pravi kroz povrsinu S; prvog namotaja:

N, N, T b
@,, ='”12—”22/,|n;

— medusobna induktivnost L;; je onda:

L, = D, _ ulN,N, h|n£
I, 27 a
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Vazno je uociti da su medusobni fluksevi za spregnute namotaje razliciti (jer ih Cine

razliCite struje), a da su medusobne induktivnosti iste (jer induktivnosti ne zavise
od elektricne struje!!!).

Nacin motanja spregnutih kalemova definisan je koeficijentom sprege k, gde je & < [0,1]

Tako se medusobne induktivnosti mogu izracunati i kao:

L, =+k\L, L, .
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ZADACT

IT1.1.6.1 Dva namotaja su ravhomerno i gusto,
jedan preko drugog, namotani na tankom
kartonskom torusnom jezgru, kao Sto je prikazano
na slici. Prvi namotaj ima M, a drugi A, zavojaka.
Odrediti sopstvene induktivnosti ovih namotaja,
medusobne induktivnosti i koeficijent sprege.

Kartonsko jezgro je pravougaonog poprecnog
preseka. Unutrasnji poluprecnik jezgra je a,
spoljasnji poluprecnik je 4, a visina je A.

Resenje:

smer struje 7;, prema konle se
odreduju smerovi vektora &, i d5;

h

SN0

Slika III.1.6.1.1

Pretpostavimo da kroz namotaje teku struje 4 i 5, prema proizvoljno usvojenim smerovima
prikazanim na slici III1.1.6.1.1. Kasnije ¢emo videti da od smerova struja i nacina motanja namotaja
zavisi znak medusobne induktivnosti.

Kao Sto je pokazano u zadatku III.1.5.1 prema Amperovom zakonu svaki od namotaja stvara
magnetno polje unutar torusa, a magnetne indukcije od pojedinih namotaja su:

B, = HoN 1y )
27r

B, = HolNy 1, )
27
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Smerovi vektora magnetnih indukcija prikazani su na slici I11.1.6.1.1, a odredeni su pravilom desne
ruke (zavojnice) u odnosu na smer struje kroz odgovarajuci namotaj.

Sopstvene induktivnosti pojedinih namotaja izvode se kao u zadatku III.1.5.1, pod pretpostavkom
da je torus tanak (tj. da je magnetno polje homogeno rasporedeno po poprecnom preseku
torusa). Odredimo najpre sopstveni fluks kroz jedan zavojak prvog namotaja:

P =J51 .S, =J51 -d5; ‘Sog(ﬁu/vﬁ1)=_[51 -d5; =51_[d51 =B,-5,
5 5 5 5

gde je B, magnetna indukcija na srednjoj liniji torusa:

B, = /10/'\/1—’1 )
/

sr

a dsS, je elementarni deo povrSine S (povrSine poprecnog preseka torusa), pri Cemu se pravac
vektora d§1 poklapa sa normalom na povrsinu ds; :

a smer vektora d§1 je odreden prema pravilu desne ruke (zavojnice) na osnovu smera konture
koja ogranicava povrsinu S, a koji se poklapa sa smerom struje .

Prvi namotaj ima A, zavojaka pa je ukupan sopstveni fluks kroz prvi namotaj:

2
NI o mM'T

cD1=/V1@01=/V1"5,1'~5'=/V1'#0 S,
/sr /SI’
a induktivnost je:
/lo/vlzll .S
2
leg: /Sr :/UONl _5,
'[1 '[1 /sr

gde je S = h-(b—a). Analogno se odreduje induktivnost drugog namotaja, pri ¢emu je smer
vektora d§2 odreden prema pravilu desne ruke (zavojnice) na osnovu smera konture koja

ogranicava povrSinu S, a koji se poklapa sa smerom struje 5, kao Sto je prikazano na slici
I11.1.6.1.1b:

d‘§2 :ﬁz -ds,
1
Dy, =.[Bz -ds, ZJ.BZ -ds, 'M)ZIBZ - ds, 252.[0152 -B,-5
S S s 5
B, = 'uo/'vzfz
ISF
2
/5" /sr
2
M1,
@2 /sr /JO/VZZ
L=-5= = .S,
]2 [2 /sr
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Medusobna induktivnost prvog i drugog namotaja, L;,, odreduje se kao odnos ukupnog fluksa @,

koji struja u prvom namotaju, 4, stvara kroz drugi namotaj i jacine struje u prvom namotaju.
Odredimo najpre fluks @,,, koji stvara struja u prvom namotaju kroz jedan zavojak drugog

namotaja. Na slici III.1.6.1b prikazan je smer vektora 51, koji je odreden pravilom desne ruke
(zavojnice) u odnosu na smer struje 4. Od ugla izmedu vektora B, i dS, zavisi znak fluksa Dyy5,

odnosno znak medusobne induktivnosti. U nasem slucaju je ugao izmedu ova dva vektora jednak

7 pa je skalarni proizvod manji od nule (cos 7 = -1):
-1

Doy = [ B, -dS, = [ B, -dS, -cosli, 1,) = [ B, -, = -8, [ dS, =B, - S
S S S

S

Drugi namotaj ima M, zavojaka pa je ukupan fluks @,, koji struja u prvom namotaju, 4, stvara
kroz drugi namotaj:

NI NN, I
@, = N, Dy, =_N2.5’1,5:_N2_/J0/1 1.6-_Ho /1 21 g
sr sr
Medusobna induktivnost prvog i drugog namotaja je:
_mMMT
le — @12 — /sr _ _/uONINZ 5 .
[1 ‘[1 /sr

Primetimo da, za razliku od sopstvene induktivnosti, medusobna induktivhost moZze biti i pozitivna i
negativna. Pojednostavljeno se moze shvatiti da je medusobna induktivnost pozitivna ako su
vektori magnetnih indukcija B, i B,, koje stvaraju pojedini namotaji, istog smera kroz svaki od
namotaja (odnosno, preciznije receno, da je ugao izmedu ovih vektora izmedu — z/2 i z/2). Onda

je medusobna induktivnost negativna ako su vektori magnetnih indukcija 5’1 i 52 suprotnog smera
kroz svaki od namotaja (odnosno, preciznije receno, da je ugao izmedu ovih vektora izmedu /2 i
37/2). U nasem slucaju ova dva vektora su suprotnog smera (ugao izmedu njih je z) pa je

medusobna induktivhost negativha. Da je struja nekog od namotaja suprotnog smera od
usvojenog, ili da je neki od namotaja drugacije motan na jezgro, medusobna induktivnost bila bi
pozitivna. Na slici I11.1.6.1.2 pod a i b prikazani su nacini motanja namotaja i smerovi struja kada
je medusobna induktivnost pozitivna, na istoj slici pod c i d prikazani su naini motanja namotaja i
smerovi struja kada je medusobna induktivnost negativna.

Medusobna induktivnost drugog i prvog namotaja, L,;, odreduje se kao odnos ukupnog fluksa @,,

koji struja u drugom namotaju, 5, stvara kroz prvi namotaj i jacine struje u drugom namotaju.

Odredimo medusobnu induktivnost ;; na analogan nacin kao medusobnu induktivnost L;,.
Odredimo najpre fluks @,,; koji stvara struja u drugom namotaju kroz jedan zavojak prvog

namotaja, pri ¢emu vodimo racuna o smerovima vektora B, i dS, :
-1

Doy zjéz -ds, ZIBz -dS, ﬁ%ﬂ)z—jﬁ’z -dS, Z_szd51 =-5,-5
5 5 5 5

Prvi namotaj ima M zavojaka pa je ukupan fluks @,, koji struja u drugom namotaju, 5, stvara
kroz prvi namotaj:

oV, I
Dy =N1@021 =_N1'Bz‘5=_/v1‘%‘5=

sr

_ ViV, 1,
/

sr

-5
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Medusobna induktivnost drugog i prvog namotaja je:

_ NN, I, .S
Ly, = Py _ ls _ HoMi IV, .S
'[2 '[2 /sr

Vidimo da su medusobne induktivnosti L;; i L; jednake. Generalno, u linearnim sredinama u
magnetnom pogledu (kakva je vazduh) u kojima magnetna permeabilnost ne zavisi od struja u
konturama vazi:

L12 = Lz1 .

a to Ce biti slu¢aj u svim nasim zadacima.

L =1y <0

Slika III.1.6.1.2

Veza izmedu sopstvenih induktivnosti, L; i L,, i medusobne induktivnosti L;; moZe se predstaviti
pomocu koeficijenta sprege k:

le :ik»ﬂLl 'Lz .

Koeficijent sprege je uvek pozitivan i vazi:
0<k<1.

Koeficijent sprege definiSe jacinu sprege izmedu posmatranih namotaja. Ako je fluks koji jedan
namotaj stvara kroz drugi jednak nuli tada su medusobna induktivnost i koeficijent sprege jednaki
nuli. To je slucaj kada su namotaji veoma udaljeni jedan od drugog, ili kada je jedan namotaj
izolovan Faradejevim kavezom od drugog. Ako sav fluks koji stvara jedan namotaj prolazi kroz
drugi namotaj (nema rasipanja) tada je koeficijent sprege jednak 1.
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Odredimo koeficijent sprege posmatrana dva namotaja:

ViV, .S
k = |L12| _ _ /sr _ -1,
\/Ll L HolVy HolVy
.S. .S
/sr /SI‘

Sto je ocCekivani rezultat, jer sav fluks koji stvara jedan namotaj prolazi kroz drugi namotaj
(smatramo da nema rasipanja).

II1.1.6.2 Na kartonskom jezgru namotana su dva namotaja, zavojak do zavojka, kao na slici.
Duzina jezgra je b = 3,95 cm, poluprec¢nik poprecnog preseka je = 1 mm, a broj zavojaka svakog
od namotaja je V= 100.

a) Odrediti induktivnost svakog namotaja.

b) Odrediti koeficijent sprege.

c) Nacrtati ekvivalentnu Semu veze ako su spojeni krajevi A' i B' i odrediti medusobnu induktivnost.
d) Nacrtati ekvivalentnu Semu veze ako su spojeni krajevi A' i B i odrediti medusobnu induktivnost.

e) Nacrtati ekvivalentnu Semu veze ako su istovremeno spojeni krajevi A' i B' i krajevi A i B, i
odrediti medusobnu induktivnost.

A

Resenje:
a) Ova dva namotaja su identi¢na, a izraz za induktivnost namotaja vazdusnog solenoida je
izveden u zadatku III.1.5.3:

2 H 2 3P
NS aNPrie 4r107 100 {1-10°mf z

L =L =L
17 b b 3,95-107%m

=1 4H.

b) Posto su namotaji motani zavojak do zavojka sav fluks koji stvara jedan namotaj prolazi kroz
drugi namotaj pa je koeficijent sprege jednak & = 1.
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c) Krajevi A' i B' su spojeni, kao Sto je prikazano na slici I11.1.6.2.1. Ako pustimo struju jacine 7
kroz ulazne krajeve (to su u ovom slucaju krajevi A i B) ova struja protiCe kroz oba namotaja i
oCigledno je da su namotaji vezani redno. Ako pratimo tok struje 7 vidimo da struja protice u
suprotnom smeru kroz namotaje. Na slici II1.1.6.2.1 prikazani su vektori magnetnih indukcija E’A i

By, koje stvaraju pojedini namotaji, Ciji su smerovi odredeni na osnovu smera struje kroz

namotaje prema pravilu desne ruke (zavojnice). Na osnhovu detaljnog dokaza u prethodnom
zadatku mozemo zakljuciti da je medusobna induktivnost negativna. Naime, normala na povrsinu
jednog zavojka namotaja A, n,, vezana je sa smerom konture koja ograniCava ovu povrsinu

pravilom desne ruke (zavojnice). Smer konture se poklapa sa smerom struje kroz ovaj namotaj. Sa
slike II1.1.6.2.1 vidi se da su vekotri E’B i n, suprotnih smerova, pa je magnetni fluks koji stvara

struja u jednom namotaju B kroz namotaj A negativan, a samim tim je i medusobna induktivhost
negativna. Ovo smo mogli i odmah zakljuciti s obzirom da su vektori magnetnih indukcija EA i E’B,

koje stvaraju pojedini namotaji, suprotnih smerova u svakom pojedinom namotaju.

S obzirom da je koeficijent sprege jednak 1 i da je medusobna induktivnost negativna, mozemo
odrediti medusobnu induktivnost:

Ly =Ly =—k\JLy L, =—kVL-L=—k-L=-1-1pH=-14H.

AARNARRR
LA |

/ L

A /
A

Slika II1.1.6.2.1

d) Krajevi A' i B su spojeni kao Sto je prikazano na slici II1.1.6.2.2. Ako pustimo struju jacine I kroz
ulazne krajeve (to su u ovom slucaju krajevi A i B'), ova struja protice kroz oba namotaja i
oCigledno je da su namotaji i u ovom slucaju vezani redno. Ako pratimo tok struje 7 vidimo da
struja protiCe u istom smeru kroz namotaje. Na slici II1.1.6.2.2 prikazani su vektori magnetnih
indukcija BA i EB, koje stvaraju pojedini hamotaji. Njihovi smerovi odredeni su na osnovu smera

struje kroz namotaje prema pravilu desne ruke (zavojnice). Na slici su prikazane i normale na
povrsine ograni¢ene jednim zavojkom namotaja, 77, i 7z, odredene prema smeru struje, kao Sto

je pokazano u ovom zadatku pod a. Podto su vektori B, i 7i;, odnosno vektori By i 7i, istog
smera, zakljuCujemo da je medusobna induktivnost pozitivha. Koeficijent sprege je jednak 1 pa je:
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Slika II1.1.6.2.2

e) Istovremeno su spojeni krajevi A' i B' i krajevi A i B, kao Sto je prikazano na slici I11.1.6.2.3. Ako
pustimo struju jacine 7 kroz ulazne krajeve (to su u ovom slucaju spojeni krajevi A i B i spojeni
krajevi A' i B') ova struja se deli i protice kroz oba namotaja pa su namotaji vezani paralelno.
Struja protiCe u istom smeru kroz namotaje. Na slici II1.1.6.2.3 prikazani su vektori magnetnih
indukcija EA [ EB, i normale na povrSine ograni¢ene jednim zavojkom namotaja, 7, i 7,
odredeni prema smeru struje. Posto su vektori B, i 7i;, odnosno vektori B, i 7, istog smera,
zaklju¢ujemo da je medusobna induktivnost pozitivna. Koeficijent sprege jednak je 1 pa je:

Slika II1.1.6.2.3
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III.2 PROMENLIIVA ELEKTROMAGNETNA POLJA
TEORIJSKA OSNOVA

Magnetna polja koja smo do sada analizirali bila su stalna jer su posledica konstantne
elektri¢ne struje u vremenu i provodnika sa strujom koji miruje u prostoru.

I11.2.1 FARADEJEV ZAKON

54

Sta se deava ako se strujna kontura kre¢e u spolja$njem magnetnom polju?

Sta se desava ako kroz provodnik propustamo vremenski promenljivu elektri¢nu struju?

— Sve te pojave se mogu objasniti Faradejevim zakonom elektromagnetne indukcije:
Indukovana elektromotorna sila, koja se javlja na krajevima provodnika,
suprodstavlja se promeni magnetnog fluksa:

o _d2
dt’

Promena magnetnog fluksa moze nastati ako se kontura kre¢e u spoljaSnjem magnetnom

polju, ako izvor magnetne indukcije pomeramo u prostoru, ili ako imamo vremenski

promenljivu elektri¢nu struju u provodniku.

Kako se odreduje smer indukovane elektromotorne sile?

— Lencovim pravilom:
— Ako se magnet priblizava provodniku, fluks raste. Indukovace se elektromotorna sila
takvog smera koja ¢e se truditi da smanji tu promenu fluksa i da ga odrZi na pocetnom
nivou.

— Ako se magnet udaljava, onda fluks kroz konturu opada. Indukovana elektromotorna sila
Ce biti takvog smera da tezi da poveca fluks ne bi li ostao kakav je bio na pocetku

— Ako je kontura zatvorena, onda ¢e se osim elektromotorne sile indukovati i elektri¢na
struja u konturi. Smer te struje se odreduje na isti nacin kao i smer elektromotorne sile.
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Sta je dinamicka indukcija?

— To je ona indukcija koja nastaje kada se provodnik kreé¢e u spoljaSnjem magnetnom polju.
— Za ovakav slucaj indukovana elektromotorna sila se moze proracunavati u nekim
slucajevima preko formule Faradejevog zakona (gore navedenog), a u svim slucajevima preko

izraza:
e= J.(V X B)
/

Sta je staticka indukcija?
— To je onaj tip indukcije kod koje provodnik miruje u spoljaSnjem magnetnom polju, a kroz
njega propustamo vremenski promenljivu elektricnu struju.

Koja je jedinica za indukovanu elektromotornu silu?
— Volt [V].

Postoji nekoliko jako znacajnih primena Faradejevog zakona u praksi: generatori jednosmernog
i naizmenicnog signala, komutator, fluksmetar...
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GENERATOR JEDNOSMERNOG SIGNALA (TEORIISKI MODEL)

56

Teorijski model generatora jednosmernog signala je prototip. Ne Kkoristi se u praksi
(nepraktican je jer je zasnovan na translatornom kretanju).

Kako radi ovaj generator?

— Izmedu polova stalnog magneta su postavljene dve paralelne provodne Sine. Preko tih Sina
je polozena pravolinijska provodna Sipka duZzine /.

— Pod silom tereta Sipka se krece stalnom brzinom v (bez trenja) u homogenom spoljasnjem
polju magneta.

— Zbog tog kretanja na Sinama se indukuje razlika potencijala (taj napon se moze izmeriti
voltmetrom na krajevima Sina).

=(V><B) / =

—(v-B-sinl7, B))- 1 cosly x B, ) -
N |
(

+
v~
I

v -B-sin— ) /-cos0 =

- Posto je indukovana elektromotorna sila
’ ‘ konstantna, obeleZava se velikim slovom:

E =vB/

-
B SN
NS
Y
N
<)
II

— A ako se Sine prespoje otpornikom, javi¢e se jednosmerna indukovana elektri¢na struja.

S

~—

A\
P N
BN
}}

<|

N

1]

| ™

Sa pojavom struje u kolu javlja se i magnetna sila koja deluje na pokretni provodni Stap:

F=I.]xB

II1.2.1 Faradejev zakon - TEORIJSKA OSNOVA



GENERATOR NAIZMENICNOG (PROSTOPERIODICNOG) SIGNALA

Kako radi generator naizmenicnog
signala?

— Namotaj od V' zavojaka provodne Zice
rotira u  spoljasnjem  homogenom

magnetnom polju indukcije 5B .

—  Fluks koji se tom prilikom stvara je:

@ = NBS - cos(B, ﬁ): NBS - cosa

— Indukovana elektromotorna sila je
onda:

B Toncaon 1 IR IS

\ 4

—
B YRR N T TR

do d
=———=——|(NBS -cosa)=
de = dt a)
. do . da . v
=—{ - NBS -sina- pral gde je P = @ ugaona brzina (kruzna ucestanost).
doa =w-dt

a = ot + const

U pocetnom trenutku vremena pocetni ugao je 0:
fo=0=>qg,=const =0

a=ot
— —
N B‘ —_>—>B
A J ”
== >
N/ > %
a, =0 : N

e =wNBS -sina

— Konstantni deo w/NBS = E ,, je amplituda ovog sinusnog signala pa je:

e=E_ -sinot

Ako na krajeve generatora priklju¢imo potrosac, kroz njega ¢e proteéi indukovana elektricna
struja (koja je sinusnog oblika kao i elektromotorna sila).

/ N N
<« N A
m %fgw NN\
R L \ d i=£=isina)t=lmsina)t
AN N\ AN R R
\ A

—
B 44t
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ZADACT

I11.2.1.1 Na slici

su prikazane dve paralelne

izmedu Sinaje /=1 m.

Sina.

moze zanemariti,

a) IzraCunati razliku potencijala izmedu nepokretnih /

nepokretne provodne Sine u homogenom magnetnom

polju indukcije B= 1 T. Duz Sina, normalno na njih,

klizi provodna Sipka brzinom v =1 m/s. Rastojanje N
S

odrediti

>
\'

b) Ako se na jednom kraju Sine spoje otpornikom
otpornosti R =100 Q, a otpornost Sina i Sipke se
i intenzitet

c) Sta ¢e se desiti ako Sipka promeni smer kretanja, a

indukovane struje.

brzina ostane ista?

Resenje:

a) Kada se provodnik kre¢e u magnetnom polju u njemu se indukuje elektri¢no polje. Ova pojava
naziva se elektromagnetna indukcija i to dinamicka jer se provodnik krece. U nasem slucaju
provodna Sipka se krete u homogenom magnetnom polju indukcije B=1T. Odredimo najpre
smer linija magnetnog polja koje uvek izviru iz severnog pola (N), a uviru u juzni pol (S) magneta.
Na slici II1.2.1.1.1 prikazan je analizirani sistem posmatran sa strane i odozgo i prikazane su linije

magnetnog polja.

v

o
B

Slika II1.2.1.1.1

Jacina elektri¢nog polja indukovanog pod dejstvom elektromagnetne indukcije je:

E’nd :l7><é.

U nadem slucaju ugao izmedu vektora v i B je = /2 pa je intenzitet vektora magnetne indukcije:

‘Eind

:||7|"E‘sin(n?,é):|V|-‘BM31?'1 T =1%.
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Pravac ovog vektora je normalan na ravan koju odreduju vektori v i B, a smer je odreden prema
pravilu desne zavojnice (ruke). Vektor L-:ind prikazan je na slici I11.2.1.1.1.

Pod dejstvom indukovanog elektricnog polja u provodniku se indukuje elektromotorna sila.
Elementarna elektromotorna sila de indukuje se na elementarno malom delu provodne Sine, duzine
dy, pri cemu smo zbog lakSeg racuna usvojili x-osu tako da se poklapa sa pravcem provodne Sine i
usmerili je prema smeru vektora indukovanog elektricnog polja L-:ind. (Dakle, smer x-ose se

proizvoljno usvaja.)
de=E,y i =7 xB) .

Smer vektora dx poklapa se sa smerom x-0se, pa je ugao izmedu vektora L-:ind i ax jednak nuli:

d6=l'§ind‘di:5ind‘dxcc§(m} = Eing X

Posto smo dobili pozitivan rezultat referentni smer indukovane elektromotorne sile poklapa se sa
smerom vektora dx . (Prisetimo se da je referentni smer elektromotorne sile usmeren od

negativnog ka pozitivhom kraju.)

Napomena: Da smo usvojili suprotan smer x-ose ugao izmedu vektora L-:ind i dx bio bi jednak r,
pa bi skalarni proizvod ova dva vektora bio negativan i referentni smer indukovane elektromotorne
sile bio bi suprotan od smera ovako usvojene x-ose, ali bi bio isti kao i prethodno dobijen smer.
Dakle, kao Sto je ocekivano, rezultat ne zavisi od usvojenog smera x-ose.
Ukupna elektromotorna sila koja se indukuje duz cele provodne Sipke jednaka je sumi
elementarnih indukovanih elektromotornih sila duz provodne Sipke:

e=[de=[E a¥=[lrxB)

/ / /
Zamenimo dobijeni izraz za elementarnu elektromotornu silu u izrazu, a zatim izvucimo indukovano
elektricno polje kao konstantu ispred integrala. Linijski integral j dx duz provodne Sine jednak je
/

duzini Sine:
e:jfmd -dx=LﬂndIdx=Eind I =vBl
/ /

Zamenimo brojne vrednosti u izrazu:

Vv
e=Fpg-/=1_1m=1V.

b) Indukovana elektromotorna sila ponasa se kao generator konstantnog napona. Kada zatvorimo
kolo otpornikom, posto na njegovim krajevima postoji razlika potencijala, potedi ¢e struja. Smer
struje se poklapa sa referentnim smerom indukovane elektromotorne sile i prikazan je na slici
I11.1.2.1.2. Intenzitet struje je prema Omovom zakonu za prosto kolo:

1=8- 1V _001A-10mA.
R Q

II1.2.1 Faradejev zakon - ZADACT
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Slika I11.2.1.1.2

c) Ako provodna Sina promeni smer kretanja (tj. ako vektor v promeni smer) promenice se smer
indukovanog elektrinog polja, koje je jednako vektorskom proizvodu vektora v i B. Posledica
toga je suprotan smer indukovane elektromotorne sile, a samim tim i suprotan smer struje kroz

otpornik, kao Sto je prikazano na slici I11.2.1.1.3.

A
N / X X
9
TV e BB g7 % B
Vil / ind— V' X Eind —>
+ d —
v v de
51 i
S
Slika I1I1.2.1.1.3
III.2.1.2 Na slici su prikazane dve paralelne
nepokretne provodne Sine u homogenom —
magnetnom polju indukcije 8= 0,5T. Duz Sina, B
normalno na njih, klizi provodna Sipka brzinom + —
v= 3 m/s. Rastojanje izmedu Sina je /=2 m. Na V

jednom kraju Sine su spojene generatorom
elektromotorne sile £= 2V i unutrasnje otpornosti
R =2 Q. Odrediti smer i intenzitet struje u kolu.

II1.2.1 Faradejev zakon - ZADACT
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Resenje:
Zbog kretanja provodne Sipke u magnetnom polju u njoj ¢e se indukovati elektricno polje. Jacina
indukovanog elektri¢nog polja jednaka je vektorskom proizvodu vektora v i B . Kao u prethodnom

zadatku vektori v i B su normalni jedan na drugi pa je:

Eing =V x8

=||7|.‘é‘sin(|7,é):||7|-‘B‘gn/"5/'=13?-0,5 T =1,5%.

Smer indukovanog elektricnog polja prikazan je na slici I11.2.1.2.

‘Eind

56_657_9

+
2 Eind —’?

+
Slika I11.2.1.2.1

U prethodnom zadatku pokazali smo da je indukovana elektromotorna sila u pravolinijskom
provodniku koji se kreée brzinom ¥ normalno na linije magnetnog polja indukcije 5 :

e:VB/:Eind-lzl,S%-2m=3V.

Referentni smer indukovane elektromotorne sile poklapa se sa smerom indukovanog elektricnog
polja i prikazan je na slici II1.2.1.2.1. Usvojimo referentni smer struje kroz kolo kao Sto je
prikazano na slici I11.2.1.2.1. Na osnovu Omovog zakona za prosto kolo jacina struje u kolu je:

_E-e 3V-1V

I =
R 50 Q

=0,04 A=40mA.

Predznak elektromotorne sile £ je pozitivan jer se njen referentni smer poklapa sa usvojenim
referentnim smerom struje. Predznak indukovane elektromotorne sile e je negativan jer je njen
referentni smer suprotan od usvojenog referentnog smera struje. PoSto smo dobili pozitivhu
vrednost struje znaci da se usvojeni smer struje poklapa sa pravim smerom struje.

II1.2.1 Faradejev zakon - ZADACT
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I11.2.2 SPREGNUTI NAMOTAJI SA VREMENSKI PROMENLJIVOM STRUJOM
TEORIJSKA OSNOVA

62

Promenljiva magnetna polja su bitna i za rad spregnutih namotaja (transformatora). Ako kroz
jedan namotaj propustamo vremenski promenljivu elektricnu struju, ona ¢e proizvesti
vremenski promenljivi magnetni fluks kroz drugi namotaj i indukovace se elektromotorna sila
na krajevima drugog namotaja (elektromotorna sila medusobne indukcije).

Zbog proticanja vremenski promenljive elektricne struje kroz pojedinacne namotaje stvarace se
vremenski promenljivi fluks, pa ¢e se na njihovim krajevima indukovati elektromotorna sila
samoindukcije.

Kako se Sematski prikazuju spregnuti namotaji u elektricnom kolu?

I, K /> /1 Kk /2

hAa € —» 0 ea

U Ll % g Lz U U Ll % g Lz (7))

L,>0 L,<0

— Tackama se definiSe znak magnetne indukcije:
— ako je medusobna induktivnost L;, pozitivha, obe tacke se stavljaju na ulaz namotaja
(ili obe na izlaz);
— ako je medusobna induktivnost L;, negativna, tacke se stavljaju naizmenicno, jedna na
ulaz, jedna na izlaz;
— ulaz namotaja je kraj namotaja u koji struja ulazi, a izlaz je onaj kraj namotaja iz koga
struja izlazi.

Vazno je ovim tackama obeleziti predznak medusobne induktivnosti, jer se to na Sematskom
prikazu inace ne vidi (vidi se samo na realnom spregnutom kolu).

Prema ekvivalentnoj Semi spregnutih namotaja mogu se pisati jednacine po I i II Kirhofovom
zakonu:
u+e +e,,=0...(Q)

u,+e,+6e,=0...()

Posto i kod vremenski promenljivih elektricnih struja vazi da je induktivnost

=2
/
ove jednacine se mogu napisati i kao
ai, ai
u —-L—r-L,—%2=0...1
! Lidt 2y (1)
ai, di
U, —L,—~—-L—2=0...Q
2 L12 dt 2 dt ()
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ZADACT

III.2.2.1 Na kartonskom jezgru namotana su dva nhamotaja, zavojak do zavojka, kao na slici.
a) Nacrtati ekvivalentnu Semu veze ako su spojeni krajevi A' i B'.
b) Nacrtati ekvivalentnu Semu veze ako su spojeni krajevi A' i B.

c) Nacrtati ekvivalentnu Semu veze ako su istovremeno spojeni krajevi A' i B' i krajevi A i B.

A

Resenje:

Ovo su namotaji Cije smo induktivnosti, kao i koeficijent sprege, odredili u zadatku III.1.6.2.
Zakljucili smo da su oba namotaja identi¢na i da su im induktivnosti L. Koeficijent sprege je k=1
posto su namotaji motani zavojak do zavojka i sav fluks koji stvara jedan namotaj prolazi kroz
drugi namotaj.

Znak medusobne induktivnosti zavisi od nacina motanja namotaja na jezgro i smera struje kroz
namotaj. Da bi se pojednostavilo predstavljanje namotaja oni se prikazuju Sematski. Medutim, na
ovim pojednostavljenim Semama gubi se informacija o na¢inu motanja namotaja, pa samim tim i
informacija o znaku medusobne induktivnosti. Zato je usvojena sledeca konvencija: jedan kraj
namotaja svakog namotaja obelezava se tackom. Ako za oba namotaja struja utie u tacku ili istice
iz tacke, smatra se da je medusobna induktivnost pozitivna. Ako za jedan namotaj struja utice u
tacku, a za drugi namotaj istice iz tacke, smatra se da je medusobna induktivnost negativna.
Primenimo ovu konvenciju na namotaje iz zadatka.

a) U zadatku III.1.6.2 pod a zakljucili smo da je medusobna induktivnost negativna kada su
spojeni krajevi A' i B' i da su namotaji vezani redno. Na slici II1.2.2.1.1 prikazane su dve moguce
ekvivalentne Seme veze. Primetimo da su na prvoj Semi tacke postavljene sa leve strane namotaja
A, odnosno desne strane namotaja B, i da, kada se pusti struja kroz namotaje, ona uti¢e u tacku
namotaja A, a istiCe iz tacke namotaja B. Na drugoj Semi je obrnuto.

/ LlA;B L / LlA;B‘ L,

A2 B A2 B

Slika II1.2.2.1.1

II1.2.2 Spregnuti namotaji sa vremenski promenljivim strujama - ZADACI
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b) U zadatku III.1.6.2 pod b zakljucili smo da je medusobna induktivnost pozitivha kada su spojeni
krajevi A' i B i da su namotaji vezani redno. Na slici II1.2.2.1.2 prikazane su dve moguce
ekvivalentne Seme veze. Primetimo da su tacke postavljene sa leve strane svakog od namotaja i
da, kada se pusti struja kroz namotaje, ona utie u tacke oba namotaja. Na drugoj Semi tacke se
nalaze sa desne strane oba namotaja.

Slika II1.2.2.1.2

c) U zadatku III.1.6.2 pod c zakljucili smo da je medusobna induktivnost pozitivha kada su
istovremeno spojeni krajevi A' i B' i krajevi A i B i da su namotaji vezani paralelno. Na slici
I11.2.2.1.3 prikazane su dve moguce ekvivalentne Seme veze.

by g CNCN

it
A B=B A=A B=B

\I
Il =

A

Slika I11.2.2.1.3

II1.2.2 Spregnuti namotaji sa vremenski promenljivim strujama - ZADACI
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I11.2.3 ENERGIJA U MAGNETNOM POLJU
TEORIJSKA OSNOVA

e Kako se izrazava energija magnetnog polja u linearnim sredinama?

BA
1 1 1 ¢?
W =—o.i==Li*=="—
™2 2 2 L
0 H
e Energija magnetnog polja moZe da se izrazi i preko zapreminske gustine energije wy:
w, = [w,av
v
gde je:
2
Wm =lB‘H=1ﬂH2 =lB_
2 2 2 u

e Kako se izrazava energija magnecenja feromagnetika?

B

B;
B W,=V|H- -dB
0

B

— Integral I H -dB odgovara povrsini iznad krive magnecenja. To predstavlja energiju koju
0

izvor utroSi da bi se u jezgru postigla magnetna indukcija B; (indukcija za zadatu struju 7).

II1.2.3 Energija u magnetnom polju - 7EORIJSKA OSNOVA
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TEST

III.1.

I11.2.

II1.3.

II1.4.

II1.5.

II1.6.

II1.7.

I11.8.

II1.9.

I11.10.

III.11.

I11.12.

II1.13.

II1.14.

III1.15.

Koja je jedinica za magnetnu silu?

Koja je jedinica za magnetnu indukciju?

Koja je jedinica za jaCinu magnetnog polja?

Koja je jedinica za magnetizaciju?

Koja je jedinica za magnetni fluks?

Koja je jedinica za induktivnost?

Koja je jedinica za medusobnu induktivnost?

Koja je jedinica za indukovanu elektromotornu silu?

Koja je jedinica za magnetnu energiju?

Kakva je veli¢ina magnetna indukcija?
a) skalarna
b) vektorska

Kakva je veli¢ina jacina magnetnog polja?
a) skalarna
b) vektorska

Kakva je velicina fluks?
a) skalarna
b) vektorska

Kakva je veli¢ina induktivnost?
a) skalarna
b) vektorska

Linije magnetne indukcije su:
a) linije na koje je vektor magnetne indukcije uvek tangentan

b) linije na koje je vektor magnetne indukcije uvek normalan

Ucrtati severni i juzni pol magneta prema linijama magnetne indukcije na slici.

66
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IT1.16. Ucrtati linije magnetne indukcije prema zadatim polovima magneta na slici.

II1.17.

II1.18.

III.19.

I11.20.

III1.21.

I11.22.

I11.23.

Kako se zove konstanta x?
Kako se zove konstanta ,?

Kako se zove konstanta , ?

Koju jedinicu ima dielektriCna konstanta ,?
N

e
H

A

c) nema jedinicu

Koju jedinicu ima dielektriCna konstanta , ?
H

e

by 1
m

C) nema jedinicu

Magnetna sila kojom medusobno deluju dva
provodnika sa strujom na slici je:

a) privlacna

b) odbojna

Magnetna sila kojom medusobno deluju dva
provodnika sa strujom na slici je:

a) privlacna

b) odbojna

"

III Magnetizam - 7EST
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II1.24. Ucrtati magnetnu silu kojom medusobno deluju dva provodnika sa strujom jedan na
drugi.

k! v

IT1.25. Ucrtati magnetnu silu kojom medusobno deluju dva provodnika sa strujom jedan na
drugi.

k. "

I11.26. Koju jedinicu ima dielektri¢na konstanta u?
H
D N
H
by L
) m

C) nema jedinicu

II1.27. Oznacena tacka na slici predstavlja:

Bs*"*
a) magnetnu indukciju u zasi¢enju ;

b) zaostalu (remanentnu) magnetnu indukciju

v

c) koercitivno polje

III Magnetizam - 7EST



I11.28.

I11.29.

I11.30.

III1.31.

I11.32.

Oznacena tacka na slici predstavlja:
a) magnetnu indukciju u zasi¢enju
b) zaostalu (remanentnu) magnetnu indukciju

c) koercitivno polje

Oznacena tacka na slici predstavlja:
a) magnetnu indukciju u zasic¢enju
b) zaostalu (remanentnu) magnetnu indukciju

c) koercitivno polje

Na slici je prikazan grafik
a) prvobitne krive magnecenja
b) magnetne histerezisne krive

Na slici je prikazan grafik
a) prvobitne krive magnecenja
b) magnetne histerezisne krive

v

Na slici je prikazana histerezisna kriva
a) magnetno tvrdog materijala
b) magnetno mekog materijala

Ty

NS 4

III Magnetizam - 7EST
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II1.33. Na slici je prikazana histerezisna kriva 7
a) magnetno tvrdog materijala
b) magnetno mekog materijala

Ty

II1.34. Dijamagnetici imaju
a) /4 neznatno manje od 1
b) 4 neznatno vece od 1

) >>1

IT1.35. Paramagnetici imaju
a) /4 neznatno manje od 1
b) 4 neznatno vece od 1

Q) 4>>1

II1.36. Feromagnetici imaju
a) <1
b) u>>1
Q) =1

II1.37. Ucrtati smer orijentacije konture tako da magnetni fluks kroz konturu na slici bude
pozitivan.

II1.38. Ucrtati smer orijentacije konture tako da magnetni fluks kroz konturu na slici bude
negativan.

III Magnetizam - 7EST
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IT1.39. Ucrtati smer linija magnetne indukcije tako da magnetni fluks kroz konturu na skici
bude pozitivan.

II1.40. Ucrtati smer linija magnetne indukcije tako da magnetni fluks kroz konturu na skici
bude negativan.

II1.41. Pravougaona provodna kontura se
nalazi u homogenom magnetnom polju AV
indukcije B i krece se stalnom brzinom
v normalno na linije polja, kao Sto je
prikazano na slici. Da li ¢e se u konturi
indukovati elektromotorna sila?

a) da
b) ne

A

II1.42. Pravougaona provodna kontura se
nalazi u homogenom magnetnom polju
indukcije B i krece se stalnom brzinom
v paralelno sa linijama polja, kao sto je
prikazano na slici. Da li ¢e se u konturi
indukovati elektromotorna sila?

a) da
b) ne

A

III Magnetizam - 7EST
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I11.43. Ucrtati smer elektricne struje koja se indukuje u konturi
ako se magnet krece nagore.

I11.44. Ucrtati smer elektricne struje koja se indukuje u
konturi ako se magnet krece nadole.

II1.45. Ucrtati smer indukovane elektricne struje kroz otpornik.

T

uf
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I11.46. Ucrtati smer indukovane elektri¢ne struje kroz otpornik.

II1.47. Ucrtati tacke na sliku tako da medusobna induktivnost bude pozitivna.

h

> <

L1 LZ

I11.48. Ucrtati tacke na sliku tako da medusobna induktivnost bude negativna.

III Magnetizam - 7EST
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I11.49. Ucrtati smerove elektri¢nih struja tako da medusobna induktivnost bude negativna.

II1.50. Ucrtati smerove elektricnih struja tako da medusobna induktivnost bude pozitivna.

Ll LZ

IT11.51. Medusobna induktivnost kola sa
slike je:

a) pozitivna ‘ .
b) negativna L 9 € =

h
II1.52. Medusobna induktivnost kola sa -
slike je: ° o
a) p02|t|\./na L L
b) negativna

/1>

II1.53. Koji od obrazaca sluzi za odredivanje energije kalema?

a) W, -lir
2

b) W, =al
2

C) Wm :@_
2L
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IV VREMENSKI PROMENLIJIVE PROSTOPERIODICNE
ELEKTRICNE STRUJE

IV.1 PROSTOPERIODICNE STRUJE
TEORIJSKA OSNOVA

e Vremenski promenljive elektri¢ne struje u svakom trenutku vremena menjaju intenzitet.

/'A

»
»

t
e Naizmenicne elektricne struje su one vremenski promenljive struje koje pored intenziteta
povremeno menjaju smer. One mogu biti neperiodi¢ne ili periodicne, a periodicne mogu biti
sloZenoperiodicne i prostoperiodicne.

[ A

e Mi ¢emo proucavati samo prostoperiodi¢ne elektricne struje (struje sinusnog i kosinusnog
oblika). Ove struje se koriste u elektrotehnici, jer su samo za njih na svim elementima u kolu
(otpornik, kalem, kondenzator), oblici napona i struje isti.

/A

'\'_V

e Graficki prikaz elektricne struje i napona ima isti oblik u zavisnosti od promene vremena i u
zavisnosti od promene faze. Zato se nekad crta grafik /(¢), a nekad /(wt) (i(¢) je u stvari

grafik istog oblika kao grafik /(wt)).

IV.1 Prostoperiodi¢ne struje (realan rezim) - 7TEORIJISKA OSNOVA
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e Sta je trenutna vrednost elektri¢ne struje /?
— Vrednost koju struja ima u nekom trenutku vremena.

/A

\4

i(t)= I, sin(ot +y)

at

A
\ 4

e Sta je amplituda prostoperiodi¢ne elektri¢ne
struje I,?
— Maksimalna vrednost koju struja moze imati

(kada je sin(wt +y)=1)
Amplituda je iskljucivo pozitivna velicina.

e Sta je trenutna faza?
— Faza koju ima struja u nekom trenutku vremena: ot +y .

e Sta je pocetna faza y ?
— To je faza (ugao) koju struja ima u pocetnom trenutku posmatranija.
Pocetna faza moze biti i pozitivna i negativna i jednaka 0.

A . A

/

<
<

l//>0 Mj\l//<0

/%\ =
S
<
A 4
/"g

'\ aJ:t

w=0

IV.1 Prostoperiodi¢ne struje (realan rezim) - 7TEORIJSKA OSNOVA
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Sta je kruZna ucestanost o ?
— To je brzina rotacije generatora naizmeni¢nog (prostoperiodicnog) signala:

o=2nf = 2%

T gde je F— ucestanost (frekvencija) — [Hz]

7— period oscilacija [s]

Koja je jedinica za kruznu ucestanost?

rad .. .
- = list
s

Sta je period funkcije 7?
— Vreme za koje se funkcija pocne "
ponavljati na isti nacin.

Sta je ucestanost (frekvencija) 7?
— Broj ponavljanja perioda u jednoj sekundi.
— Ucestanost je obrnuto srazmerna periodu:

NV

f:—. L 7—
T . < >

Koja je jedinica za ucestanost?
— Herc [Hz].

Sta je srednja vrednost elektri¢ne struje?

— Srednja vrednost sinusoide je 0, pa je zato i srednja vrednost takvih struja i napona
jednaka 0.

Sta je efektivna vrednost elektri¢ne struje?
— Matematicki izraz za srednju kvadratnu vrednost:

I-= /%‘Iiz(t)dt

— Efektivna vrednost elektri¢ne struje sinusnog oblika je:

r=In

2

IV.1 Prostoperiodi¢ne struje (realan rezim) - 7TEORIJSKA OSNOVA
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e Sve ove definicije vaZe i za napone.

ull

, u(t)=U,sin(ot +9)
ot

A
Y

e Elektricne struje i naponi mogu se porediti po amplitudi i po fazi.
Primer 1.

A

— U
/ \/

\A(Uz

— Napon « ima veéu amplitudu od

R napona s,
ot
)
|
\
|
\
Primer 2.
/0 /o
ro\] ' / \\ ~ Fazna razlka izmedu
/ /4 / struje 4 i hje Ay =y, —y,.
/ L //2 / ! Vazi da je w, >w,, pa je i
lf : Jf \ Ay >0. Tada kazemo da
/ / \ ] | struja /4 fazno prednjadi
T ; ‘1\ s struji 4 za Ay, odnosno
Ya / \ f da struja 4 fazno kasni za
‘\ \ ; strujom 4 za Ay.
< Vi > \ / ‘\\ J/
\ L/
“/ A/

e Za trenutne vrednosti prostoperiodicnih napona i struja vaze Omov, I i II Kirhofov zakon.

IV.1 Prostoperiodi¢ne struje (realan rezim) - 7TEORIJISKA OSNOVA
78



ZADACT

IV.1.1 Na slici je prikazan grafik zavisnosti vremenske promene napona izmedu dve tacke u
jednom kolu.

a) Odrediti amplitudu, efektivnu vrednost, pocetnu fazu, kruznu ucestanost i frekvenciju ovog
napona.

b) Napisati izraz po kome se menja trenutna vrednost ovog napona.

c) Kolika je trenutna vrednost napon u trenutku £= 10 ms?

Ay [V]

%

| »
|

|
5 20 2% 30 ¢[ms]

Resenje:

a) Vremenski periodi¢ne veli¢ine su veliine Cije se vrednosti ponavljaju u jednakim vremenskim
intervalima. Taj vremenski interval naziva se period i obelezava se sa T. Prostoperiodi¢ne velicine
se menjaju po sinusnom zakonu. Mi ¢emo proucavati linearne mreze sa vremenski
prostoperiodi¢nim strujama i naponima. Vrlo je bitno zapamtiti da su u pojedinoj ovakvoj mrezi
svi naponi i struje iste frekvencije (pod pretpostavkom da su svi generatori iste frekvencije,
Sto ¢e biti slucaj u svim nasim primerima). Opsti oblik napona koji se menja po prostoperiodiénom
zakonu je:

u(t)= U, sin(ot +0).
pocetna faza [rad]

v v rad .. _
kruzna ucestanost [— ilis™]
s

amplituda [V]

Na slici IV.1.1.1 obelezene su sve pomenute veli¢ine za analizu datog prostoperiodi¢nog napona.

Amplituda prostoperiodicne veliCine je maksimalna apsolutna vrednost koju moze imati ta
prostoperiodi¢na veli¢ina. Posto se prostoperiodi¢ne veli¢ine menjaju po sinusnom zakonu, cija se
vrednost menja izmedu 1 i -1, amplituda je vrednost sa kojom se mnoZi sinusna funkcija, a u
sluaju prostoperiodicnog napona to je veli¢ina U,,. Dakle, u opStem slucaju amplitudu
obelezavamo velikim slovom koje oznacava prostoperiodicnu veli¢inu sa malim slovom m u
indeksu. Sa slike IV.1.1.1 vidi se da je amplituda analiziranog napona:

U, =5V.
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U(t)“
T >
Un \
\

0 0 ﬁ/w Zﬂyw 3ﬁ7w Z
< 0 Vs 2 3z ot
-Um

Slika IV.1.1.1

Efektivna vrednost prostoperiodi¢ne velicine je V2 puta manja od njene amplitude. Efektivhu
vrednost obelezavamo velikim slovom koje oznacava prostoperiodi¢nu veli¢inu, bez indeksa. Dakle,
u slucaju prostoperiodi¢nog napona efektivna vrednost je:

v=Yn.

NA

Efektivna vrednost analiziranog napona je:

Uy 5V _5V ﬂzz,sﬁvz3,54v.

y="m_22_2Y
V2o V2 V2 2
Na pocetku smo uveli period prostoperiodicne veli¢ine. Kao Sto se moze uoditi na slici IvV.1.1.1
vrednosti hapona se ponavljaju na svkih 20 ms pa je perioda:
7 =20ms.

Frekvencija ili ucestanost predstavlja broj ponavljanja perioda u jednoj sekundi pa je veza
izmedu frekvencije i periode:

Vidi se da je jedinica za frekvenciju s, ali je ipak uvedena nova jedinica: herc [Hz]. Frekvencija
analiziranog napona je:

1 1

Sinusna funkcija ne menja vrednost ako se uglu, Ciji se sinus odreduje, doda konstanta 2zn, gde
je nceo broj. Dakle, za n = 1 vazi:

sin(wt + 0) = sin(wt + 0 + 27).
S obzirom da za periodi¢nu veli¢inu mora da vazi:
sin(wt + 0) = sin(w(t + T)+ 0) = sin(wt + oT +0),
poredenjem prethodna dva izraza vidimo da je period prostoperiodi¢ne veliine odreden relacijom:

ol =2r.
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Na osnovu prethodnog izraza definiSe se kruzna ucestanost:

:2—7[:

2xf .

Kruzna ucestanost analiziranog napona je:

© = 2af =27 -50 Hz=1ooﬁ%=314%.

Trenutna faza prostoperiodicne veliCine je:
ot+40,

a jedinica je radijan.
Pocetna faza prostoperiodicne veli¢ine pokazuje koliko je vremenski pomerena ta veli¢ina u
odnosu na vremenski pocetak i jednaka je trenutnoj fazi za pocetni trenutak ¢ = 0 s. Poletna faza
se izrazava u radijanima i moze imati vrednosti od — = do z. PoCetnu fazu napona obelezavamo
sa @ . PoCetnu fazu struje obelezavamo sa y . U pocetnom trenutku ¢ = 0 s napon ima vrednost:

u(t=0s)=U,sing.

U naSem zadatku na apscisi (x-osi) se nalazi vreme - ¢ Pokazali smo da vremenskoj promeni od
jedne periode odgovara promena faze od 2z, pa se ¢eS¢e na x-osu nanosi proizvod @7 u
radijanima. Na ovaj nacin je odmah dostupna informacija o pocetnoj fazi, mada se na grafiku gubi
informacija o frekvenciji signala. Na slici IV.1.1.1 prikazana su oba nacina obeleZavanja x-ose.

Sa slike iz zadatka vidimo da analizirani napon prednjaci u odnosu na vremenski poCetak za 5 ms.
Kazemo da "prednjaci" jer se najblizi pocetak sinusoide pocetnom trenutku ¢= 0s nalazi pre
pocetnog trenutka (nalazi se sa leve strane). Da bismo dobili pocetnu fazu, kao Sto se vidi sa slike
IV.1.1.1, ovu vrednost treba pomnoziti sa kruznom ucestanoScu. Dakle, poCetna faza analiziranog
napona je:
rad _3 by

0= w.At=1oon?-5.1o s=057 rad:E rad=1,57rad.

(U sledecem zadatku sreS¢emo sa sa strujom koja ima negativnu pocetnu fazu.)

b) S obzirom da smo odredili sve potrebne veliCine mozemo napisati izraz po kome se menja
trenutna vrednost ovog napona:

u(t)=U, sin(wt +6)=5 sin[314t + gj V.

c) Da bismo dobili trenutnu vrednost napona u trenutku £= 10 ms, zamenimo ovu vrednost u
prethodno dobijenom izrazu:

rad

ult =10-107 s)= 55in(314? 110-107 5+1,57 radj V =5sin(4,71 rad)V = -5 V

Sto se moze proveriti na grafiku zadatom u zadatku.
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IV.1.2 Trenutna vrednost struje u jednoj grani kola menja se po zakonu:

i(t)=0, sin(lo"t - %J A.

a) Nacrati grafik zavisnosti vremenske promene ove struje.

b) Na istom grafiku nacrtati promene struje /,(¢), koja prednjadi struji /(¢) za %

c) Na istom grafiku nacrtati promene struje /,(¢), koja kasni za strujom /(¢) za %

Resenje:
a) Napisimo opsti izraz po kome se menja trenutna vrednost prostoperiodicne struje:

i(t)=1I,, sin(wt +y)=0,1 sin[lo“t —gj A.

Odavde odredujemo parametre:

- amplituda 7, =0,1A,

kruzna ucestanost @ =10%*s™,
o 10%*s™

- frekvencija f = — = =1592 Hz,
27 2r
- period T =25 = 2" __678.10"s =628 s,
o 10%s”

v T
- pocetna faza y = —3

Uocimo da je pocetna faza struje negativna, Sto znadi da struja kasni u odnosu na vremenski
pocetak, odnosno da se najblizi pocetak sinusoide poc¢etnom trenutku ¢ = 0 s nalazi posle pocetnog
trenutka (nalazi se sa desne strane). Imajuéi ovo u vidu i s obzirom da smo odredili parametre,
mozemo nacrtati grafik zavisnosti trenutne vrednosti analizirane struje:

o’ [A]

314 628 942 t[us]

Slika Iv.1.2.1
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b) Struja koja prednjaci za % u odnosu na posmatranu struju ima najblizi pocetak sinusoide

v . . . . . v, . T
pocetku sinusoide /(t) koji prednjaci u vremenu, odnosno po @t 0si pomeren nalevo za —, kao

&to je prikazano na slici 1v.1.2.2. Dakle, po&etna faza struje /,(t) je:

yiE__ELE_T
VT TT3T T
/A .
\ | | | >
0 1”/3 Vs 2 3z wt
314 628 942 t[ /5]
\/
7
N w—w. =-F
¥ V¥ 2
Slika Iv.1.2.2

) Struja koja kasni za % u odnosu na posmtranu struju ima najblizi pocetak sinusoide pocetku

. . . v . . T v .
sinusoide /(t) zakasnjen u vremenu, odnosno po @t 0si pomeren nadesno za 3 kao sto je

prikazano na slici IV.1.2.3. Dakle, po&etna faza struje /,(¢) je:

_y F_ F m_ 2%
VamV T3 TT3 T3 T g
A/[A )
[A] (1)
0 /Yy T 2z 3z 't
314 628 942 t[5]
/7;‘: V¥ :%
Slika 1v.1.2.3
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IV.1.1 OTPORNIK U KOLU PROSTOPERIODICNE ELEKTRICNE STRUJE
TEORIJSKA OSNOVA

e Napon na krajevima otpornika i elektriCna struja koja protice kroz njega povezani su Omovim
zakonom:

u=R-J
I R u(t)= U, sin(ot + 0)
—VWVN— ; -
i(t)= I, sin(ot + )
& u=R-i=R I,sin(wt+y)=U,sin(ot +0)

Iz gornje jednacine vidimo da je amplituda napona:
U,=R-I_,

a pocetna faza napona jednaka je pocetnoj fazi struje:

O=y.

e Kako se fazno porede naponi i struje?
— Uvodi se fazna razlika napona i struje ¢. To je razlika pocetnih faza napona i struje:
p=0-y.

e Kod otpornika je ¢ =0, Sto znaci da su kod otpornika napon i struja u fazi.

A

e Staje R?
— Aktivna otpornost otpornika (rezistansa). Moze biti iskljuivo pozitivna veli¢ina.
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ZADACT

IV.1.1.1 U otporniku otpornosti R = 1 kQ uspostavljena je prostoperiodicna struja efektivne
vrednosti 7= 10 mA, ucestanosti f = 200 Hz i poCetne faze v = %

a) Napisati izraz po kome se menja trenutna vrednost struje kroz otpornik.

b) Odrediti napon izmedu krajeva otpornika.

¢) Nacrtati na istom grafiku promene trenutnih vrednosti napona i struje kroz otpornik.

Resenje:
a) Opsti izraz po kome se menja trenutna vrednost struje je:

i(t)= I, sin(ot +y).
Na osnovu poznate efektivne vrednosti odredujemo amplitudu struje:
I =IJ2=10mA-+2 =102 mA=14,1mA.

Kruzna ucestanost struje je:
®=2xf =27-200 Hz = 4007 s =1256 ™.

Zamenjujuci odredene parametre u izrazu za struju dobijamo:

i(t)= I, sin(ot +y) =141 sin(1256 e %j mA

b) Trenutne vrednosti napona i struje na otporniku povezane su /

Omovim zakonom, prema usaglasenim referentnim smerovima, > A Rﬁ A .
kao to je prikazano na slici IV.1.1.1.1:
Na osnhovu toga trenutna vrednost napona na otporniku menja Slika IV.1.1.1.1

se po zakonu:
u(t)=R-i(t)=R-I,sin(wt +y)=U, sin(wt +0).

Porededi levu i desnu stranu ove jednakosti zaklju¢ujemo da su kod otpornika napon i struja u
fazi, odnosno da je:
0=y,

i fazna razlika napona i struje jednaka je nuli:
p=0-y=0.

kao i da je amplituda napona na otporniku jednaka proizvodu otpornosti otpornika i amplitude

struje:
U,=R-1,.

Zamenimo brojne vrednosti u izrazu:
U,=R-I,=1.10°Q-141-10°A=14,1V.

Naravno, napon i struja su iste ucestanosti.
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Izraz po kom se menja trenutna vrednost napona na posmatranom otporniku je:

u(t)= U, sin(ot + 6) =14,1 sin(1256 t+ %j V.

c) Na slici IV.1.1.1.2 prikazani su grafici promene trenutnih vrednosti napona i struje na otporniku.
Ove dve veli¢ine su, naravno, fizicki potpuno razliCite, ali su nacrtane na istom grafiku da bi se
uoCila njihova fazna razlika (koja je jednaka nuli u slu¢aju otpornika). Dakle, "prividan" odnos
njihovih amplituda na grafiku je proizvoljan, proizvoljno je nacrtana amplituda napona veca od
napona struje. Amplituda pojedine veli¢ine se crta prema vrednostima na ordinati ()~osi), posebno
odredenim za svaku od veli¢ina (a koje zbog jednostavnosti grafika nisu prikazane).

_”/8/ LS| | | -
0 \r 2 T ot
ooy :%
Slika1v.1.1.1.2

IV.1.1.2 Napon na otporniku otpornosti R = 5 Q menja se po zakonu u(¢) = 5sin(300¢ —%)V.

a) Odrediti zakon po kom se menja struja kroz otpornik.
b) Koliko iznose efektivne vrednosti struje i napona na otporniku.

c) Nacrtati na istom grafiku promene trenutnih vrednosti napona i struje kroz otpornik.

Resenje:
a) Prema Omovom zakonu je:

()2 Y) _Un g _5Vg AT AP
i(t)= = sm(wt+0)—595m(300t 4)_1 sm(300t 4)A_[m sin(ot +v).

b) Efektivna vrednost neke prostoperiodic¢ne velicine je 2 puta manja od njene amplitude pa su
efektivne vrednosti napona i struje:

y-Un _5V_5V. N2 _,cmy 35y,

22 2 2
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I,

I:E_

1A 1A 2

AR N2 _05/2A=0,7A.
2 22

c) Na slici IV.1.1.2.1 prikazani su grafici promene trenutnih vrednosti napona i struje na otporniku.

i(t)
\ y L\ I / L\ >
\ of Y s 37\ wt
" p
0=y =-2
V=%
Slika IvV.1.1.2.1
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IV.1.2 KALEM U KOLU PROSTOPERIODICNE ELEKTRICNE STRUJE
TEORIJSKA OSNOVA

e Napon na krajevima kalema i elektri¢na struja koja protice kroz njega povezani su odredenom
zakonitoscu:

i di
— am u=L-—
. u u(t)= U, sin(ot + 0)

i(t)= I, sin(wt + )

lI=L-%=a)L-ImCos(a)t+y/)=a)L-Imsin(a)t+y/+%)=Umsin(a)t+¢9)

Iz gornje jednacine vidimo da je amplituda napona:

U,=ol-I_,
a pocetna faza napona:
T
O=y+_—.
V72

e Kakva je razlika faza napona na kalemu i struje kroz njega?

/4
p=0-y=y+o-y-=

NN Ny

Kaze se da napon na kalemu fazno prednjaci struji za

A
Y
A
A,
-
-
—

A

e Sta je wl?
— Koli¢nik amplitude napona U, i amplitude struje 7, je proizvod L. To je po dimenzijama
otpornost (Un/L, = otpornost). Ali to nije termogena otpornost (ne pretvara se elektricna
energija u toplotnu kao kod otpornika). Zato se ova otpornost zove reaktivha otpornost

(reaktansa) kalema:
X, =olL.
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Koja je jedinica za reaktivnu otpornost kalema?
- Om [Q]

Kako koristimo kalem u kolu s obzirom na njegovu reaktivhu otpornost?

— Izborom induktivnosti kalema, a u zavisnosti od ucestanosti na kojoj kolo radi, mozemo
odredivati elektri¢ne struje u granama kola.

— Kalem je propusnik niskih ucestanosti.

IV.1.2 Kalem u kolu prostoperiodi¢ne elektri¢ne struje - TEORIJSKA OSNOVA
89



ZADACT

IV.1.2.1 U kalemu induktivnosti L = 10 mH, zanemarljive elektrine otpornosti, uspostavljena je
prostoperiodi¢na struja efektivne vrednosti 7= 5v2 mA, kruzne udestanosti » =10%s™! i pocetne

faze wz%.

a) Napisati izraz po kome se menja trenutna vrednost struje kroz kalem.
b) Odrediti napon izmedu krajeva kalema.

c) Nacrtati na istom grafiku promene intenziteta napona i struje kroz kalem.

Resenje:
a) Opsti izraz po kome se menja trenutna vrednost struje je:

/(l‘) =1, sin(a;t +y).
Na osnovu poznate efektivne vrednosti odredujemo amplitudu struje:
I =IJ2=5/2mA-J2 =10 mA.

Zamenjujuci odredene parametre u izrazu za struju dobijamo:

i(t)=1I, sin(wt +y)=10 sin(1o4t + %j mA.

b) U teoriji je pokazano da je, prema usaglasenim referentnim / /
smerovima, kao Sto je prikazano na slici 1V.1.2.1.1, napon na > m
kalemu:
+ u
u(t)=wl-I, Sin(a)l' +y +%J = U, sin(wt +0) >
Slika Iv.1.2.1.1

Poredeci levu i desnu stranu jednakosti vidimo da je veza izmedu
amplitude napona i struje:

U,=ol-1_,
gde wl predstavlja reaktivhu otpornost kalema. Za analizirani kalem reaktivna otpornost iznosi:
X, =ol=10*s".10-10°H=100 Q,

pa je amplituda napona:
U,=wl-I,=100Q-10-102A=1V.

Razlika faza izmedu napona i struje na kalemu je:
Vs
= 0 —_— = —,
® 14 2

pa je pocetna faza napona:
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Naravno, napon i struja su iste ucestanosti. Sada mozemo napisati izraz po kome se menja
trenutna vrednost napona na kalemu:

u(t)= U, sin(wt +6) = lsm(lo“t + Sé’j V.

¢) Na slici IV.1.2.1.2 prikazani su grafici promene trenutnih vrednosti napona i struje na kalemu.

\\/ 37z C()t

7
- 0=0-y ==
® 4 >

/(t)

Slika 1v.1.2.1.2

IV.1.2.2 Napon na kalemu se menja po zakonu wu(t) =5$in(500t—%) V. Pri tome je reaktansa
kalema X, =50 Q.

a) Odrediti induktivnost kalema.

b) Odrediti zakon po kom se menja struja kroz kalem.

c) Odrediti ucestanost promene napona, odnosno struje.

Resenje:
a) Iz izraza za trenutnu vrednost napona:

u(t)=U, sin(wt +6) = 55in(500t —%) Vv,

vidimo da je kruzna ucestanost:

»=500s"
Induktivnost kalema je:
(=M 02 gy,
o 500s”

b) Posto je amplituda napona U,, =5V, amplituda struje kroz kalem je:

1 =Yn 3V _gqn.
wl 50Q
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Pocetna faza napona je 6 = —%, pa je pocetna faza struje:

Trenutna vrednost struje kroz kalem menja se po zakonu:
i(t)= I, sin(ot +y)=0,1sin(500¢ - 7)A.

c) Ucestanost promene napona i struje je ista:

® 500s™

:Z 2

f =79,6 Hz.

Na slici IV.1.2.2.1 prikazani su grafici promene trenutnih vrednosti napona i struje na kalemu.

i (t)

/

%5 7
0 2 T ot
\
W
N T
= 9— = —
4 4 2
Slika 1v.1.2.2.1
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IV.1.3 KONDENZATOR U KOLU PROSTOPERIODICNE ELEKTRICNE STRUJE
TEORIJSKA OSNOVA

e Napon na krajevima kondenzatora i elektri¢na struja koja protice kroz granu sa kondenzatorom
povezani su odredenom zakonitoScéu:

. ., dq du
=——=C
—I> ﬁ ! dat dt
| 1
‘+ u - dll=—idl'
1..
u-Efldt

u(t)= U, sin(ot + 6)
i(t)= I, sin(wt +v)

u= %Iidt _ —;—zcos(a)tﬂ//) _ ;—zsin(a)tﬂy—%)

Iz gornje jednacine vidimo da je amplituda napona:

y, I
oC
a pocetna faza napona:
T
o=y-Z.
v=a

e Kakva je razlka faza napona na kondenzatoru i struje koja protiCe kroz granu sa
kondenzatorom?

PRI SR
@ ‘/"//2‘/’ 2

Kaze se da napon na kondenzatoru kasni za strujom za %

A
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e Staje L,
wC
— Koliénik amplitude napona U, i amplitude struje 1, je % To je dimenziono
0]

otpornost(U,/L, =otpornost). To nije termogena otpornost (kao kod otpornika), pa se zato
zove reaktivna otpornost (reaktansa) kondenzatora:

1
X, =—.
¢ wC
e Koja je jedinica za reaktivnu otpornost kondenzatora?
- Om [Q].

e Kako koristimo kondenzator u kolu prostoperiodic¢ne elektri¢ne struje (s obzirom na njegovu
reaktivnu otpornost)?
— Izborom kapacitivnosti kondenzatora, prema zadatoj ucestanosti kola, mogu se regulisati
naponi i struje u kolu.
— Kondenzator je propusnik visokih ucestanosti.

e Vazno je uocCiti da se na reaktivnoj otpornosti kalema i kondenzatora ne stvaraju
gubici. Gubici nastaju na: termogenoj otpornosti Zice, na parazitnoj kapacitivnosti izmedu
zavojaka kalema. Gubici su i struje curenja u dielektriku kondenzatora...

UoCidaje: X, =wl >0 (jerje @>01i L>0),

XC=L>0 (jerje @>01i C >0).
oC
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IV.1.3.1 Izmedu elektroda kondenzatora kapacitivnosti C= 100 nF napon je prostoperiodi¢an

efektivne vrednosti & = 1,2 V, kruZne udestanosti @ =10° s™! i poletne faze 6 = %

a) Napisati izraz po kome se menja trenutna vrednost napona na kondenzatoru.
b) Odrediti zakon po kom se menja struja u priklju¢nim provodnicima kondenzatora.

c) Nacrtati na istom grafiku promene intenziteta napona na kondenzatoru i struje u priklju¢nim
provodnicima kondenzatora.

Resenje.
a) Opsti izraz po kome se menja trenutna vrednost napona je:

u(t)=U,, sin(wt + 0).
Na osnovu poznate efektivhe vrednosti odredujemo amplitudu napona:
U, =U\2=12V-2=17V.

Zamenjujuci odredene parametre u izrazu za napon dobijamo:

u(t)=U,, sin(wt +6)=1,7 sin(105t + %j V.

b) U teoriji je pokazano da je, prema usaglasenim referentnim .
smerovima, kao Sto je prikazano na slici 1V.1.3.1.1, struja u / > C
prikljunim provodnicima kondenzatora:

Q

i(t)= wC-U, sin(wt +0+ %J = I, sin(ot +v) & >

) Slika Iv.1.3.1.1
Poredeci levu i desnu stranu jednakosti vidimo da je veza izmedu

amplitude napona i struje:
I, =0C-U,,

gde LC predstavlja reaktivnu otpornost kalema. Za analizirani kondenzator reaktivna otpornost
]

iznosi:
1 1
X = = = 100 Q 7
¢ wC 10°s™-100-10°H
pa je amplituda struje:
I, =woC- U, :#-1,7V=17 mA.
100 ©

Napomena.: Ovde smo uveli reaktansu samog kondenzatora kao pozitivnu veli¢inu. To ne treba
mesSati sa reaktansom prijemnika, koji ima pretezno kapacitivan karakter, i koja je uvek negativna.
O karakteru prijemnika i znaku njegove reaktanse bice reci kasnije.

Razlika faza izmedu napona i struje na kondenzatoru je:

IV.1.3 Kondenzator u kolu prostoperiodi¢ne elektri¢ne struje - ZADACI
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pa je pocetna faza napona:

Trenutna vrednost struje u priklju¢nim provodnicima kondenzatora je:
dﬁ:fmgmwt+wyﬂjgﬁ}wt+%fjmA.

c) Na slici 1V.1.3.1.2 prikazani su grafici promene trenutnih vrednosti napona na kondenzatoru i
struje u priklju¢nim provodnicima kondenzatora.

|

i(t)
&/ \
_37[/ K \ | |
0 P 27

3z ot

oy p=0-y=—7
Slika 1v.1.3.1.2

IV.1.3.2 Amplituda struje u priklju¢nim provodnicima kondenzatora kapacitivnosti C= 0,5 /F je

I, = 0,01 A, frekvencija je = 50 Hz i poCetna faza je v = —%. Odrediti zakon po kom se menja

napon na kondenzatoru. Nacrtati na istom grafiku promene intenziteta napona na kondenzatoru i
struje u prikljucnim provodnicima kondenzatora.

Resenje:
Kruzna ucestanost struje kroz priklju¢ne provodnike kondenzatora, kao i napona na kondenzatoru
je:
w=2xf =27-50Hz =100x rad = 314 rad.
Reaktansa kondenzatora je:

[ 1 = 1 1 3 =6,4kQ.
oC 314s-.0,5-10"°H
Amplituda napona na kondenzatoru je:
u, =1, ~L=0,01A~6,4~103 Q=64V.
wC
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Pocetna faza napona je:

T T 5z
9=l//+(0=—§—§=—?-

Na slici IV.1.3.2.1 prikazani su grafici promene trenutnih vrednosti napona na kondenzatoru i
struje u prikljucnim provodnicima kondenzatora.

i(t)

37

| | »
0 P \7 37 \/a)'t

\o
\\>(p=¢9—l//=—£

2
Slika Iv.1.3.2.1
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IV.1.4 REDNA RLC VEZA
TEORIJSKA OSNOVA

98

Ako imamo prijemnik koji se sastoji od redne veze otpornika, kalema i kondenzatora, onda taj
prijemnik ima svoju aktivnu, reaktivnu i prividnu otpornost i razliku faza napona na krajevima
prijemnika i struje koja protice kroz njega.

/I R L
& u S

Sta je impedansa prijemnika 2 ?
— To je prividna otpornost prijemnika. DefiniSe se kolicnikom amplitude napona i struje na
prijemniku:

z:ﬂzgzﬂkz.kxz .

Impedansa je uvek pozitivna (amplitude U, i £, su uvek pozitivne).
R je aktivna otpornost prijemnika i uvek je pozitivna.

X je reaktivna otpornost prijemnika:
1

X=XL_XC=60L_E'

1 . . .
>0, wl> >C' kolo je pretezno induktivno

1
X<{=0, wl=— rezonantno kolo
oC

<0, wl< L, kolo je pretezno kapacitivho
{ oC

— Reaktivna otpornost moze biti pozitivha (kada je induktivni deo veéi od kapacitivnog). Tada
kazemo da se prijemnik ponasa kao induktivnost.

— Reaktivna otpornost moze biti negativna (kada je induktivni deo maniji od kapacitivhog).
Tada kazemo da se prijemnik ponasa kao kapacitivnost.

Sta je rezonantno kolo?
— To je redno RLC kolo u kome kalem i kondenzator imaju takve vrednosti induktivnosti i
kapacitivnosti da je reaktivna otpornost kola jednaka 0.

Koje su glavne karakteristike rezonantnog kola?
— Da je impedansa minimalna, a elektri¢na struja u grani maksimalna.
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Kakva je fazna razlika napona i struje rednog RLC prijemnika?
1

ol - ——

p=0-y = arctg% —arctg—2C.

Svi ovi obrasci mogu se pamtiti pomocu “trougla impedansi”:
Z=JR*+ X?

V4 t =£ =arct£
X go R = @ gR

Q R=2Zcosyp
R X =2Zsing

IV.1.4 Redna RLC veza - TEORIJSKA OSNOVA
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ZADACT

IV.1.4.1 Otpornik otpornosti R=50 Q, kalem induktivnosti L= 10mH i kondenzator
kapacitivnosti C= 2 4F vezani su na red. U ovoj rednoj vezi je uspostavljena prostoperiodi¢na
struja efektivne vrednosti 7= 4 mA, kruzne ulestanosti @ = 5000 s i poletne faze v =7/6
prema usvojenom referentnom smeru. Odrediti napon izmedu krajeva ove redne veze. Kakvog je
karaktera ova veza elemenata?

i) R L C
‘+ U(U ' g

Resenje:
NapiSimo najpre izraz za trenutnu vrednost struje. Data je efektivna vrednost struje pa je
amplituda:

I,=I2=4mA-{2 =42 mA.

Otuda je izraz za trenutnu vrednost struje:
i(t)= I, sin(wt +y) =42 sin(SOOOt + %j mA.
ey, R L ¢
— (00
_/\/\/\/ | |

+ () & U & (¥

L+ u(t)

Slika Iv.1.4.1.1

Naponi na pojedinim elementima, prema usaglasenim referentnim smerovima (slika 1V.1.4.1.1),
su:

ug(t)=R-i(t)=R- I, sin(ot +v),

u(t)=ol I, sin(wt +y+ %j ,

1 . T

uc(t)= —= 1 sm[a)t +y _EJ'

Za trenutne vrednosti napona i struja vaze Kirhofovi zakoni pa je:
ult) = upt)+ u (t)+ uclt) =

_R-I, sin(wt +y)+ ol I sin ot +y+ % |+ 1 siffot <y -2 | =
2) oC 2

=R-I,sin(ot +y) +£a)L —Lcjfm cos(wt +v),
1)

IV.1.4 Redna RLC veza - ZADACT
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gde smo primenili Cinjenicu da je:

sinfa+=|=cosa isina-=|=-cosa.
( Zj [ 2)

Primenom trigonometrijske relacije:
Asina +Bcosa = VA% +B? -sin(a + arctg%) ,

na izraz za napon na rednoj RLC vezi, dobijamo:
1

2 ol ———
U, sin(ot +0) = |R* +| ol — L I, sin(wt +y +arctg —a)C) .
oC R

Izjednacavanjem amplitude i faze leve i desne strane jednakosti dobijamo odnos amplituda i
razliku faza napona i struje redne veze. Generalno, odnos amplituda napona i struje na nekoj vezi
elemenata nazivamo impedansa Z. Uocavamo da je odnos amplituda jednak odnosu efektivnih
vrednosti:

Un _UN2 _U
I. 12 I
Impedansa redne veze je:
2
z U V_grifor-L] .
I, I oC

Vidimo da je impedansa uvek pozitivna velicina s obzirom da predstavlja odnos amplituda
koje su pozitivne veli¢ine. Veli¢ina R naziva se aktivna otpornost ili rezistansa. VeliCina

a)L—L naziva se reaktivha otpornost ili reaktansa redne veze, a predstavlja razliku
w

reaktansi kalema i kondenzatora. U opStem slucaju reaktansu obelezavamo sa X, pa je u opstem
slucaju impedansa neke veze elemenata:
Z=\R*+ X*.

Reaktansa redne veze je dakle:

w
Razliku faza napona i struje obelezavamo sa ¢ . Razlika faza napona i struje redne veze je:
1
L -~
@ oC

X
=0 -y =arctg— = arct
4 4 9R g R

Odavde je:
tge = X .
R
Odredimo sinus i kosinus razlike faza napona i struje. Primenimo trigonometrijske veze izmedu
sinusa, kosinusa i tangensa ugla:
1 R R

1
\/1+th(0 \/ (ij \/R2+X2 Z'
1+

CoS @ =

R

IV.1.4 Redna RLC veza - ZADACT
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Sinp4
1

sing

.

o
\

|

Slika 1v.1.4.1.2

tg’p

X X

N _\/

oblast
definisanosti za ¢
cosp >0

Cosg

X
R _ _ A
(sz VR +x2 2
1+
R
S obzirom da su veli¢ine R i Z uvek pozitivhe
veli¢ine, i kosinus ugla ¢ je uvek pozitivan. Posto

velicina X moze biti i pozitivna i negativna, sinus
ugla ¢ moze biti i pozitivan i negativan. Na osnovu

prethodnog se zakljuCuje da je oblast definisanosti
razlike faza izmedu napona i struje:

NN

v
S(BSE,

Sto je prikazno na trigonometrijskom krugu na slici
Iv.1.4.1.2.

Zamenimo brojne vrednosti u izraze. Reaktansa posmatrane redne veze je:

X=X, ~Xe=ol-——=

1

w

5000s*-10-10 3 H- 1

Impedansa posmatrane redne veze je:

Amplituda napona je:

.

g

1 ~—=500-100Q=-50 Q.
5000s71-2-10° F

z =\/R2 +(a)L—w1—Cj2 —JR? + X2 = |50 Q) + (-50 QF =2 (50 Qf =5042 Q=707 Q.

U,=Z-T,=50/20Q 442 -103A=0,4 V.

Razlika faza napona i struje posmatrane redne veze je:

@ = arctg

—

N
.

_

N\
\

N

T

5

1
-

N
N
N\

=

07

7

Slika 1v.1.4.1.3

1

ol ———

= arctg

-50 O
50 Q

% = arctg = arctg(-1).

Teoretski izraz arctg(—1) ima dva reenja: —% i 37 (uvek

pomerena

Medutim, s

za r), kao Sto je prikazano na slici 1V.1.4.3.

obzirom na oblast definisanosti ugla —% <p< %,

jedino moguce resSenje je:

Pocetna faza napona je:

sz+¢=£+

|\ r_ r__ T
6 4) 6 4 12°
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Sada mozemo napisati izraz za trenutnu vrednost napona:

12

Na slici IV.1.4.1.4 prikazani su grafici promene trenutnih vrednosti napona i struje posmatrane
redne veze.

u&)zumgdwt+9}=@49%$mmt—iiJv.

-1
N
N
ﬁ_
N
N
syl
&
~

He v

», <

T

Np=0-w=_"
@ V=7

Slika 1v.1.4.1.4

Sa slike vidmo da struja prednjaci naponu za % pa je razlika faza izmedu napona i struje

negativna, kao Sto smo racunskim putem dobili. Setimo se da je razlika faza kod kondenzatora
izmedu napona i struje negativna pa posmatrana redna veza ima kapacitivni karakter.

Generalno, kada je reaktansa veze elemenata pozitivnha, X >0, tada je i razlika faza izmedu
napona i struje pozitivna, ¢ >0, i tada veza ima pretezno induktivni karakter. Obrnuto, kada je

reaktansa veze elemenata negativha, X <0, tada je i razlka faza izmedu napona i struje
negativna, ¢ <0, i tada veza ima pretezno kapacitivni karakter.

IV.1.4 Redna RLC veza - ZADACT
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IV.1.5 PARALELNA RLC VEZA
TEORIJSKA OSNOVA

Ako imamo prijemnik koji se sastoji od paralelne veze otpornika, kalema i kondenzatora, onda
taj prijemnik ima svoju aktivnu, reaktivnu i prividnu provodnost i razliku faza elektricne struje i

napona na njemu.
G 3L

Sta je admitansa prijemnika ¥?
— To je prividna provodnost prijemnika. DefiniSe se kolicnikom amplitude struje i napona na
prijemniku:

i
—
+
u

C

poIn I _ Giipr

m U
Admitansa je uvek pozitivha (amplitude I, i U, su uvek pozitivne).

G je aktivna provodnost prijemnika (konduktansa) i uvek je pozitivna.

B je reaktivna provodnost prijemnika (susceptansa):
1

B=BC_BL =(0C—H.

1
>0, oC> oL kolo je pretezno kapacitivno

1
B:=0, oC-= T antirezonantno kolo
@

1
<0, wCc< oL’ kolo je pretezno induktivno

— Reaktivna provodnost moze biti pozitivna (kada je kapacitivni deo veci od induktivnog).
Tada kazemo da se prijemnik ponasa kao kapacitivnost.
— Reaktivna provodnost moze biti negativna (kada je kapacitivni deo manji od induktivnog).
Tada kazemo da se prijemnik ponasa kao induktivnost.

Sta je antirezonantno kolo?
— To je paralelno RLC kolo u kome kalem i kondenzator imaju takve vrednosti induktivnosti i

kapacitivnosti da je reaktivna provodnost kola jednaka 0.

Koje su glavne karakteristike antirezonantnog kola?

104
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— Da je admitansa minimalna (impedansa maksimalna), a elektri¢na struja u napojnoj grani
minimalna.

Kakva je fazna razlika struje i napona paralelnog RLC prijemnika?

— Za paralelnu vezu se definiSe fazna razlika struje i napona:

=y - 0 = arctg— = arctg——%~ .
v=y g G g G
Svi ovi obrasci mogu se pamtiti pomocu “trougla admitansi”:
Y =VJG? + B?
Y B B
tgv=— > = arctg—
B =6 v-arddg
v G =Y cosv
G B =Y siny

IV.1.5 Paralelna RLC veza - TEORIJSKA OSNOVA
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ZADACT

IV.1.5.1 Otpornik provodnosti G=1mS, kalem induktivhosti L= 100 mH i kondenzator
kapacitivhosti C= 200 nF vezani su paralelno, a izmedu njihovih krajeva je uspostavljen
prostoperiodian napon efektivne vrednosti U =242 V, kruZne udestanosti o = 10%s™ i pocetne
faze 0 = = /4 prema usvojenom referentnom smeru. Odrediti struju napojne grane ove paralelne
veze. Kakvog je karaktera ova veza elemenata?

ut G 3L =Fc

Resenje:
NapisSimo najpre izraz za trenutnu vrednost napona. Data je efektivna vrednost napona pa je
amplituda:

U, =UN2=22V-\2=4V.
Otuda je izraz za trenutnu vrednost napona:

u(t)= U, sin(ot +0)=4 sin(lo“t + %} V.

IPCE ARG

utt c 3L =Fc

Slika Iv.1.5.1.1

Analiza paralelnog RLC kola vrSi se na analogan nacin analizi radnog RLC kola. Struje kroz
pojedine elemente, prema usaglasenim referentnim smerovima (slika IvV.1.5.1.1), su:

i(t)=G-u(t)=G - U, sin(wt +0),

ic(t)=wC U, sin(a)t +6 +%j

/Jt):i-um sin(wue-@.
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Za trenutne vrednosti napona i struja vaZze Kirhofovi zakoni pa je prema prvom Kirhofovom
zakonu:

/(t):/R(t)+/C<t)+/L(t):

=G-Umsin(a)t+0)+a)C-Umsin ot +0+2 +i-Umsin ot +0-2|=
2) ol 2

=G - U, sin(ot + )+ (wC - LLJU’" cos(wt +6).
w

I ovde smo primenili ¢injenicu da je:

sinfa+ = |=cosa isinla-=|=-cosa.
( Zj [ 2)

Primenom trigonometrijske relacije:
Asina +Bcosa =VA? +B? -sin(a + arctg%) ,

na izraz za napon na rednoj RLC vezi, dobijamo:
1

a)L——C
0]
)

2
I, sin(ot +y) = \/GZ + (a)C —LJ U, sin(ot + 6 + arctg
[

Izjednacavanjem amplitude i faze leve i desne strane jednakosti dobijamo odnos amplituda i
razliku faza struje i napona paralelne veze. Generalno, odnos amplituda struje i napona na nekoj
vezi elemenata nazivamo admitansa Y. Admitansa paralelne veze je:

2
y-Im _T_ g2 [oc-L] .
v, U ol

Vidimo da je admitansa uvek pozitivna velic¢ina s obzirom da predstavlja odnos amplituda koje
su pozitivne veli¢ine. Veli¢ina G naziva se aktivha provodnost ili konduktansa. Veli¢ina

oC _LL naziva se reaktivna provodnost ili susceptansa paralelne veze, a predstavlja razliku
w

susceptansi kondenzatora i kalema. Generalno, susceptansu obelezavamo sa B, pa je u opstem
slucaju admitansa neke veze elemenata:
Y =JG? + B*.

Susceptansa paralelne veze je dakle:

wl
Razliku faza struje i napona obeleZavamo sa v . Razlika faza struje i napona paralelne veze je:
B oC - 11_
=y — 6 = arctg— = arct @D
v=y 9 G g9 G
Odavde je:
tgv = 5
G
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Odredimo sinus i kosinus razlike faza napona i struje. Primenimo trigonometrijske veze izmedu
sinusa, kosinusa i tangensa ugla:

1 1 G G
cosv = = = =—,
J1+1tg?y \/ (5)2 JG*+B> Y
1+ =
G
B
, ]
sinv = tg'v = G 5 :E

J1+1tg?y \/1 (5)2_\/62+Bz v
+ -
G

S obzirom da su velicine G i Y uvek pozitivhe

nvL oblast Ly . - _ el !
[ 7 S, ek ko e ¢ e ek potian. Pt
' cosv >0 velicina B moze biti i pozitivna i negativna, sinus

ugla v moze biti i pozitivan i negativan. Na osnovu

/ prethodnog se zakijucuje da je oblast definisanosti
//////' razlike faza izmedu struje i napona:

cosv
/ k kom k |
f Sto je prikazno na trigonometrijskom krugu na slici
7
1 | IV.1.5.1.2.
_

Slika Iv.1.5.1.2

R
N\

o

/4 T
—<y<—

2 2’

Zamenimo brojne vrednosti u izraze. Susceptansa posmatrane paralelne veze je:

B=B.-B, =oC-—~ =10"s1.20010°F-— .~ _2mS-1mS=1ms.
ol 10 5100107 H

Admitansa posmatrane paralelne veze je:

yz\/GM[wC—iJZ —\JG2+B? =/t mSP + (L mSP =y2-AmSP =2 mS.

Amplituda struje kroz napojnu granu je:
I.=Y -U,=+2-10%5.4V=4/2-103A=4/2 mA.

Razlika faza struje i napona posmatrane paralelne veze je:

wC 1
ol B 1mS
= arct oL _ arctgZ = arctg > = arctg 1.
14 g g G g 1ms g
Teoretski, izraz arctg 1 ima dva resenja: % i —37”, kao Sto je prikazano na slici IV.1.5.3.

Medutim, s obzirom na oblast definisanosti ugla —% <y < %, jedino moguce resenje je:

DY
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Pocetna faza struje je:

—0+v="4222
v 474" 2"

Sada moZzemo napisati izraz za trenutnu vrednost struje

////M napojne grane:

i(t) = I,, sin(wt +y) =42 sin(lo“t + %j mA .

i

)

Slika Iv.1.5.1.3

Na slici IV.1.5.1.4 prikazani su grafici promene trenutnih vrednosti napona i struje posmatrane
paralelne veze.

A
/Q ?
7
| | | >
0 i 27 3r wt
4
Y\l// \Jv:z//—ﬁz%

Slika Iv.1.5.1.4

Sa slike vidmo da struja prednjaci naponu za % pa je razlika faza izmedu struje i napona

pozitivna, kao Sto smo racunskim putem dobili. Dakle, posmatrana redna veza ima kapacitivni
karakter jer struja prednjaci naponu.

Generalno, kada je susceptansa veze elemenata pozitivha, B >0, tada je i razlika faza izmedu
struje i napona pozitivna, v >0, i tada veza ima pretezno kapacitivni karakter. Obrnuto, kada je
reaktansa veze elemenata negativha, B <0, tada je i razlika faza izmedu struje i napona
negativna, v < 0, i tada veza ima pretezno induktivni karakter.
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IV.1.6 PRETVARANIJE REDNE VEZE

U PARAMETRE PARALELNE VEZE I OBRNUTO
TEORIJSKA OSNOVA

e Kada su prijemnici napravljeni od kombinacija redne i paralelne veze elemenata ili kada u kolu
imamo redno - paralelnu vezu prijemnika, javlja se potreba tokom proracuna da parametre
redne veze R, X, Z prebacimo u parametre paralelne veze G, B Z To se radi pomocu

obrazaca:
1 1 Y Ycosv G G
R=2Zcosp=—cos|-v)=—cCOSV: —=———=—=————
?Zy (-v) y ®VyT Ty Ty:T g iB?
. 1 . 1 . ) 4 Y sinv B B
X=2Zsinp=—sin(-v)=-—siny —=-"""-_ " —-____ 7
%y (-v) y 'y y? Y2 G®+B?
1 1 Z Zcosp R R
G=Ycosv=—cos(-¢)=—COSp-— = = =
e S R
. 1 . 1 . Z Zsing X X
B =Y sinyv=—sinl-¢)=-—singp- — =- =_ =_
Y=z (-9) z? 7z 22 Z2 R+ X?
e Pri tome:
Z=liY=l
Y Z

IV.1.6 Pretvaranje parametara redne veze u parametre paralelne veze i obrnuto —
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ZADACT

IV.1.6.1 Prijemnik se sastoji od redne veze otpornika otpornosti R = 30 Q, kalema induktivnosti
L = 6,5 mH i kondenzatora kapacitivnosti C= 4 4F. KruZna uestanost je » = 10*s™.

a) Odrediti impedansu i razliku faza izmedu napona i struje ove veze. Kakvog je karaktera ovaj
prijemnik?

b) Odrediti ekvivalentne parametre paralelne veze za posmatrani prijemnik.

Resenje:
w, R L ¢
2 AAN—TN I
& uy >
SlikaIv.1.6.1.1

a) Reaktansa prijemnika je:
X=XL—XC=a)L—L=10“5‘1-6,5-10‘3H- 7 11 s—==6502-250=400.
oC 10"s-4-10° F

Impedansa prijemnika je:

2
Z= \/RZ +(a)L _LCJ —VR? + X% = (30 QF + (40 Qf =2500 0% =50,
]
a razlika faza izmedu napona i struje:

— = = arctgi = arctg40—Q =arctg1,33.
R R 300

Izraz arctg1,33 ima dva reSenja: 0,93 radijana i -2,21 radijana, a mora da vazi — = <¢ < % u

z

2

opsegu izmedu —% [ % nalazi se 0,93 radijana (korisno je zapamtiti %: 1,57):
»=0,93.

Napomena: Kalkulator daje samo jednu vrednost funkcije arkustangens (koja je najcesée

v - . .. T . T v . v
obeleZena kao tan™) i ta vrednost se nalazi izmedu -3 i S5 sto je upravo ono sto nama

odgovara kada je u pitanju fazna razlika izmedu napona i struje na prijemniku. Druga vrednost se
dobija tako Sto se na dobijenu vrednost doda ili se od nje oduzme 7, tako da dobijena vrednost
bude izmedu -~ i 7~ (odnosno, ako je dobijena vrednost pozitivha treba oduzeti ~, a ako je
negativna treba dodati 7 ). Ovo ¢e nam biti potrebno za odredivanje pocetnih faza napona i struja
kod racuna sa kompleksnim racunom.

S obzirom da je reaktansa pozitivna (kao i ugao ¢) ovaj prijemnik je pretezno induktivnog
karaktera.
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b) U teoriji su izvedene veze izmedu rednih i paralelnih parametara prijemnika. Ekvivalentna
konduktansa prijemnika je:

R 30Q 30
© RP+X? (30Q) +(40Q)f 2500 Q

Ekvivalentna susceptansa prijemnika je:

X 40 O 40
B. =— = =— =-0,016S=-16mS.
© R+ X? (30Q)+(40Q) 25000

Napomena: Primetimo da je susceptansa negativna kada je prijemnik pretezno induktivnog
karaktera. Dakle, reaktansa i susceptansa jednog istog prijemnika su uvek razli¢itog znaka!

@) R/ X @) Ge/ Be
— T e—1T
P (7N P (%)
Slika 1V.1.6.1.2

Admitansa prijemnika je:

v, = /G2 +B.? =%=w%=0,025=20m5

Razlika faza izmedu struje i napona na ovom prijemniku je:

Ve =y —0=-p=-0,93.

IV.1.6.2 Prijemnik se sastoji od paralelne veze otpornika provodnosti G'=4 mS, kalema

induktivnosti £ =2,5mH i kondenzatora kapacitivnosti C= 20 nF. KruZzna ucestanost je
o =10°s™.

a) Odrediti admitansu i razliku faza izmedu struje i napona ove veze. Kakvog je karaktera ovaj
prijemnik?

b) Odrediti ekvivalentne parametre redne veze za posmatrani prijemnik.

Resenje:

u(t) G gL ##C

Slika Iv.1.6.2.1
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a) Susceptansa prijemnika je:

B:BC—BL=wC—L:1055"1-20-10‘9F- - 11 ;—-=2mS-4mS=-2mS.
ol 10°s7-2,5-10" H

Admitansa prijemnika je:

2
y = \/GZ +(a)C —ilj ~VJG? +B? = [(4mS) +(-2mS)? =20 mS? =4,5ms,
(0]

a razlika faza izmedu struje i napona:

a)C’—i
ol _ arctgé = arctg— 2mS
G 4 mS

v = arctg =arctg0,5.

Izraz arctg 0,5 ima dva reSenja: 0,46 radijana i -2,68 radijana, a mora da vazi —% <v< u

z
5 -
opsegu izmedu ~3 [ 3 nalazi se 0,46 radijana:

v=0,46.

S obzirom da je susceptansa negativna (kao i ugao v ) ovaj prijemnik je pretezno induktivnog
karaktera.

b) U teoriji su izvedene veze izmedu rednih i paralelnih parametara prijemnika. Ekvivalentna
rezistansa prijemnika je:
G 4 mS 4 4

R - - _ - -02kQ=2000Q.
G>+B> (4mS) +(-2mS)? 20mS 20-107°S

Ekvivalentna reaktansa prijemnika je:

B ~2mS 2 2
G*>+B*>  (4mSy +(-2mS)® 20mS 20.107°S

W GB W Re, Xe
e
+ oy &
Slika 1V.1.6.2.2

Impedansa prijemnika je:

Z=\/R2+X2=l= LI 1 =0,2222kQ=222,2Q
Y 45mS 45.10°S

Napomena: Kada su parametri paralelne veze dati u osnovnim jedinicama, simensima (S),
parametre redne veze dobijamo takode u osnovnim jedinicama — omima (Q). Kada su parametri
paralelne veze dati u jedinicama milisimensima (mS) bez prelaska na osnovne jedinice direktno
dobijamo parametre redne veze u jedinicama kiloomima (kQ).
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Razlika faza izmedu struje i napona na ovom prijemniku je:
p=0-y=-v=-046.
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IV.1.7 REDNA VEZA DVA PRIJEMNIKA
TEORIJSKA OSNOVA

e Ako imamo rednu vezu dva RLC prijemnika, onda prilikom proracuna vaze sledeca pravila:

/ R, L, G R, L, G
Pus u S

— Aktivne otpornosti u rednoj vezi se smeju sabirati:
R.=R, +R,

— Reaktivne otpornosti u rednoj vezi se smeju sabirati:
X. =X, + X,

— Impedanse u rednoj vezi se ne smeju sabirati:
Z,+2,+2,

— Fazne razlike u rednoj vezi se ne smeju sabirati:
¢e * ¢1 + ¢2

¢ U rednoj vezi se ne smeju sabirati parametri paralelne veze!
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IV.1.8 PARALELNA VEZA DVA PRIJEMNIKA
TEORIJSKA OSNOVA

e Ako imamo paralelnu vezu dva RLC prijemnika, onda prilikom proracuna vaze sledeca pravila:

i
—
+
u

G, %L1 -G G, glz -G

\4

— Aktivne provodnosti u paralelnoj vezi se smeju sabirati:
G.=G, +G,

— Reaktivne provodnosti u paralelnoj vezi se smeju sabirati:
B.=B, +8B,

— Admitanse u paralelnoj vezi se ne smeju sabirati:
Y.2Y,+Y,

— Fazne razlike u paralelnoj vezi se ne smeju sabirati:

Ve #Vy TV,

e U paralelnoj vezi se ne smeju sabirati parametri redne veze!

IV.1.8 Paralelna veza dva prijemnika - TEORIJSKA OSNOVA
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IV.1.9 SNAGE U PROSTOPERIODICNOM REZIMU
TEORIJSKA OSNNOVA

Koja je jedina realna snaga u prostoperiodi¢nom rezimu?
— Trenutna shaga p. To je snaga u nekom trenutku vremena:

p(&)=u(t) i(t)

Koje joS snage uvodimo u proracun?
— Aktivnu snagu
P =UIcosp=Scosgp

Akivna snaga je korisna snaga na potroSacu (elektricna energija prelazi u toplotnu).
Matematicki se definiSe kao srednja snaga u okviru jednog perioda.
— Reaktivhu snagu
Q@ =UIsing = Ssing

Reaktivna snaga je snaga koju generator izmenjuje sa reaktivnim elementima (kalemovima i
kondenzatorima). U jednoj poluperiodi generator njima predaje energiju, a u drugoj poluperiodi
kalemovi i kondenzatori vraéaju energiju generatoru.
—  Prividnu snagu

S =Ur
Prividna snaga je maksimalna aktivna snaga (cos¢ =1).

Koje su jedinice za snage?

— Za aktivnu — wat [W].

— Za reaktivhu — volt-amper reaktivan [VA/].
— Za prividnu — volt-amper [VA].

Sta je cos ¢ ?

— Faktor snage. Pokazuje koliko prijemnik odstupa od savrSenog. Idealno je kada je
cosp=1.

— Moze se vrsiti i popravka faktora snage prijemnika dodavanjem elemenata tako da se
dobije cosp =1.

Postoje jos neki obrasci koji se koriste tokom proracuna:

S =,P?*+Q?

— arct Q
@ = arctg S
S=UI=2-I-I-=2rI? g

S=UI=U-'Y U=YU?
P=UIcosp=2-I-Icosgp=2I"cosg=RI?
P=UIcosp=U-Y . Ucos(-v)=YU?cosv = GU?
Q=UIsing=2-1I Ising=2I%sing=XI?
Q=UIsing=U-Y -Usin(-v)=-YU?siny = -BU*

IV.1.9 Snage u prostoperiodiénom rezimu - TEORIJSKA OSNOVA
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e Zarednu ili paralelnu vezu dva RLC prijemnika prilikom proracuna vaze sledeca pravila:
— aktivne snage pojedinacnih prijemnika se smeju sabirati:
P.=P+P,
— reaktivne snage pojedinacnih prijemnika se smeju sabirati:
Q.=0,+@,
— prividne snage pojedinacnih prijemnika se ne smeju sabirati:
S.#85,+8S,
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ZADACT

IV.1.9.1 Dva prijemnika koja se sastoje od redne veze elemenata, R, =80 Q, L;=1mH i
G=250nF, i R=60Q, L,=12mH i G =50nF, vezana su redno i prikljuéena u kolo
naizmenicne struje kruzne udestanosti @ = 10°s™. Odrediti:

a) impedanse i razlike faza napona i struje pojedinih prijemnika,
b) impedansu, razliku faza napona i struje i karakter redne veze,

c) efektivnu vrednost napona na svakom od prijemnika, kao i efektivhu vrednost napona redne,
veze

d) ekvivalentne paralelne parametre i admitansu cele veze,

e) aktivnu, reaktivnu i prividnu snagu svakog prijemnika i redne veze, ako je efektivha vrednost
struje 7=1A.

Resenje:
a) Na slici IV.1.9.1.1 prikazana je redna veza posmatrana dva prijemnika.

/ R Ly G R, L, G,
+ Uy + U
Slika IV.1.9.1.1

Reaktansa prvog prijemnika je:

~105s1.1.10° H- 1 —1000Q-40Q=600Q.

X, =ol -
T eG 10° s™.250-10° F

Impedansa prvog prijemnika je:

Z, =R+ X* =80 Q) +(60 Q) =41000 0% =100,

a razlika faza izmedu napona i struje:

X. 60 O
= arctg—L = arctg———- =arctg 0,75.
¢ =ar gR r gSOQ rctg

1

Izraz arctg 0,75 ima dva reSenja: 0,64 radijana i -2,5 radijana, a zbog uslova —% < ¢, g% fazna

razlika izmedu napona i struje je:

¢1 = 0,64 .
S obzirom da je reaktansa pozitivna (kao i ugao ¢,) ovaj prijemnik je pretezno induktivnog
karaktera.

Reaktansa drugog prijemnika je:
1

1 105s1.12.10% H- —1200-200 Q= -800Q.

X, =ol, -
27 G, 10° s .50-10° F
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Impedansa drugog prijemnika je:
Z, =R + X,* = /(60 2)* +(-80 2)* =4/10000 22 =100 <2,

a razlika faza izmedu napona i struje:

X -30Q
=arctg =% = arct =arctg (-1,33).
p; =arctg 3 90 g(-1,33)

Izraz arctg ( 1,33) ima dva reSenja: - 0,93 radijana i 2,21 radijana, a izmedu —% [ % je:
», =—0,93.

S obzirom da je reaktansa negativna (kao i ugao ¢,) ovaj prijemnik je pretezno kapacitivhog
karaktera.

b) Ukupnu rezistansu redne veze dobijamo kada saberemo rezistanse svakog od prijemnika
(prijemnika moze biti proizvoljno mnogo, a u ovom slucaju ih je dva):

R.=R +R,=80Q+60Q=140 Q.
Ukupnu reaktansu redne veze dobijamo kada saberemo reaktanse svakog od prijemnika:

Xo=X,+X,=60Q+(-80Q)=-200Q.

Kako je reaktansa negativna, ova redna veza je pretezno kapacitivnog karaktera. Impedansa redne
veze je:

Z, =R+ X2 =(140 Q) +(-20 Q) =420000 @ =141,4 0,

Sada mozemo proveriti da u opstem slucaju impedansa redne veze nije jednaka zbiru
impedansi svakog od prijemnika:

Z,+2, =100 Q+100 Q =200 Q.

Evo i dokaza:

Zo=RE+ X =R AR +(Xy + Xy P 2 2y 4+ 2y =R+ X+ R+ X2,
dakle:
Lo+t 2+ 2,.

Razlika faza izmedu napona i struje redne veze je:

X -200
= arctg—= = arct =arctg (-0,14).
Pe 9% 97200 g(-0,14)

Resenja ovog izraza su: - 0,07 radijana i 3 radijana, a izmedu —% i % je:
p. =—0,14.

Takode, u opstem slucaju razlika faza napona i struje redne veze nije jednaka zbiru
razlika faza napona i struje svakog od prijemnika:

@1+ ¢, =0,93+ (— 0,64) =0,29

De ;t(Dl +(P2
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c) Posto znamo efektivnu vrednost struje kroz prijemnike i njihove impedanse, mozemo odrediti
efektivne vrednosti napona na svakom prijemniku, kao i efektivhu vrednost napona na celoj

paralelnoj vezi:
U,=2,-1=100Q-1A=100V,

Uy,=2, - I1=100Q-1A=100V,
U=2.-1=141,4Q-1A=141,4 V.

Kirhofovi zakoni vaZze za trenutne vrednosti napona i struja. Ali Kirhofovi zakoni ne vaze za
efektivne vrednosti napona i struja. S obzirom da je:

U, +U, =100 V +100 V =200 V,

lako proveravamo da je:
u=U,+U,,
jer je
U=z, - I12U,+U,=2,-I+2Z, 11 Z, 2, +2,.

d) Ekvivalentna konduktansa analizirane veze prijemnika je:

R 140 140
G, = e - = =0,007S=7mS.
© RZ+Xx. (1402 +(-202) 20000 2

Ekvivalentna susceptansa analizirane veze prijemnika je:

B, - ZXe —_— —2209 = ~200 =0,001S=1mS.
R+ X, (140 @) +(-20 @) 20000 2

Admitansa analizirane veze prijemnika je:

Y, =yG.” +8,° 11 _o00715-71ms
Z 14140

d) Aktivna snaga prijemnika je korisna snaga, snaga koja se pretvori u toplotu na prijemniku
(Dzulovi gubici), a izratunava se na sledeci nacin:

P=UIcosp=5cosp.
Reaktivna snaga prijemnika je snaga koja se razmenjuje izmedu prijemnika i kola, a izraCunava se
na sledeci nacin:

Q=Ulsinp=S5sing.

Prividna snaga prijemnika je:
S=yP? +Q? = (Ul cos o) + (UI'sing)? = UlJcos? g +sin? ¢ = UI

(Dakle, aktivna snaga predstavlja upravo Dzulove gubitke sa kojima smo se sreli kod vremenski
nepromenljivih (jednosmernih) struja. Pojam reaktivne snage moZe se razumeti kroz trenutnu
snagu na jednom od dva reaktivna elementa, na primer na kondenzatoru. Ako posmatramo grafik
promene trenutnih vrednosti napona i struje na kondenzatoru, uo¢avamo da su ove dve sinusoide,

koje predstavljaju promene struje i napona, pomerene za 3 i da su u odredenim vremenskim

intervalima i napon i struja istog znaka, a u ostalim vremenskim intervalima su razliCitog znaka,
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kao Sto je prikazano na slici 1IV.1.9.1.2. S obzirom da je trenutna snaga jednaka proizvodu
trenutnog napona i struje, vidimo da je u odredenim vremenskim intervalima pozitivna (kad su
napon i struja istog znaka) i tada se kondenzator ponasa kao potrosac, a u ostalim vremenskim
intervalima negativna (kad su napon i struja razliCitog znaka) i tada kondenzator varac¢a energiju
kolu. Isto se deSava i kod kalema. Na otporniku su napon i struja u fazi pa su uvek istog znaka i
snaga je pozitivna, odnosno na otporniku se uvek javljaju gubici. Posto se realan prijemnik sastoji
od aktivnog (otpornog) i reaktivnog dela, aktivha snaga definiSe gubitke na otpornom delu, dok
reaktivna snaga definiSe razmenu energije. Iako sve ove snage fizicki imaju istu jedinicu — vat,
zbog razlicitih priroda ovih snaga uvedene su posebne jedinice za svaku od njih: za aktivhu snagu
je ostavljena jedinica vat [W], za reaktivnu snagu je uvedena jedinica volt-amper reaktivni ili var
[VAr], a za prividnu snagu jedinica volt-amper [VA].)

A

| p <0i p>0i p<0i p>0i p<0ip>0i p <0

Slika 1v.1.9.1.2

Parametar cos ¢ naziva se faktor snage. Za Cisto otporni prijemnik faktor snage je jednak 1, dok

je za Cisto reaktivan prijemnik (prijemnik koji se sastoji samo od kalemova i kondenzatora) faktor
snage jednak 0.

Primenimo u izrazima za aktivnu, reaktivnu i prividnu snagu i izraze koje smo do sada izveli, koji
definiSu odnose izmedu parametara. Primenimo u jednom slucaju parametre redne veze, a u
drugom slucaju parametre paralelne veze.

P=Ulcosp=2-1-T-cosp=2-1I? -§=12R

P = _y.Y 2 R 2
Ulcosp=U-=-cosp=U? —=U*G
Z 72

Q=U[sin¢=Z-I-[-sin(p=Z.[2.gzjz)(
X

. U . 2 2
=Ulsinp=U-—-sinp=U*-—=-U"B
Q @ ~sing >3
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S=Ul=Z-1-I=Z-I%
S=Ur=U-U-y=y -U?
Vidimo da se aktivna i reaktivha snaga mogu izraCunati bilo preko parametara redne, bilo preko

parametara paralelne veze. U poslednjem izrazu za reaktivhu snagu pojavljuje se negativan
predznak kao posledica veze izmedu reaktanse i susceptanse: B = —ﬁ = —%. Kao sto su
+
aktivna otpornost i aktivha provodnost prijemnika uvek pozitivne, iz izraza za aktivhu snagu se vidi
da je aktivha snaga prijemnika uvek pozitivha. Znak reaktivnhe snage zavisi od karaktera
prijemnika: ako je prijemnik pretezno induktivan, reaktivna snaga je pozitivha, ako je prijemnik
Cisto otporan, reaktivna snaga je jednaka nuli, i ako je prijemnik pretezno kapacitivan, reaktivna
snaga je negativna.

Na osnovu prethodno izvedenih izraza moZzemo napisati izraze za aktivnu, reaktivnu i prividnu
snagu svakog od prijemnika:

P =I°R =(1A)-80Q=80W,

Q, =I°X, =(LAY -60 Q=60 VAr,

S =P +Q7 =+/(80 W) +(60 W) =100 VA ili S, = U7, =100 V-1 A =100 VA,
P, =I%R, =LA} -60 Q=60 W,

Q, =I*X, = (L A)’ - (- 80 ©2) = -80 VAr.

S, =R +Q,2 = /(60 W) +(~80 W) =100 VA ili S, =,7, =100 V-1 A =100 VA
Izracunajmo sada ¢emu su jednake aktvna i reaktivna snaga redne veze dva prijemnika:
P,=I°R,=I*(R, +R,)=I*R +I’R, =P, +P, =80 W +60 W =140 W,
Q. =I*X,=I*(Xy + X;)=I*X, +I*’X, = Q, + Q, = 60 VAr + (— 80 VAr) = —20 VAr.

Vidimo da je ukupna aktivna snaga redne veze prijemnika jednaka zbiru aktivnih snaga pojedinih
prijemnika (isto vazi i za paralelnu vezu, Sto ¢emo pokazati u zadatku 1V.1.9.3). Takode, ukupna
reaktivna snaga redne veze prijemnika jednaka je zbiru reaktivnih snaga pojedinih prijemnika (isto
vaZzi i za paralelnu vezu).

S, ={P2+0Q. =J140 W) +(-20 VArf =141,4 VA ili S, = Ul =141,1V -1 A =141,4 VA

Posto je:

Se :\/Pez +Qe2 :\/(Pl +Qz)2 Jr('01 +Qz)2 S5 +5; = \/'D12 +Q12 Jr\/'Dzz +sz ’
i na osnovu brojnih podataka vidimo da ukupna prividna snaga nije jednaka zbiru prividnih
snaga pojedinih prijemnika, odnosno da je:
S.#5+5,.
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IV.1.9.2 Dva prijemnika vezana su redno i prikljuCena su na napon efektivne vrednosti &= 50V i
kruzne ucestanostif= 50 Hz. Akoje R, =20 Q, L; =100 mH i R =15 Q, G = 100 4F, odrediti:

a) impedanse pojedinih prijemnika, 2 i 4,
b) faktore snage pojedinih prijemnika,

c) impedansu redne veze,

d) faktor snage redne veze,

€) napon na pojedinim prijemnicima,

f) aktivnu, reaktivnu i prividnu snagu svakog prijemnika i redne veze.

Resenje:
Na slici IV.1.9.2.1 prikazana je redna veza posmatrana dva prijemnika.

/ R L, R, G
+ Uy + U
Slika IV.1.9.1.2

Kruzna ucestanost je:
w=2xf =27-50Hz =100z s =314 s,

a) Redni parametri prvog prijemnika su:
X, =wl, =314s1.100-10° H=31,4Q,

Z, =R+ X2 =J20QF +(31,40QF =37,20,

o = arctg% = arctg 3140 =arctg1,57=1.

| 20Q
Nadalje necemo visSe isticati dva resenja funkcije arkustanges, jer smatramo da su Citaoci do sada
savladali taj deo.

Redni parametri drugog prijemnika su:
1 1

Xy =- = | 6
oC, 314s.100-10°°F

=-31,80Q.

Z, =R+ X, =\J15QF +(-31,8Q) =352 0,

0, = arctg X2 = arctg S8 2

3 £ g - (-2,12)=-113.

b) Faktori snage pojedinih prijemnika su:
cos¢, =cos1l=0,54,

cos ¢, = cos (-1,13)=0,43.
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¢) Ukupna rezistansa redne veze je:
R.=R +R,=200+15Q0=350Q.

Ukupna reaktansa redne veze je:
X,=X, +X,=31,40+(-31,8Q)=-04Q.

Impedansa redne veze je:

Z, =R+ X2 =350 +(-0,4Qf ~350.

Vidimo da ova redna veza ima veoma malu reaktivhu otpornost u odnosu na aktivhu otpornost,

tako da gotovo ne utice na impedansu.

Razlika faza izmedu napona i struje redne veze je:
-04 0

X
= arctg—=& = arct
PDe g R, g 3O

= arctg (- 0,01)=-0,01.

d) Kao Sto smo vec rekli, rezistansa ove veze je mnogo veca od reaktanse pa mozemo smatrati da
je veza gotovo Cisto otpornog karaktera i da je faktor snage skoro maksimalan, sto mozemo
proveriti i racunskim putem:

cos g, = cos (-0,01)~1.

e) Posto znamo efektivnu vrednost napona na rednoj vezi i ukupnu impedansu, mozemo odrediti

efektivnu vrednost struje kroz prijemnike:

=Y 0V 4434,
Z. 35A

Onda su naponi na pojedinim prijemnicima:
U, =2,-1=3720-143A =532V,
U,=2,-1=3520-143A=50,3V,

f) Aktivna, reaktivna i prividna snaga pojedinih prijemnika i redne veze su:

P, =I?R =(1,43A) -20Q=409W,

Q =IX, =(1,43A)f -31,4 Q=642 VAr,

S, =P+ Q2 =(40,9 WY + (642 W) =76,1 VA ili S, = U1, =53,2V-1,43 A =76,1 VA,
P, =I%R, =(1,43A) -15Q=30,7 W,
Q, =I%X, =(1,43A)f -(-31,8 Q)= -65 VAr,

S, =P + Q% =\(30,7 W) +(~65 W) =71,9 VA ili S, =U,1, =50,3V-1,43 A =71,9 VA
P, =T?R,=(1,43A) -35Q=716 W ili P, =P +P, =40,9W+30,7W=716W,

Q.=I?X.=1,43A) -(-0,4Q)=-0,8 VAr ili Q, =Q, +Q, = 64,2 VAr +(- 65 VAr) = -0,8 VAr,

S.={P2+Q.2 = (71,6 WP +(-0,8 VAr} =71,6 VA ili S, = Ul =50 V1,43 A =71,5 VA,
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pri Cemu je razlika u poslednja dva izraza posledica zaokruzivanja, a u odnosu na vrednost prividne
snage gotovo da je beznacajna.

IV.1.9.3 Dva prijemnika koja se sastoje od paralelne veze elemenata, R, = 100 Q, G = 100 nF i
Li=20mH i R, =200 Q, G =1000nF i L, =40 mH, vezana su paralelno i priklju¢ena u kolo
naizmenicne struje efektivne vrednosti 7= 0,5 A i frekvencije f= 1,5 kHz. Odrediti:

a) admitanse i razlike faza struje i napona pojedinih prijemnika,
b) admitansu, faznu razliku struje i napona i karakter paralelne veze,

c) efektivnu vrednost struje kroz svaki od prijemnika, kao i efektivhu vrednost napona na
prijemnicima,
d) ekvivalentne parametre i impedansu cele veze,

e) aktivnu, reaktivnu i prividnu snagu i faktor snage svakog prijemnika i paralelne veze.

Resenje:

a) Na slici 1V.1.9.3.1 prikazana je redna veza posmatrana dva prijemnika.
VAN - .

+ v/ v/

u G1 %Ll ::C1 G2 %LZ ::Cz

Slika Iv.1.9.3.1

Kruzna ucestanost je:
o =2af =27-1500Hz =9425s™.

Konduktansa prvog prijemnika je:

G -+-—L _oo1s-10ms.
R, 100Q
Obratiti paznju da je ovo provodnost otpornika otpornosti 100 Q@ i da nema nikakve veze sa
ekvivalencijom parametara redne i paralelne veze.

Susceptansa prvog prijemnika je:

B, - wC, - —94255.100.10° F - 1

=0,94mS-5,3mS = -4,36 mS.
ol 9425s1.20-10° H

Admitansa prvog prijemnika je:

Y, =G + B2 =JA0 mS) + (- 4,36 mS) =10,91mS,
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a razlika faza izmedu struje i napona:

v, = arctgﬁ = arctg— 4,36 mS

— == "2 _ arctg (- 0,436) = -0,41.
G, 10 mS

S obzirom da je susceptansa negativna (kao i ugao v,) ovaj prijemnik je pretezno induktivnog
karaktera.

Konduktansa drugog prijemnika je:

G, -+ -_—L _00055=-5ms.
R, 200 Q

Susceptansa drugog prijemnika je:

B, = &C, ——~— —9425 51 .1000-10° F - 1

=9,42mS 2,66 mS = 6,76 mS.
oL, 942557'.40-10% H

Admitansa drugog prijemnika je:

¥, =G, + B> =+[(5mS) +(6,76 mS)* =8,41mS,

a razlika faza izmedu struje i napona:

2
G S

2

=arctg1,35=0,93.

S obzirom da je susceptansa pozitivha (kao i ugao v;) ovaj prijemnik je pretezno kapacitivhog
karaktera.

b) Ukupnu konduktansu paralelne veze dobijamo kada saberemo konduktanse svakog od
prijemnika (prijemnika moze biti proizvoljno mnogo, a u ovom slucaju ih je dva):

G. =G, +G,=10mS+5mS=15mS.
Ukupnu susceptansu paralelne veze dobijamo kada saberemo susceptanse svakog od prijemnika:

B, =B, +B, =436 mS+6,76 mS = -2,4 mS.

Kako je susceptansa negativna, ova paralelna veza je pretezno induktivnog karaktera. Admitansa
paralelne veze je:

Y, =y/G.2 + B2 =J15mS) +(-2,4 mS) =4230,76 mS? =1519 mS.

Sada mozemo proveriti da u opstem slucaju admitansa paralelne veze nije jednaka zbiru
admitansi svakog od prijemnika:

Y, +Y,=1091mS +8,41mS=19,32mS.

Dokaz je:

ﬂ:JQf+@2:ﬂQ+GQA%Q+Bﬂ2¢K+ﬁ:JGf+Bf+J@2+@2,

dakle:
Yo=Y +Y;.
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Razlika faza izmedu struje i napona paralelne veze je:

Vg = arctgi = arctgﬂ
¢ G 15mS

e

=arctg 0,16 =0,16.

Takode, u opstem slucaju razlika faza struje i napona paralelne veze nije jednaka zbiru
razlika faza struje i napona svakog od prijemnika:

v, +v, =-0,41+0,93 =0,52

Ve #Vy +Vy

c) Posto znamo efektivnu vrednost struje kroz napojnu granu i admitansu paralelne veze mozemo
odrediti napon na paralelnoj vezi, koji predstavlja napon na svakom od prijemnika:

7 05A

Y, 1519-10°S

=329V,

pa su struje kroz pojedine prijemnike:
I, =Y,-U=10,91-10°5-329V =0,359 A,
I,=Y, - U=841-107°S-32,9V =0,277 A.

Kirhofovi zakoni vaZe za trenutne vrednosti napona i struja. Ali Kirhofovi zakoni ne vaze za
efektivne vrednosti napona i struja. S obzirom da je:

I, +1,=0359A+0,277 A=0,636 A,

vidimo da je:
I+, +1,,

jer je:
I=Y, U1+, =Y, - U+Y, - UiY, =Y, +Y,.

d) Ekvivalentna rezistansa analizirane veze prijemnika je:

R-—_% 15mS 15 0,065k0=650.

G?+B? (15mSf +(-2,4mSf 230,76mS

Ekvivalentna reaktansa analizirane veze prijemnika je:
P — L R Y T TPy
G*+B°  (15mS) +(-24ms)* 230,76 mS

Admitansa analizirane veze prijemnika je:

1 1
Z =AR*+X>=—=——"_=0,0658kQ=6580Q
e e © Ty, 1519mS
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e) Aktivna, reaktivna i prividna snaga pojedinih prijemnika i paralelne veze su:
P =U%G, =(32,9V) -10-10°5=10,8 W,
Q =-UB, =—(329 V) -(- 4,36 .10 S)=4,7 VAr,

S, =P+ Q2 =/(10,8 W) + (4,7 W} =11,8 VA ili S, =UI, =32,9V-0,359 A =11,8 VA,
P, =U%,=(329V)-5-10°S=54W,

Q, =-U*B, =—(32,9V) -6,76-10°> S =—-7,3 VAr.

S, =P +0.2 = (5,4 W) +(7,3W)} =9,1 VA ili S, =UI, =32,9V 0,277 A=9,1 VA

IzraCunajmo sada ¢emu su jednake aktivna i reaktivna snaga paralelne veze dva prijemnika:
P, =U%G,=U?G, +G,)=U%G, +U*G, =P, +P,=108W +54 W =16,2 W,
Q. =-U?B,=-U*B,+B,)=-U?B, -U?B, =Q, + Q, =4,7 VAr + (- 7,3 VAr) = -2,6 VAr.

Vidimo da je ukupna aktivna snaga paralelne (kao i redne) veze prijemnika jednaka zbiru aktivnih
snaga pojedinih prijemnika. Takode, ukupna reaktivha snaga paralelne veze prijemnika jednaka je
zbiru reaktivnih snaga pojedinih prijemnika (isto vazi i za paralelnu vezu).

S, ={P2+Q.2 = 16,2 W) +(~2,6 VArf =16,4 VA ili S, =UI =32,9V-0,5A =16,4 VA
i kao i kod redne veze vazi:
S5.#5+5,.

Bez obzira da li su u pitanju paralelni ili redni parametri nekog prijemnika faktor snage uvek je
cos ¢, odnosno kosinus razlike faza napona i struje na tom prijemniku. Kako je:

V=-¢,
i kako je kosinus parna funkcija, vazi da je:
cos ¢ = cos(—v)=cosv .
Faktori snage pojedinih prijemnika, kao i cele veze su:
cos ¢, = cos(-v, ) = cos(- (- 0,41)) = cos 0,41 = 0,92,
cos ¢, = cos(-v, )= cos(-0,93)=0,6,
cos ¢, = cos(-v, )= cos(- 0,16)=0,99.
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IV.1.9.4 Za vezu elemenata sa slike odrediti: 7
a) ekvivalentnu impedansu, rezistansu i reaktansu, T
b) karakter kola,

) R, SR,
c) efektivnu vrednost struje kroz napojnu granu,
d) aktivnu, reaktivnu, prividnu snagu i faktor snage cele veze. U L §L21
Poznato je:
R1=30 Q,L1=6mH,G1==2lLtF,Ci2==2,LlF,R21=10 Q, __Cll __Cl
Ry=40 Q, [, =8mH, L, =2mH, G =2 4F, U=100V, T Ci» 3[22
w=10%s1,
Resenje:

a) U ovom kolu postoji paralelna veza redne veze elemenata. Uopste, kada se reSavaju slozene
veze elemenata treba zapamtiti:

— kod redne veze ukupna ekvivalentna konduktansa ne moze se dobiti kao zbir
konduktansi pojedinih prijemnika; isto vazi i za susceptansu. Dakle, kod redne veze
dva prijemnika je:

G.#G,+G, | B.#B, +8B,,

i ako Zelimo da ekvivalentiramo rednu vezu jednim prijemnikom moramo izracunati
ekvivalentne parametre redne veze i onda njih mozemo sabrati (slika IV.1.9.4.1). Isto vaZi i za
rednu vezu vise od dva prijemnika.

Gi,B G, B Ri, X1 R X2 Re, Xe
) S e B B o py, P

X=X+ X,

Slika 1v.1.9.4.1

— kod paralelne veze ukupna ekvivalentna rezistansa ne moze se dobiti kao zbir
rezistansi pojedinih prijemnika; isto vazi i za reaktansu. Dakle, kod paralelne veze dva
prijemnika je:

Ro#R +R, i X. =X+ X;,

i ako Zelimo da ekvivalentiramo rednu vezu jednim prijemnikom moramo izracunati
ekvivalentne parametre redne veze i onda njih mozemo sabrati (slika 1V.1.9.4.2). Isto vazi i za
rednu vezu vise od dva prijemnika.

Rl/ X 1 R2/ XZ Ge]/ Bel Ge2/ Be2 Ge/ Be
G. =G, +G,
B. =B, +5,
Slika 1V.1.9.4.2
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Rezistansa prve paralelne grane je:
R, =30Q.

Reaktansa prve paralelne grane je:
1 1

X, =ol, - =600Q-50Q-50Q=-40 Q.

oCy;  oC,

Rezistansa druge paralelne grane je:
R, =50Q.

Reaktansa druge paralelne grane je:
1

oLy

Odredimo ekvivalentne paralelne parametre obe grane da bismo ih mogli sabrati:

G, - 2R1 __ 230@ __12ms,
R+ X (30Q) +(-400Q)
X ~-40 Q
B, =- L —_ =16 msS,
YORZ+ X2 (30Q) +(-40 Q)
G-t - 0L _ygpg,
R’ +X,° (50 Q) +(50 Q)
B, -—— X2 02 _ joms.

TR+ X, (50QF +(50 QP

Posto smo dobili ekvivalentne parametre elemenata koji se nalaze u dve paralelne grane mozemo
sabrati odgovarajuce parametre:

G, =G, +G,=12mS+10mS =22 mS,
B, =B, +B, =16mS-10mS =6 mS.

Admitansa kola je:

Y, ={G.2 +B.2 =/(22mS)? + (6 mS) =22,8mS,

pa je impedansa kola:
1 1

Zo=o- = =4390Q.
Y. 22,8-103S

Odgovarajuci ekvivalentni redni parametri ove veze su:

Ge _ 225 _ 00423k =423 Q.

T G.2+B7 (22mSY +(6ms)

e

X. = Be _ 6 mS = _0,0115kQ =115Q.

* G62+B7 (22mS)P +(6mSy

b) Kako je reaktansa kola negativha, X, <0, odnosno susceptansa pozitivha, B, >0, kolo je
kapacitivhog karaktera.
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c) Posto znamo ekvivalentnu impedansu i efektivnu vrednost napona mozemo odrediti efektivnu

vrednost struje napojne grane:

=2,28A.
Q

d) Razlika faza napona i struje na celoj vezi je:

0o = arctg£ = arctg - 1150 _ arctg (- 0,27) = -0,26,

R, 42,3Q

pa je faktor snage:
cos @, =0,96.

Snage mozemo odrediti preko faktora snage, preko struje i rednih parametara, ili napona i

paralelnih parametara:
P =UI cos g, = I*R, =U*G, ~220 W,

Q =Ulsing, =I*X, =-U?B, ~-60 VAr
S=Ul=I*Z,=U%, ~228 VA.

IV.1.9.5 Tri prijemnika karakteristika R, =20 Q, X;=20Q, R =80Q, X =80 Q
R; =50 Q, X3=50 Q, X3 = 100 Q, vezana su paralelno i priklju¢ena na prostoperiodi¢ni napon

u(t) =502 sin(lOSt + %) V.

Odrediti:

a) ekvivalentnu impedansu kola,

b) karakter kola, R,y R

c) izraz po kome se menja trenutna vrednost @U
struje u napojnoj grani, L
Xu Xa

d) faktor snage kola,

e) aktivnu, reaktivnu i prividnu snagu kola.

Resenje:

a) Posto se kolo sastoji od paralelno vezanih prijemnika, da bismo odredili parametre cele veze,
moramo sabrati paralelne parametre svakog od prijemnika. Odredimo najpre redne parametre

svakog od prijemnika, a zatim njegove paralelne parametre.

Reaktivni deo prvog prijemnika sastoji se samo od kalema pa je njegova reaktansa:

Ekvivalentni paralelni parametri prvog prijemnika su:

G- . 202 _g455-25ms,

R+ X (20 Q) +(20 Q)
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X, 20

B, — — -
ORI+ X2 (200) +(20 Q)

=-0,025S=-25mS.

Reaktivni deo drugog prijemnika sastoji se samo od kondenzatora pa je njegova reaktansa:

Ekvivalentni paralelni parametri drugog prijemnika su:

G =~ 802 _0,006255 =6,25ms,

TR+ X, (80QF+(-800Q)

X -80Q
R+ X, (80Q) +(-800Q)

B, = > =0,006255 =6,25mS.
Reaktansa treceg prijemnika je:
X;=X,3-Xe3 =500Q-100 Q =-50 Q.

Ekvivalentni paralelni parametri tre¢eg prijemnika su:

G-t 02 _p015-10ms,

TR+ XE (50 QF +(-50Q)

X ~-50 Q
R+ X (50 Q) +(-50 Q)

B, = ~=0,015=10mS.

Konduktansa celog kola je:
G, =G, +G, +G3=25mS +6,25mS+10 mS =41,25mS,

dok je susceptansa:
B,=B,+B,+B;=-25mS+6,25mS+10mS =-8,75mS.

Admitansa celog kola je:

Y, = G2 +B.2 = (41,25 mSY +(-8,75mS)* = 42,17 mS,

pa je impedansa:
1 1

23,7 Q.

°TY,  4217-10°S

b) Posto je ekvivalentna susceptansa celog kola negativna, B, <0, kolo ima pretezno induktivni
karakter.

c) Na osnovu izraza po kome se menja trenutna vrednost napona mozemo odrediti:
amplitudu napona U/, = 5042 V,

efektivnu vrednost napona U = Un =50V,

NA

—  kruznu u&estanost » =10° s,

— pocetnu fazu 6 = %
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Efektivna vrednost struje napojne grane je:
I=U-Y,=50V-42,17-10°S=2,1A,

pa je amplituda:
I,=I1N2=21-2A=297A.

Da bismo odredili pocetnu fazu ove struje moramo odrediti razliku faza struje i napona kola:

-8,75mS

A5 mS arctg (-0,21) = -0,21.

Ve = arctg% = arctg

Pocetna faza struje je:
w=0+v, =%+(—o,21): 0,79-0,21=0,58.

Izraz po kome se menja trenutna vrednost struje napojne grane je:
iy (£) = 2,97 sin(10% £ + 0,58) A

d) Faktor snage kola je:
cos ¢, = cos(- v, ) = cos(-0,21) = 0,98..

e) Aktivna, reaktivna i prividna snaga kola su:
P=Ulcosp,=50V-2,1A-0,98=1029 W,
Q =UI'sing, =50 V-2,1 A-sin(-0,21) = —22,05 VAr
S=UI=50V-2,1A =105 VA.
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IV.2 RESAVANJE SLOZENIH ELEKTRICNIH KOLA
PRIMENOM KOMPLEKSNOG RACUNA _ )
IV.2.1 PREDSTAVLIANIE PROSTOPERIODICNIH VELICINA

KOMPLEKSNIM IZRAZIMA
TEORIJSKA OSNOVA

e Resavanje slozenih elektricnih mreza primenom trigonometrijskog racuna dosta je sloZeno.
Zato se uvodi reSavanje sloZzenih mreza primenom kompleksnog racuna.

e Kako se realne fizicke veli¢ine predstavljaju kompleksnim izrazima?
— Kompleksni izrazi za napon i elektricnu struju su eksponencijalni oblici kompleksnog broja:

U = Ue” U - efektivna vrednost prostoperiodi¢nog napona
) I— efektivna vrednost prostoperiodi¢ne struje
I=1Ie" @ - poletna faza napona
w - poCetna faza struje
A A
I U
Im ['[]A ¥ Im [U]A _3
0 Re[I] 0 Re [U]

— Kompleksni izraz za impedansu dobija se kao koli¢nik kompleksnih izraza za napon i struju:
Jjé
7 U ve” U

Z="= =T e’v) = Ze’ = Zcosp+ jZsinp =R+ jX .

— Kompleksni izraz za admitansu dobija se kao koli¢nik kompleksnih izraza za struju i napon:
I IeV I . ;
Yy-=-"__"¢@/v9_ye”_Ycosv+jYsinv=G+ jB.
“TUTUe” U J J

— Kompleksni izraz za prividnu snagu dobija se kao proizvod kompleksnog izraza za napon i
konjugovano kompleksnog izraza za struju:

S=UI =Ue”Ie’" = UIe’"") = Se” =S cosp+Ssinp=P+ jQ.
e Sve ove veliine se proracunavaju prema pravilima o kompleksnim brojevima.

e Iz kompleksnih izraza za impedansu, admitansu i prividnu snagu sledi:
— Realni deo kompleksnog izraza odgovara aktivnoj veli¢ini (otpornost, provodnost ili snaga).
— Imaginarni deo kompleksnog izraza odgovara reaktivnoj velicini (otpornost, provodnost ili
snaga).
— Prividne veliine se dobijaju po pravilu proracuna realnih veli¢ina (ili proracuna modula

kompleksnog broja, Sto je isto):

R> + X?
VG? + B?
— /P2+QZ
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IV.2.1.1 Za sledece struje i napone, za koje su dati izrazi po kojima se menjaju njihove trenutne
vrednosti, napisati izraze u kompleksnom obliku:

a) i,(t)=242 sin(lo“t + %j A,

b) u,(t)= 4sin(314t ‘%] v,

c) /,(¢)=sinot A.

Resenje:
a) Analizirajuéi izraz po kome se menja trenutna vrednost struje 7, (t) zakljuujemo da je:

amplituda 7, = 242 A,

efektivna vrednost 7; = Tim _ Z\/_A =2A,

2"

kruZna uéestanost w =10%s7!,

v T
pocetna faza y, = 5

Kompleksni izraz za jacinu struje je:
I, =1 e =2A.¢'¢,

Primetimo da smo za oznaku kompleksne veliCine uveli crtu ispod oznake veli¢ine. Da bismo
odredili realni i imaginarni deo kompleksnog izraza ove struje primenimo Ojlerovi formulu:

e’ =cosy + jsiny,
I, =1 e" =1I(cosy, + jsiny,)=1,cosy, + j-I,siny,.

Zamenimo brojne vrednosti u izrazu:
I,=2A¢6 =2 A-[cos%Jrjsin%J ~2A-053+70,5)= (3 + j)A.

Na slici IV.2.1.1.1 prikazana je struja 7, u kompleksnoj ravni. Veli¢ina u kompleksnoj ravni se

moze nacrtati na dva nacina. Prema prvom nacinu na realnu osu se nanosi realni deo veli¢ine, a na
imaginarnu osu imaginarni deo veli¢ine, pri ¢emu treba voditi racuna o znaku svakog dela. Strelice
realne i imaginarne ose pokazuju pozitivan deo ose. U nasem slu¢aju na realnu osu nanosimo \/5,
a na imaginarnu osu nanosimo 1, kao Sto se vidi na slici IV.2.1.1.1. Dijagonala pravougaonika
odredenog ovim dvema veli¢inama je prikaz nase veli¢ine. Duzina ove dijagonale jednaka je
efektivnoj vrednosti posmatrane kompleksne veliine, a u nasem slucaju je to 2 A. Prema drugom
nac¢inu najpre se nacrta ugao i to sa pocCetkom na pozitivnom delu realne ose, prema
matematickom smeru. Matematicki smer je smer okretanja suprotno od smera kretanja kazaljke na
satu. Ako je ugao pozitivan ugao se odreduje u suprotnom smeru od smera kretanja kazaljke na
satu, a ako je ugao negativan ugao se odreduje u smeru kazaljke na satu. U nasem slucaju ugao

. e Pv. . T
je pozitivan pa se kompleksna veliCina — struja crta pomerena za ugao 3 suprotno od smera
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kazaljke na satu, a duzina vektora je jednaka efektivnoj vrednosti. Naravno, na oba nacina se
dobija ista kompleksna predstava veli¢ine u kompleksnoj ravni.

Re

Slika Iv.2.1.1.1
b) Parametri analiziranog napona su:
- amplituda U,, =4V,
- efektivna vrednost U, = Um _4A. £ =242V,
2 2\
- kruZna udestanost o =314 s™
- pocCetna faza 6, = —%.
ImA U kompleksnom izrazu za napon primenimo Ojlerovu
formulu:

U, =U, ™ :2\/§V-e_jE :2\/§V-£cos§+jsin(—%ﬁ =

2

=2\/§V-[cos£—jsingj=
=22V (0-j)=—j242 V.

Kompleksni izraz za napon U, ima samo imaginarni deo. Na
slici Iv.2.1.1.2 prikazan je napon U, u kompleksnoj ravni.

_2,\/57 (_/1

Slika 1v.2.1.1.2

c) Parametri analizirane struje su:
- amplituda 7,, =1A,

- efektivna vrednost 7, = fom _1A =0,5v2 A,

Rl

sws

- pocetna faza w, =0.
Kompleksni izraz za jacinu struje je:

I,=1,e"" =052 A-e’°=0,5v/2 A-(cos0+jsin0)=0,5v2 A-(1+0)=0,5v2 A
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Kompleksni izraz za struju /7, ima samo realni deo. Na

Im slici 1v.2.1.1.3 prikazana je struja /, u kompleksnoj
ravni.
1
|
1 Re
Slika Iv.2.1.1.3

IV.2.1.2 Za sledece struje i napone koji su dati u kompleksnom obliku napisati izraze po kojima se
menjaju njihove trenutne vrednosti:

a) U, =(5+/5)V,
b) I, = [2- j243)A,
couU,=10V,

d) I, =—~2A,

e) U;=Jj3V.

Resenje:
a) Ako je dat napon u kompleksnom obliku:

U, = Re[g1]+j1m[g1],
onda je efektivna vrednost napona:

U, Z\/Rez[g1]+1m2[gl]r

a pocetna faza:

6, = arctg IRn;[(%l]
1

Pocetne faze napona i struje, @ i v, mogu imati vrednosti izmedu — 7 i =:

-0, w<r,

(za razliku od uglova ¢ i v, za koje vazi —%S@vﬁ%). S

obzirom da poslednji izraz ima dva reSenja, vrednost za ImA
poetnu fazu se odreduje na osnovu znakova realnog i
imaginarnog dela (odnosno kvadranta u kompleksnoj ravni
kome pripada posmatrana veli¢ina). Kada su realni i g

»

imaginarni deo pozitivni (Re[t/, ] Im[U/,]>0) posmatrana Re
IIT kvadrant | IV kvadrant

IT kvadrant I kvadrant

veli¢ina pripada prvom kvadrantu; kada su realni i imaginarni
deo negativni (Re[t/,] Im[/,]<0) posmatrana velitina

pripada trecem kvadrantu; za sludaj kada je
Re[t/,]> 0, Im[/,] < 0 posmatrana veli¢ina pripada &etvrtom Slika 1V.2.1.2.1
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kvadrantu; za slu¢aj kada je Re[t/,]< 0, Im[/,]> 0 posmatrana veli¢ina pripada tre¢em kvadrantu.
Kvadranti su oznaceni na slici IV.2.1.2.1.

U naSem slucaju realni i imaginarni deo kompleksnog napona U, su:
Re[U,]=5V i Im[U,]=5V

Nacrtajmo kompleksni napon U, u kompleksnoj ravni,

ImA
5

kao Sto je prikazano na slici I1V.2.1.2.2.

Efektivna vrednost napona je:
U, = \/Rez[g1]+1mz[gl] =B VY +(BV) =
—J2-(5V)y =5v2V,

pa je amplituda: 0

Upm =UiN2 =542 V-2 =10 V.

Pocetna faza napona je: Slika 1v.2.1.2.2

Imlv, |

0, = arctg [_ arctg— =arctgl.
]

Izraz arctg 1 ima dva reSenja: % i —37 S obzirom da su realni i imaginarni deo pozitivni,

kompleksni napon U, se nalazi u prvom kvadrantu kompleksne ravni, kao Sto se moze videti na
slici 1V.2.1.2.2. (Da bi se izbegle greske u odredivanju pocetne faze najbolje je uvek na pocetku

nacrtati veli¢inu u kompleksnoj ravni.) U prvom kvadrantu se nalazi vrednost %, pa je:

Na osnovu kompleksnog izraza ne moze se dobiti informacija o kruznoj ucestanosti. Sada mozemo
napisati izraz za trenutnu vrednost napona:

uy (t) = Uy, sin(owt +6,)=10 sin(a)t + %j V.

b) Realni i imaginarni deo kompleksne struje 7, su: Ima
Re[Z,]=2A i Im[7,]=-2V3 A. - >—>

Na slici IV.2.1.2.3 prikazana je struja 7, u kompleksnoj

ravni.

Efektivna vrednost struje je:
I, = JRe?[I,]+Im?[1,] = JAY + (2/3Af =

2 2 _ ‘
4A°+12A° =4A, '2"/§Y l’

Slika Iv.2.1.2.3

1
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pa je amplituda:
I, =IN2=4A-\2=4J2A.

Pocetna faza struje je:

Im[.[l]_ ~2/3A = arctg (—\/5)

v . . T . 27 . . .y . . . . .
ResSenja ovog izraza su: -3 [ R Realni deo je pozitivan, a imaginarni deo je negativan, pa se
kompleksna struja 7, nalazi u Cetvrtom kvadrantu kompleksne ravni, kao Sto se moze videti na

slici IV.2.1.2.2. U Cetvrtom kvadrantu se nalazi vrednost —%, pa je:

T

l//1=_§-

Izraz za trenutnu vrednost struje je:

i\(t) = I, sin(wt +y,) =42 sin(a)t - %j A.

¢) Realni i imaginarni deo kompleksnog napona U,

su: Im
Re[,]=10V i Im[U,]=0V.
Na slici 1V.2.1.2.3 prikazan je napon U, u gZ
kompleksnoj ravni. | 1)0 ;\Je
Efektivna vrednost napona je:
Slika 1v.2.1.2.3

U, = Re’[U, ]+ 1m*[U,] = (10 V) + 0 V) =
(lovy =10V,

pa je amplituda:

Uy = Uy2 =10 V.42 =102 V.

Pocetna faza napona je:

Imly, |

oV
0, = arctg [_ ] = arc tg =arctg 0.
oV

Resenja ovog izraza su: 0 i ~. S obzirom da je realni deo pozitivan, a imaginarni jednak nuli,

pocetna faza napona je:
02 = O .

Ovo se moglo videti i direktno na slici IV.2.1.2.3. Izraz za trenutnu vrednost struje je:

U, (t) = Uy, sin(oot + 6,) = 1042 sin(wt +0) V = 10V2 sinwt V.
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d) Napisimo potrebne parametre:

Re[Z,]=-2v2 A, Im[7,]=0A Im

5 = \/Re2[£2]+1m2[£2] = \/(_ 242 A)Z +(0 A)Z =

vz Af =242 A _21/5 | /36
Lo=I,N2=2J2A-J2=4A

v, = arctg {—2} ctg 0 =arctg0 Slika 1v.2.1.2.4
2

I~
N

S obzirom da je realni deo negativan, a imaginarni jednak nuli, i kao Sto se moZe videti na slici
1V.2.1.2.4, pocetna faza struje je:

Vo, =7,
pa je:
iy (t) = Ly, sin(ot +y,) = 4sin(ot + ) A.
Napomena. Jedino u ovom slu¢aju moguéa su dva reSenja: =~ i —, jer oba pripadaju oblasti

definisanosti pocetne faze, a u sustini predstavljaju istu vrednost. ReSenje arctg 0 =0 smo odmah
odbacili jer je realan deo negativan.

e) Napisimo potrebne parametre:

Re[U;]=0V, ImU,]= 73V [n?ZIU
Us = JRe2[U, ]+ Im?[U,] = O VI + (3 V) = —
BVy =3V
Uy =Us\2 =3V 42 =32V
m(; ]

0; = arctg—[_—] = arctg— = arctg o

Slika Iv.2.1.2.5

v . . Y/ T . - . . . iy .. ..
Resenja ovog izraza su 5 [ -5 S obzirom da je imaginarni deo pozitivan, a realni jednak nuli, i

kao Sto se moze videti na slici IV.2.1.2.5, poCetna faza napona je:

pa je:
us(t) = Us,, sin(ot + 65) = 32 sin[a)l‘ + %J V.
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IV.2.2 POSTUPCI ZA PRORACUN SLOZENIH ELEKTRICNIH MREZA
TEORIJSKA OSNNOVA

e Od zakona se primenjuju Omov, I i II Kirhofov zakon za kompleksne izraze prostoperiodicnih
velic¢ina.

e Od postupaka ¢emo primenjivati:
— metod konturnih struja,
— transfiguracije,
— Tevenenovu teoremu.

e Sve ove postupke smo ucili kod jednosmernih elektricnih struja, pa ¢emo ih se sada samo
podsetiti.

IV.2.2 Metode za proracun slozenih elektricnih mreza - TEORIJSKA OSNOVA
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IV.2.2.1.1 Za deo kola prostoperiodicne struje sa

_ . £ Z
slike poznato je : > m+
E=(10-/20)V, Z, =100(1+ j3)Q, 1 \_/ L
I=(-20-740)mA.

o o + Uia

Odrediti efektivhu vrednost i pocCetnu fazu napona < »
Ui
Resenje:

Za kompleksne izraze struja i napona vaze svi zakoni sa kojima smo se upoznali kod
vremenski nepromenljivih (jednosmernih) struja. Zbog toga ih ovde neéemo detaljno
ponavljati jer se pretpostavlja da su ih studenti ve¢ naucili.

Primenimo izraz za racunanje napona izmedu dve tacke krecuci se od tacke 2 ka tacki 1:
U, =2I-E=100(1+j3)Q-(-20- 740)-10° A-(10- 20)V =
=100(1 + 73)Q-(-20)1 + 72)- 103 A- (10 - j20)V =
=-100-20-10°(@1-1+ j3-1+1- j2+ j3-j2) V-(10- j20)V =
=-100-20-1072 -(1+ j3+ j2-6)V-(10- j20)V =-2-(-5+ j5)V-(10- j20)V =
= (10- 710)V-(10- j20)V = j10 V.

Ovde smo primenili pravilo o mnozZenju dva kompleksna broja (mnoZe se realni i imaginarni delovi
kompleksnih brojeva, svaki sa svakim) i 0 sabiranju dva kompleksna broja (sabiraju se realni sa
realnim i imaginarni sa imaginarnim delom), (pogledati matematicki podsetnik, strana XII).

Realni i imaginarni deo napona U, su:
Re[U,]=0V i Im[U,]=j10V
Efektivna vrednost napona je:

Uy = \/Rez[gu]“‘lmz[gu] = \/(0 VY +(ovy =

Im

=J@ov)y =10V, 1044,

pa je amplituda:

U12m=U12\/E=10V'\/E=10\/§V.

Pocetna faza napona je:

MY, |

Re|U12 |

10V Vs
0,, = arct =arctg—— = arct =—.
12 g g oV g © 5

Na slici IV.2.2.1.1.1 prikazan je napon U,, u kompleksnoj Slika 1v. 2.2.1.1.1

ravni.
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IV.2.2.1.2 Redna veza RLC elemenata, R=10 Q, L=10mH i C= 500 wF, prikljuena je na
napon U =100 V. Napisati izraz za trenutnu vrednost struje ako je f= 100 Hz.

Resenje:
Ova vrsta zadataka moze se resiti u realnom ili u kompleksnom domenu. ReSimo zadatak u
kompleksnom domenu.

Kruzna ucestanost je:
=2nf =27-100Hz =628 s™
Reaktansa ove redne veze je:
1

X=XL—XC:a)L—L=6285‘1-10-10‘3H- - e —-=6280-31802=310.
oC 628 s~ -500-10" F

Primetimo da je ova veza pretezno induktivnog karaktera posto je reaktansa pozitivna.
Kompleksni izraz za impedansu je:
Z=R+jX=10Q+/31Q=(10+731)2.

Prema Omovom zakonu struja kroz ovu rednu vezu je:

;U _ 100V 100V 10-j31 _ 100 V- (10 - 73,1) _100. 10-731 ,
= Z ([0+s310 (10+s31)Q 10-731 (10+,31f10-,31)Q2 ~ 102+31%
_100.10=731 5 _ 0,91(10- 3,1)A.

109,61

Ovde smo primenili pravilo o deljenju dva kompleksna broja: i brojilac i imenilac se mnoze
konjugovano kompleksnom vrednoS¢u imenioca. Konjugovano kompleksna vrednost nekog
kompleksnog broja ima realan deo isti kao posmatrani kompleksni broj, dok je imaginarni deo
suprotnog znaka. S obzirom da je proizvod dva konjugovano kompleksna broja realan broj (Cija je
vrednost jednaka zbiru kvadrata realnog i imaginarnog dela posmatranih konjugovano kompleksnih
brojeva) ovaj nacin reSavanja koli¢nika dva kompleksna broja se primenjuje se da bi se u imeniocu
dobio realan broj. Rezimirajmo na nasem primeru: imenilac je 10+ 73,1, pa je konjugovano

kompleksna vrednost 10 — j3,1, proizvod ova dva broja je 10% + 3,1 =109,61.

Odredimo izraz za trenutnu vrednost struje:
Re[/]=0,91-10A i Im[Z]=-0,91-31A, Im T

I =Re?[7]+Im2[1] = /(0,91 -10 AY +(~0,91-31 AY =

~0,91/(10 A)? + (3,1 A)? =0,91,109,61 A> =9,52 A,

=I1J2=952A-42=13,47 A,

v = arctg H arctg— = arctg (- 0,31). Slika 1v.2.2.1.2.1

ReSenja su - 0,31 i 2,84 (prisetimo se, kalkulator daje samo reSenje izmedu —% [ %, dakle u

ovom slucaju dace reSenje - 0,31, a drugo reSenje dobijamo tako Sto na prvo reSenje dodamo 7).
Kompleksna struja se nalazi u ¢etvrtom kvadrantu (realni deo pozitivan, imaginarni deo negativan),
pa je:
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v =-0,3.
i(¢)= I, sin(owt +y)=13,47sin(628¢ - 0,3) A.
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IV.

2.2.2 METOD KONTURNIH STRUJA

TEORIJSKA OSNOVA

Broj jednacina koje pisemo je n, — (n; —1).

Opsti sistem, na primer drugog reda je:
2y, +2,1,=E,
Zyl,+2,I,=E,

gde su Z1; — kompleksni izraz za impedansu prve konture. Uvek je pozitivan;
Z>> — kompleksni izraz za impedansu druge konture. Uvek je pozitivan;
21> = 23 — kompleksni izraz za impedansu zajednicku za prvu i drugu konturu.
Moze biti i pozitivan i negativan.
E;— kompleksni izraz za elektromotornu silu naponskih generatora u prvoj konturi
prema usaglasenom referentnom smeru;
E;r— kompleksni izraz za elektromotornu silu naponskih generatora u drugoj konturi
prema usaglasenom referentnom smeru.

Kada resimo kompleksne izraze za konturne struje, onda preko njih dobijamo kompleksne
izraze za struje grana.

Efektivne vrednosti prostoperiodicnih struja mozemo izracunati iz kompleksnih izraza za struje

grana:
I = Re*[I]+1Im?[1].

Ako u nekoj grani kola postoji strujni generator, ne smemo zaboraviti da samo jednu konturu
smemo da provucemo kroz tu granu. ElektriCna struja strujnog generatora bice jednaka toj
konturnoj struji. Broj jednacina ¢e se tako smanijiti za broj idealnih strujnih generatora u kolu,
1.
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IV. 2.2.2.1 U kolu na slici poznato je:

E,=(10+720)V, £,=j30V, Z Z
Z,=(+2)Q, Z,=2+j4)Q, — L] L1
Z,=(1+/2)Q, w=314rad/s. + +

a) Odrediti kompleksne izraze za struje u kolu El<> DZ?’ <> &
primenom metode konturnih struja.

b) Odrediti kompleksnu, aktivnu, reaktivnu i prividnu
snagu prijemnika & i generatora £. Da li se
elektromotorna sila ponasa kao generator ili kao

potrosac?

Resenje:
I, Z z I a) Prisetimo se metode konturnih struja, koja se
> — | — primenjuje i kod kompleksnih struja na potpuno isti
]3¢ nacin kao kod vremenskih nepromenljivih

H 7 "‘<> g (jednosmernih) struja.

Kolo koje analiziramo ima 7 = 2 Cvora i r; = 3 grane,
pa je broj konturnih struja:

np—-(m-1)=3-2-1)=2.

Slika 1v.2.2.2.1.1

Na slici 1v.2.2.2.1.1 prikazana je jedna mogucnost za

izbor konturnih struja i obeleZzene su nepoznate struje grana. Opsti oblik jednacina konturnih struja
za ovo kolo je drugog reda (imamo dve konturne struje) i glasi:

Lyl +Z,I =E, (1)
Lnli+Zyply=Ey (2)

Razlika u odnosu na metodu konturnih struja kod jednosmernih struja je Sto se umesto otpornosti
javljaju impedanse. Znacenje ovih impedansi je isto kao znacenje analognih otpornosti.

Zi; predstavlja zbir svih impedansi kroz koje protiCe konturna struja £ i uvek ima pozitivan
predznak:

Zy=Z1+2Z; =(1+j2)Q+(1+j2)Q:(2+j4)Q.

2, predstavlja zbir svih impedansi kroz koje protice konturna struja Z; i uvek ima pozitivan
predznak:

Zy=2Z,+Z5=02+j4)Q+([1+2)Q=(3+76)Q.

Impedanse Z; i 4; uvek su jednake (imaju iste brojeve u indeksu, razli¢itog redosleda) i
predstavljaju ukupnu impedansu grane koja je zajednicka za konturnu struju £ i konturnu struju
Z1. U ovom kolu je to grana sa impedansom . S obzirom da su konturne struje kroz ovu
zajednicku granu istog smera, predznak otpornosti Z;, i 2, je pozitivan:

Ly =~Ly =45 =(1+j2)Q-
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£ je algebarski zbir svih elektromotornih sila kroz koje proti¢e konturna struja 4. Konturna struja A
protiCe kroz generator elektromotorne sile £ i posto se smer struje £ poklapa sa referentnim
smerom elektromotorne sile £, ta elektromotorna sila ima predznak "+":

EI =§1

£ je algebarski zbir svih elektromotornih sila kroz koje protic¢e konturna struja Z::
éu = 52
Ako ove izraze uvrstimo u opsti oblik jednacina za konturne struje dobijamo jednacine konturnih
struja za analizirano kolo:
(Zy+ 23+ 251y =E, (1)
23l + (Zz +Z3 )[11 =E£, (2)
Uvrstimo brojne vrednosti u prethodne dve jednacine vodeci racuna o jedinicama krajnjeg
rezultata. Uvrstimo otpornosti u omima (dobijene struje ¢e biti u amperima):
2+ /4, + 1+ j2)I; = 10+ 720) (1)
(L+72), +(3+j6)I; = j30 2)
Kada reSavamo sistem jednacina trudimo se da pocetni sistem Sto viSe uprostimo. Zato obe
jednacine sistema podelimo sa (1+ j2). Na taj nacin dobijamo realnu determinantu sistema pa
smanjujemo broj deljenja kompleksnih brojeva.
21, +1; =10 (1)

730 1-j2 30Q2+j)_

I, +31,; = = =6(2+j

Determinanta sistema i determinante promenljivih su:

2 1
A= =2.3-1-1=5,
13
10 1
A = =10-3-6(2+)-3=30-36- j18 = 6 j18 = —6(1+ j3),
6(2+7) 3
2 10

Ay =

=2-6(2+7)-10-1=24+ j12-10=14+ j12=2(7 + j6),
1 6Q2+J

na osnovu Cega se dobijaju konturne struje:
_IZ%ZMA:LZ(lJrj?’)A' [II:%:MA:O,4(7+j6)A.

Odredimo kompleksne struje grana. Struju 4 cini samo konturna struja 7 i istog je smera kao

struja 4:
I,=1,=1201+j3)A.

Struju 4 Cini samo konturna struja Z; i istog je smera kao struja A:
I,=1,=04(7+j6)A.
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Struju 5 Cine konturne struje £ i 4; i obe su istog smera kao struja A:
I,=1,+1;=12(1+3)A+04(7+6)A=(4+j6)A.

b) S obzirom da znamo struju kroz otpornik 2 mozemo odrediti njegovu kompleksnu snagu:

* * 2
izz zgzziz =Z,1,1,=2,1,

U izrazu za shagu pojavljuje se konjugovano kompleksna vrednost struje 7 ; Kada se u izrazu

zameni napon na impedansi prema Omovom zakonu, u izrazu se javlja proizvod kompleksne
vrednosti struje kroz impedansu i njene konjugovano kompleksne vrednosti. Ovaj proizvod je, kao
Sto smo ve¢ pomenuli, realan i jednak je zbiru kvadrata realnih i imaginarnih delova struje,
odnosno kvadratu njene efektivne vrednosti. Poslednji izvedeni izraz ceSce se koristi za
izraCunavanje kompleksne snage neke impedanse. IzraCunajmo najpre efektivnu vrednost struje &
pa zatim zamenimo brojne vrednosti u izrazu:

Re[7,]=0,4-7 A, Im[Z,]=0,4-6 A

I, = Re[1, ]+ Im?[1,] =/(0,4-7 A} +(0,4-6 AV =0,4y(7 A} +(6 A =0,4,/85A% =3,69 A
S, =2, I,* =(2+ j4)0-(0,4V85 Af =2+ j4)0.0,16-85 A =
=13,6-(2+ j4)VA=27,2-(1+ j2) VA

S obzirom da je:
S, =P, +JQs, =272-(1+ j2)VA,

aktivna snaga, koja predstavlja Dzulove gubitke na ovoj impedansi, je:
P, =272W,

dok je reaktivha snaga
Qz, =544 VAr,

a prividna snaga je:

s, =P, + Q57 =27,2W?)+ (2-27,2 VA 227,212 +22 VA =27,2/5 VA = 60,82 VA
Kompleksna snaga generatora £ je, prema usaglasenim referentnim smerovima (Sto, da se
podsetimo, znaci da struja kroz generator tece od negativnog ka pozitivnom kraju):

Se, =E,I,=730V-0,4(7+6)A=(730-0,4-7+730-0,4- j6) VA =
=(-72+i84) VA =12(-6 + j7) VA = P;_+ jQ;,

Aktivna snaga ovog generatora je:
Pe, =-72W

Posto je aktivna snaga ove elektromotorne sile negativna, ona se ponasa kao potrosac¢ (dakle,
nema veze sa znakom reaktivne snage).

Reaktivna snaga ovog generatora je:
Qg, =84 VAr,

a prividna snaga je:

Se, =+Pe,2 +Qs, =72 W2 )+ (84 VAr)? =12.6% + 72 VA =12/85 VA=110,63 VA.
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IV.2.2.2.2 Za kolo prikazano na slici metodom konturnih struja odrediti kompleksne izraze za
struje u svim granama kola. Odrediti kompleksnu snagu strujnog generatora ;.

Poznato je: Z E,
I, =250(1+/1)mA, I, =100(1— j2)mA T = —F
Zgl — I =92 — ! U
E,=15V, Es=j5V,
Z, =(200- 300)Q, Z, =(100 + j200) 2, A st sz CDJQZ
Z; =(200- 7100)Q, Z, = (300 - j400)Q, E z
N 2
Z =(200 - j100) Q. o1
Resenje:

Posmatrano kolo ima 7 = 4 Cvora, ny; = 6 grana i sadrzi ng = 2 idealna strujna generatora, pa je
broj konturnih struja jednak:
—(n—-1)=6-(4-1) =3,

a broj jednacina koje reSavamo je umanjen za broj idealnih strujnih generatora, jer po pravilu kroz
svaki strujni generator prolazi tacno jedna konturna struja i njen intenzitet je odreden strujom tog
strujnog generatora. Dakle, broj jednacina koje reSavamo je:

Ng—(me—1)—rmg = 1.

Iy

Slika 1v.2.2.2.2.1

Na slici 1v.2.2.2.2.1 prikazana je jedna mogucnost za izbor konturnih struja i obelezene su
nepoznate struje grana.

Opsti sistem jednacina konturnih struja je tre¢eg reda(imamo tri konturne struje). Posto kroz svaki
idealan strujni generator prolazi tacno jedna konturna struja i njen intenzitet je odreden strujom
tog strujnog generatora, za konturnu struju koja prolazi kroz idealni strujni generator (u
ovom slucaju su to struje £ i %) ne postavlja se jednacina u opstem obliku. Dakle, sistem
jednacina konturnih struja za ovo kolo glasi:

£I = lgl (1)
Iy=1g (2)
Zyli+Zyply+Z5ly =Eqy 3)
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Zs3 predstavlja zbir svih impedansi kroz koje proti¢e konturna struja Zy i uvek ima pozitivan
predznak:

Z2y5=2,+25+2,+2Zs =(100+ 7200) Q + (200 - ;j100) Q + (300 — 7400) Q2 + (200 — 7100) Q =
= ((100 +200 + 300 + 200)+ 7(200 —100 — 400 —100)) ©2 = (800 — 400)Q2.

Z;1 predstavlja impedansu grane kroz koju proti¢u konturne struje £ i 4y i negativnog je predznaka
jer su struje £ i Ji; suprotnog smera u toj grani:

Z, =-Z5 =-(200- j100)Q.

Zs, predstavlja impedansu grane kroz koju proticu konturne struje 4; i &y i pozitivnog je predznaka
jer su struje £ i fy; istog smera u toj grani:

25, =2, =100+ ;200)Q.

£ je algebarski zbir svih elektromotornih sila kroz koje proti¢e konturna struja f:
En=E£,-E5;=15V-j5V.

Uvrstimo ove izraze u opsti oblik jednacina za konturne struje:

!I = £g1 (1)
Iy =14 (2)
-Z30,+ 2,1 +(gz +Z3+Z4+ L5 )[111 =E£,-E; (3)

Zamenom poznate konturne struje 4 i 4 u jednacinu (3) dobijamo izraz za nepoznatu konturnu
struju i
~Z3 L+ 2y o+ (2, + 23+ 24+ Z )y = E4 - Es
ja E,-Es+231,-2,1, _
- Zy+Zy+ L4+ s

_15V- 75V +100(2- j)©-0,25(1 + 7)A—100(1 + 72)Q-0,1(1 - j2) A
- (800 - j400) Q2
_15V-j5V+25(3+/)V-50V 40V + 720V 800+ j400
- (800 - j400) Q2 ~ (800 -,/400) 2 800 + 400
_ 20-400-(2+j)(2+j): 3+ j4
8007 +400° 100

=(0,03+0,04) A = (30 + j40) mA.

Struje u granama kola su:
I,=1,=0251+j)A
I,=I,=0,11-;2)A
I,=1,-1,=0251+)A-(0,03-,0,04)A=(0,22+70,21)A.
I,=1,=(003+,0,04)A
I, =1I,=(003+;0,04)A.
Io=1I,+1;;=0,101-72)A+(0,03+,0,04)A=(0,13-,0,16)A.
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Snaga strujnog generatora jednaka je proizvodu napona na strujnom generatoru i konjugovano
kompleksne vrednosti struje strujnog generatora, prema usaglasenim referentnim smerovima.
Kompleksna snaga strujnog generatora Z; je:

§1 = Q53 £g1 .

Odredi¢emo napon Uks:
Ugy=2315+2,14 =100Q2-j)Q-(0,22+ j0,21) A+100(2 - 53) Q20,251 + j) A= (135- j20)V,

pa je kompleksna snhaga:

*

S, =UsI, =(135-720)V-0,25(1 + j) A =(38,75+ 728,75) VA

=1y gl —

Vidimo da je aktivna snaga strujnog izvora pozitivna:
Pe, =38,75W

pa se on ponasa kao generator.

IV. 2.2.2.3 Za kolo prikazano na slici odrediti struje

svih grana.
£91=1A, £92=j2A, Zl CD[gl 4
Z,=10Q, Z,=(5+/5)Q, ;
Z,=50Q,2,=15Q,. 4 &
L3720 2am — &
4
1
| I |

Resenje:
Ovo kolo najlakse je resiti metodom konturnih struja. Kolo ima 7 = 4 ¢vora, ny; = 6 grana i sadrzi
ng = 2 idealna strujna generatora, pa je broj konturnih struja jednak:

—(n—-1)=6-(4-1) =3,
a broj jednacina koje reSavamo je:
ng—(m—1)—mg = 1.

Na slici I1vV.2.2.2.3.1 prikazana je jedina mogucnost za usvajanje konturnih struja. Na ovoj slici
obelezene su i nepoznate struje grana. Konturne struje £ i 4 odredene su strujama strujnih
generatora I; i Zp+ pa sistem jednacina glasi:

ll = igl (1)
In=1g, (2)
Lyl +ZypIy+Zy3ly =Eqy 3)
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Pojedini parametri su:

Zy=2,=100, 2 1
Zy=-2;=-5Q, 14
4 D1 z
£33=£1+£3£4=3OQ 1 gl
S obzirom da kolo ne sadrzi naponske generatore, I Z I
ia > /AN
parametar je: &
En=0V.
e

Slika 1v.2.2.2.3.1

Uvrstimo ove izraze u opsti oblik jednacina za konturne struje:

lI = lgl (1)
Iy = lgz (2)
£1£I_£3£II+(Z1+£3 +Z4)£III =0 (3)

Zamenom poznate konturne struje 4 i 4; u jednacinu (3) dobijamo izraz za nepoznatu konturnu
struju i
I - ~Zily 25l -10Q-1A+5Q-j2A -10+ ;10
Mz +z2,+2, 100Q+5Q+15Q 30

V=%(—1+j)v

Struje u granama kola su:
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IV.2.2.3.1 TRANSFIGURACIJE KOLA
IV.2.2.3.1 TRANSFIGURACIJE IMPEDANSI
TEORIJSKA OSNOVA

e Kod transfiguracija impedansi vaze ista pravila kao i kod jednosmernih elektricnih struja ukoliko
aktivne otpornosti u formulama zamenimo kompleksnim izrazima za impedanse.

REDNA VEZA
Z . =
A Z 2, B Zp=2,+2,
o— — |—o
PARALELNA VEZA
Z
1 1 1 2,2,
A B =5+ = Zp=- 5
f— —e Zpe 2, 2, Z,+2,
)
—
4 1 1 1 1
— = + + =
A 4 B LAB £1 Lz L3
——{ 1=
Z Z,Z2,2,

Z =
e Z2,2,+2,Z;+2,2,

£A3=£1+£
Z,+2,

TRANSFIGURACIJA "TROUGAO U ZVEZDU"

22,5
2+ 23+ 25

£3=
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TRANSFIGURACIJA "ZVEZDA U TROUGAQO"
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ZADACT

IV.2.2.3.1.1 Dva prijemnika koja se sastoje od redne veze elemenata, R, =80 Q, Li=1mH i
G=250nF, i R=60Q, L,=12mH i G =50nF, vezana su redno i prikljuéena u kolo
naizmenicne struje kruZzne udestanosti w = 10°s™. Ako je efektivna vrednost struje 7= 1A, a
pocetna faza v = 0 odrediti:

a) kompleksni izraz za napon na rednoj vezi dva prijemnika,
b) kompleksne izraze za napone na pojedinim prijemnicima,

c) aktivnu, reaktivnu i prividnu snagu svakog prijemnika i redne veze.

Resenje:

Ova vrsta zadataka moze se reSiti u realnom ili u kompleksnom domenu. Konkretan zadatak u
odredenom obliku ve¢ smo resili u realnom domenu (zadatak IV.1.9.1). ReSimo ga sada u
kompleksnom domenu. NapiSimo najpre kompleksni izraz za struju:

I=Te” =1A-e’=1A-(cosO+ jsin0)=1A-(1+ jO)=1A.

I 4 4 I
i R W ?—é——
LU U

g U . g U .

Slika 1v.2.2.3.1.1.1

a) Reaktanse prijemnika smo odredili u zadatku IV.1.9.1:
1 1

X = ol ———=10°s1.1.10° H- —— +—=100Q-40Q=600Q.
oC, 10°s1.250-10° F

Xy=ol, ———=10°s1.1,2.10° H- —— 1 ;—=1200-2000=-80 Q.
wC, 105 s1.50.10° F

pa su kompleksni izrazi za impedanse:
Z, =R, +jX, =80Q+ j60 Q= (80+760)Q,
Z,=R, +jX, =60 Q+ j(-80 Q)=(60- 780)Q.
Posto su ova dva prijemnika vezana redno ekvivalentna kompleksna impedansa je:
Z2.=2,+2,=(80+760)Q+(60- 780)Q = (80 +60 + /(60 — 80)) Q2 = (140 — j20) Q2.

Primenom Omovog zakona prema usaglasenim referentnim smerovima dobijamo napon na ovoj
rednoj vezi:

U

Z I =(Z,+2Z,)I =(140- j20) Q-1 A = (140 - j20) V.

Mozemo odrediti efektivhu vrednost napona da bismo je uporedili sa vrednoséu dobijenom u
zadatku 1v.1.9.1:

U = JRe2[U]+ Im*[U] = 140 V) + (-20 V) =141,4 V.
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Naravno, dobijena je ista vrednost.

b) Prema Omovom zakonu kompleksni napon na impedansi 2 je:

Uy=2i0=252 =25 v,
Z,+2Z, Z,+Z4,

Ovo je razdelnik napona sa kojim smo se sreli kod vremenski nepromenljivih (jednosmernih)
struja. Prema razdelniku napona napon na drugom prijemniku je:

Q2=Z2£=Zzzg = éz Y.
Z,+2Z, Z,+Z2,

Medutim, zbog komplikovanije operacije deljenja kod kompleksnih brojeva, zamenimo brojne
vrednosti u izrazima na pocetku:

U, =2Z,I=(80+760)Q-1A=(80+ 760)V.
U,=2,1=(60-;80)Q-1A=(60-780)V.

c) Kompleksne snage pojedinih prijemnika, kao i ekvivalentne impedanse su:

S, =Ul =Z,-1? =(80+ j60) Q- (L A)* = (80 + j60) VA,

S, =U,I =2,-I* =(60- j80) Q- (L A)® = (60 - j80) VA,

S, =U;I =Z,-I*=(140- j20) Q- (L A} = (140 - j20) VA.

Na osnovu kompleksnih izraza za snagu odredujemo aktivne, reaktivne i prividne snage:

P =80W, Q =60 VAr, S, =A%+ =+(80 W) +(60 W)* =100 VA

P, =60 W, Q, =80 VAr, S, =A% + Q% =+/(60 W) +(~80 W) =100 VA

P, =140 W, Q, =20 VAr, S, = P2 + Q.2 = /(140 W) + (- 20 W) =141,4 VA

Vidimo da su dobijeni rezultati, naravno, isti kao u zadatku IV.1.9.1.

1V.2.2.3.1.2 Impedanse Z, =(2+,2)Q, Z, =(5-/10)Q i Z; = (8- j12)Q vezane su redno

na napon u(t) = 625+2 sin(wt + %) V.. Napisati izraz za trenutnu vrednost struje /(¢).

Resenje:
I ovaj zadatak se moze reSiti u realnom i kompleksnom rezimu. Uradimo ga na oba nacina.
Efektivna vrednost napona je:

y_Un_625N2V_cocy
2 2
a pocetna faza je:
0==.
3

1v.2.2.3.1 Transfiguracije impedansi - ZADACI
157




Kompleksni domen
Napisimo kompleksni izraz za napon:

U=Ue” -625V.e"3 =625 V-(cos%+ jsin%) = 625(0,5+ j0,543)V = 312,50 + j3)V.
Ekvivalentna impedansa je:
Z.=21+2Z,+2Z5=(15-,20)Q,
pa je na osnovu Omovog zakona struja kroz ovu rednu vezu:
U 31250+ jV3)V (154 20) 3125
Z. (15-j200Q@ (15+720) 1524202
= 0,5(-19,64 + j45,98)A.

I=

(15 + 71543 + j20 - 20J3)A =

Efektivha vrednost struje je:

I =JRe?[I]+Im?[I] = (- 0,5-19,64 A} +(0,5-45,98 A} =

= 0,5/(~19,64 A} + (45,98 A} =25 A

Pocetna faza struje je:

Im[7] 0,5-45,98 A Im,
=arctg——= =arctg——'"——=arctg (- 2,34)=-1,17.

Y Relr] TP 05 19644 0 -234) In—6
ReSenja arctg(-2,34) su -1,17, koje daje kalkulator, i 1,97, koje |
smo dobili kada smo na prvo reSenje dodali z. Na slici
1vV.2.2.3.1.2.1 prikazana je struja 7 u kompleksnoj ravni.

Zakljucujemo da je trazena pocetna faza struje: 11 1
v =197. !

Slika 1v.2.2.3.1.2.1

Realni domen
Na osnovu kompleksnih izraza za impedanse napiSimo rezistanse i reaktanse pojedinih
prijemnika:
R =2Q,X,=2Q,

R3:8Q, X3:_1ZQ.
Rezistansa redne veze prijemnika jednaka je zbiru rezistansi pojedinih prijemnika:

Isto vazi i za reaktansu:

Z.=R2+XS>=250Q,

dok je razlika faza napona i struje:

Impedansa redne veze je:

9. = arctg % = arctg(-1,33) = -0,93.

e
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Amplitudu struje dobijamo kao koli¢nik amplitude napona i impedanse:

mZUm=625ﬁV:25ﬁA,
Z, 250

Pocetna faza struje je:
w=0-g, =§—(—0,93)=1,97.

Na oba nacina dobili smo istu amplitudu i pocetnu fazu struje. Izraz za trenutnu vrednost struje je:

i(t) = I, sin(wt +y) = 252 sin(wt +1,97)A.

1IV.2.2.3.1.3 Dva prijemnika, kompleksnih impedansi Z, = (9- j12)Q i Z, = (3- j4)Q, vezana
su redno i prikljutena su na prostoperiodi¢ni napon. Ako je reaktivna snaga drugog prijemnika

-100 VAr, odrediti:
a) efektivnu vrednost napona na krajevima redne veze,

b) aktivnu, reaktivnu i prividnu snagu celog kola.

Resenje:
a) Izraz za reaktivnu snagu drugog prijemnika je:

QZ = [ZXZ r
odakle se dobija efektivna vrednost struje:

;o [@ _ [Fl00VA oo o
X, —40

Ekvivalentna kompleksna impedansa redne veze je:
Le=2Z1+Z;,= (12—j16)Q,
gde su ekvivalentna rezistansa i reaktansa:
R, =120, X, =-16Q,

Z. =R+ XS =200.
Efektivna vrednost napona je otuda:

U=1-Z2,=5A-200=100V.

pa je:

b) TraZene snage su:
P.=I’R,=(5A) -12Q =300 W,

Q. =I*X,=(5A)-(-16 £2)=-400 VAr,
S,=Ur=1*2,=(5A)-20 Q=500 VA.
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1V.2.2.3.1.4 Dva prijemnika, kompleksnih impedansi Z, =(6 - j8)Q i Z, = (6 + j8) Q, vezana
su paralelno i priklju¢ena su na napon U = (100 + 7100) V. Odrediti:

a) kompleksnu ekvivalentnu admitansu kola,
b) kompleksni izraz za struju napojne grane,

c) kompleksne izraze za struje svakog od prijemnika.

Resenje:

I
_>
b4 [T.
+ U N y

Slika 1v.2.2.3.1.4.1
a) Za ekvivalentnu impedansu paralelne veze vazi:

LZLJFL:;H: Z,Z, (8—j6)Q-(8+j6)Q 82 + 62

= . _ = : — 0 =6,25Q,
Z, Z Z, Z,+Z, (8-j6)Q+(8+,6)Q (8-,/6+8-6)

pa je admitansa veze:

1 ~016S.
Z. 6250

b) Kompleksni izraz za struju napojne grane je prema Omovom zakonu:

;:ZQ =U-Y,.=(100 + 7100)V-0,16 S = (16 + j16) A.

c) Kompleksni izrazi za struje pojedinih prijemnika mogu se odrediti primenom strujnog
razdelnika:

Z:Z,
v 2zZ.I Z,+2Z," Z,
=4 -2, - I
Z, Z, Z, Z,+2,
2,2,
[_L_£e£_51+Z2__ Z,
_z_gz_ Z, - Z, _Z1+Zz_.

Kako je zbir kompleksnih izraza posmatranih impedansi realan broj, da bismo izbegli deljenje sa
kompleksnim brojevima najlakSe je zameniti brojne vrednosti u izvedene izraze za struje kroz
posmatrane prijemnike:

I, - Z, ,_ '(8+j6)Q' (16+]16>A:(8+j6)(16+j16)A=
Z2,+2,~ (8-j6)Q+(8+j6)Q 16
_ 32(4+]1'3é)(1+j1)A: 32(4+jf6+j4—3)AZZ.(1+J.7)A,
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Z,

8-j6)Q 16+ j16)A = (8—j6)(16+j16)A=

I, =——= I=
=z, +2Z,7 (8-76)Q+(8+,6)Q 16
_32(4- 31+ 1) ) _ 32(4—]3+]4+3)A=2.(7+J.)A'
16 16

IV.2.2.3.1.5 Tri prijemnika kompleksnih admitansi
Y, =(0-s5)mS, ¥, =(3-/3)mS i Y,=(7-;12)ms, 7
vezana su paralelno, kao Sto je prikazano na slici. —>
Kompleksna struja prvog prijemnika je T+ v/, v/, v/;

I, = (100 + j100) mA. Odrediti:

a) kompleksne izraze za napon na krajevima prijemnika, kao
i struje kroz prijemnike,

b) kompleksnu, aktivnu i reaktivhu snagu u kolu.

Resenje:
a) Ekvivalentna kompleksna admitansa paralelne veze prijemnika jednaka je zbiru admitansi
pojedinih prijemnika:
Yo=Y, +Y,+Y; =(20—j20)mS,
Naponi na svim prijemnicima, koji su paralelno vezani, isti su pa je:

I, (100 + j100) mA 10+ 5 _ 100(10+ 710 + j5-5)
= v, (10-/5mS 10+/5 102 + 52

V=(4+j12)V,

(poSto smo zamenili struju u miliamperima i admitansu u milisimensima, rezultat napona je u

voltima),
=U-Y,.=(100+ 7100)V-(20- 720)mS = 4000 mA =4 A,

,=U-Y,=(100+ 7100)V-(3- j3)mS=600mA =0,6 A,
I,=U-Y;=(100+ 7100)V-(7 - j12)mS = (1900 - 7500)mA =(1,9- j0,5)A.

L
L

b) Kompleksna snaga ove paralelne veze je:
S.=U-I =Z_,-I*=(4+j12)V-4 A=(16+ j48) VA,
Napomena: Na ovom mestu treba naglasiti da se izrazu za kompleksnu snagu
S.=U-I'=2.-1.I'=2..I°
ne moze napisati analogan izraz koji zavisi od admitanse, zbog konjugovano kompleksne vrednosti
struje.

Na osnovu kompleksnog izraza za snagu mozemo odrediti aktivnu i reaktivnu snagu:
P,=16 W i @, =48 VAr.
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IV.2.2.3.2 TRANSFIGURACIJE GENERATORA
TEORIJSKA OSNOVA

e Kao i u elektricnim kolima jednosmernih struje i ovde ¢emo transfigurisati samo realne
generatore:

TRANSFIGURACIJA NAPONSKOG U STRUINI GENERATOR

EN R ; _E
+ + + 0 Z_g
Ue 2, S LD Z|| U 2
4 ZIQ = zg
B B
TRANSFIGURACIJA STRUINOG U NAPONSKI GENERATOR
A L AL
+ i + + E €=£gllg
I'i": E ."i":
IQCD zfg Uns Zp = Ui Zp
,_!__. 4 I-r lg — llg
B B |

Sve transfiguracije se obavljaju tako da se napon i struja u ostatku kola koji se ne transfigurise
ne promene.

1v.2.2.3.2 Transfiguracije generatora - TEORIJSKA OSNOVA
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ZADACT

IV.2.2.3.2.1 Za kolo prostoperiodicne struje prikazano
na slici odrediti struju 4. Poznato je:

I,=J8A, v/,
E,=Jj50V, £;=100V, Z
Z2,=(6-j5Q, Z,=j10Q,

Z,=(6-/5)0, Z,=5-j5)Q, E,
Z,=100Q. +
Resenje:

Resimo kolo primenom transfiguracija generatora. Smatramo da su studenti savladali pravila za
transfiguracije generatora kod vremenski nepromenljivih (jednosmernih) struja, kao i kompleksni
racun, pa netemo davati mnogo komentara. Uocimo karakteristicne veze generatora, vodeci
racuna da grana sa strujom / ostane netransfigurisana.

- generator £ sa redno vezanom impedansom
— Z transfigurisatemo u ekvivalentni strujni

| I
v/ generator [, Cija je unutrasnja impedansa Z, a
4 , referentni smer je isti kao referentni smer
|:|ZZ GD I g GD I g HZE» transfigurisanog generatora £;:
E . E; 100 V 100V 1+j1
1 lg == = . = . : — =
+ Z; (5-j5)Q 5(1-j1)Q 1+j1
Slika 1v.2.2.3.2.1 _20— 1t A_j0(+j1)A,

(L-j1)L+j1)
Z'=2Z;=(5-/5)0

Z
s 2 - dva paralelno vezana strujna generatora, L i /g, istih
1
Z referentnih smerova transfiguriSemo u jedan; cija je
1 struja:
2 I HZ . . .
H 2 ) 3 Iy=I,+I;=/8A+10(1+j1)A=(10+]18)A
+E1 a unutrasnja impedansa 4.
Z"'"=2Z,=05-7J5)Q
Slika 1V.2.2.3.2.2 2" =2;=6-75)
Z
v, - strujni generator I sa paralelno vezanom impedansom Z;
Z Z transfigurisaéemo u naponski, ija je unutrasnja impedansa Z:
1 3
sz Ev=Iy 2" =I;-Z,=(10+ /18)A-(5- j5)Q =
E £ = (50 - j50 + j90 + 90)V = (140 + j40)V = 20(7 + j2)V,
1
+
! z"=2;=(5-/5)Q.

Slika 1v.2.2.3.2.3

1v.2.2.3.2 Transfiguracije generatora - ZADACT
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vl - impedanse & i Z vezane su redno:

Z Zs Zy=25+2,=(5-75Q+(5-,5)Q=(10-,10)Q
Z

El EIII

+ +

Slika 1v.2.2.3.2.4

v - generator £’ sa redno vezanom impedansom 24
' transfigurisaéemo u ekvivalentni strujni generator 7., &ija je
Z =g
1

1

E”’ E’” 20(; - j2) V

]1|/:_ _
)5 R PR (ST

=(5-/9)A,

2" =2, =1001-j)Q.

Slika 1v.2.2.3.2.5

- impedanse 4 i &4 vezane su paralelno:

v, 11,1
4 Lyg £y Zs
2,2 10 Q-10(1 — 7 ;
O HZB“ Zyo - Fadys W00 10(L- /)@ _100+/100 ) _
Z,+25 Jj10Q+10(1-j)Q 10
i - (10 + j10 )Q .

Slika 1v.2.2.3.2.6

- strujni generator 7 ;V sa paralelno vezanom impedansom 234
transfigurisaéemo u naponski, ¢ija je unutrasnja impedansa 2sz4:
E'=1y-Z" =1 Zy=05+79)A-(10+j10)Q=
=(50+ 750 + 790 —90)V = (- 40 + j140)V = 20(-2 + j7)V,
2" =Z,, =10+ j10)Q.

v/,
4 Ly
£ E
+ +

Slika 1v.2.2.3.2.7

1v.2.2.3.2 Transfiguracije generatora - ZADACT
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Sada smo dobili prosto kolo pa ¢emo primeniti Omov zakon za prosto kolo:

_E,-E"  j50V-20(-2+j7)V _(40—j90)V‘3—j_210-j310A_
T Z+Zy (B-j5)Q+(0+/10)Q  5@3+j)Q 3+ 5@+12)

=MA=(4,2+j6,2)A.

1v.2.2.3.2 Transfiguracije generatora - ZADACT
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IV.2.2.4 TEVENENOVA TEOREMA
TEORIJSKA OSNOVA

e Ova teorema je teorijski potpuno identi¢na kao u kolima jednosmernih elektri¢nih struja, samo
umesto aktivnih otpora imamo impedanse.

A
+
Er gAB I =£T
oK
Z lAB | =£T
T oK
B
+ VI,
E ; . E
|::|4 - ZT +£p
Z;

IV.2.2.4 Tevenenova teorema - 7TEORIJSKA OSNOVA
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ZADACT

1V.2.2.4.1 Za kolo prostoperiodi¢ne struje, prikazano na I J
slici, primenom Tevenenove teoreme odrediti struju 4. g 1
Poznato je:

I,=01(1+/)A, Z
§1zj2V/ 54 =JV,
Z2,=j5Q, Z,=10Q, £

Z,=@-j7)0, 2, =3+ j4)Q.

Resenje:

Prema Tevenenovoj teoremi, koja vazi i u prostoperiodicnim mrezama, deo elektricnog kola izmedu
bilo koje dve tatke moze se zameniti ekvivalentnim realnim naponskim generatorom a da se u
ostatku kola nista ne promeni (sve struje i naponi ostaju isti). PoSto u analiziranom kolu treba
odrediti struju u grani sa generatorom £, ostatak kola izmedu tacaka 2 i 3 ekvivalentiraéemo
Tevenenovim generatorom. Elektromotornu silu Tevenenovog generatora odredujemo kao napon
izmedu tacaka izmedu kojih ekvivalentiramo kolo (u ovom slucaju su to tacke 2 i 3) kada iz kola
uklonimo sve ono Sto ne pripada Tevenenovom generatoru (u ovom slucaju to je grana sa
generatorom £). Na slici 1vV.2.2.4.1.1b prikazano je ekvivalentno kolo sa Tevenenovim
generatorom.

I 2 <—[1
+
Z & Z
&
+ +
E E
3
b)

Slika 1vV.2.2.4.1.1
Prema ovoj slici, posto je referentni smer Tevenenovog generatora od tacke 3 ka tacki 2,
elektromotorna sila Tevenenovog generatora jednaka je:

ET = Q23 |
OK

Na slici 1vV.2.2.4.1.2 prikazano je ekvivalentno kolo za odredivanje elektromotorne sile
Tevenenovog generatora £, iz koga je uklonjena grana sa generatorom £. ReSimo ovo kolo
primenom metode konturnih struja, kao Sto je prikazano na slici 1V.2.2.4.1.3. Kolo ima 7 =2
¢vora, ;=3 grane i sadrzi ng =1 idealni strujni generator, pa je broj nezavisnih kontura,
odnosno broj konturnih struja:

Ng—(m—1) =2,
a broj jednacina koje postavljamo je:

Nng—(Ne—1)—ng = 1.

IV.2.2.4 Tevenenova teorema - ZADACI
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3
b)

Slika 1v.2.2.4.1.2

Konturne struje prikazane su na slici 1V.2.2.4.1.3. Podsetimo se da tac¢no jedna konturna struja
mora prolaziti kroz idealni strujni generator. Jednacine konturnih struja glase:

I =1, (1)
~Zs L +(Z4+Zs) [y =E, (2)
_[g Primetimo da ne moramo reSavati ceo sistem jednacina jer

je napon U,; | odreden strujom strujnog generatora:
OK

2 Ex=Up | =-Z,1,=-100-01(1+ j)A=
2
——(1+/)V.
E‘l/\+ Impedansa Tevenenovog generatora jednaka je
/ 3 ekvivalentnoj impedansi izmedu tacaka 2 i 3 kada se

Kolo za odredivanje £

iskljuce svi generatori, i to: naponski se kratko spajaju, a
Slika 1V.2.2.4.1.3

umesto strujnih ostaje otvorena veza. Na slici 1V.2.2.4.1.4
prikazano je ekvivalentno kolo za odredivanje impedanse
Tevenenovog generatora Z. Impedanse Z i Z nisu
ukljucene u kolo jer imaju po jedan kraj slobodan. Tacnije,
Z4 Z5 Z ﬁ kada bismo u kolu sa slike 1V.2.2.4.1.4 vezali generator

izmedu tacaka 2 i 3 kroz impedanse Z i £ ne bi tekla

Z struja. Dakle, za analizirano kolo impedansa Tevenenovog
T generatora je:

Kolo za odredivanje Z Z:=2,=10Q.

Slikalv.2.2.4.1.4

Primenjujuc¢i Omov zakon za prosto kolo na kolo sa slike IV.2.2.4.1.1 dobijamo trazenu struju:

g _Ei-Er _2V-(1-J)V _(@+j3)V 2-j _5+5
U Zz,+2Z,  j50+10Q  52+j7)Q 2-5 25

A=(0,2+70,2)A.
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IV.2.2.4.1 PRILAGODENJE PRIJEMNIKA PO AKTIVNOJ SNAZI
TEORIJSKA OSNOVA

e Uslov prilagodenja po snazi je da je

ZP = Zg
e Tada se na prijemniku razvija maksimalna aktivha snaga:
EZ

Pmax =IZRP =2p °
4R,

e Opet koristimo Tevenenovu teoremu za lakSe proraCunavanje otpornosti prijemnika kada
Zelimo da se na njemu razvija maksimalna aktivna snaga:

Z, =£:

1V.2.2.4.1 Prilagodenje prijemnika po aktivnoj snazi - 7EORIJSKA OSNOVA
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ZADACT

1V.2.2.4.1.1.1 Za kolo prostoperiodi¢ne struje sa
slike poznato je:

E, =100+ j100)V, £, =(40- j30)V, I, =5A
Z,=200, Z;=j6Q,
Z;=(200- j100)Q, Z, = j10 Q.

a) Odrediti kompleksni izraz za impedansu £ tako da
se na njoj razvija maksimalna aktivna snaga i odrediti
tu snagu.

b) Odrediti kompleksni izraz za struju 4 za tako
odredeno 4.

c) Ako je ucestanost u kolu F= 50 Hz napisati izraz po

N

kome se menja trenutna vrednosti struje A4.

Resenje:
Na prijemniku, koji je vezan na realni generator, razvija se maksimalna aktivna snaga kada je
impedansa prijemnika jednaka konjugovano kompleksnoj vrednosti impedanse generatora. Ovo je
potreban i dovoljan uslov za prilagodenje prijemnika po aktivnoj snazi. Da bismo primenili
uslov prilagodenja po aktivnoj snazi kada je prijemnik vezan u sloZzeno kolo, najpre treba kolo

izmedu tacaka

izmedu kojih je vezan posmatrani prijemnik, ekvivalentirati Tevenenovim

generatorom i tada uslov prilagodenja po maksimalnoj aktivnoj snazi glasi:

(Ds H“z ;
b4 (D&
IE Za

Kolo za odredivanje £
Slika 1vV.2.2.4.1.1.2

szzfr-

U naSem slucaju zahtevano je da se na
impedasni £ razvija maksimalna aktivha snaga
pa ¢emo ekvivalentirati kolo izmedu tacaka A i B,
kao Sto je prikazano na slici 1V.2.2.4.1.1.1. Na
slici 1V.2.2.4.1.1.2 prikazano je ekvivalentno kolo
za odredivanje elektromotorne sile Tevenenovog
generatora £. Na slici IV.2.2.4.1.1.3 prikazano je
ekvivalentno kolo za odredivanje impedanse
Tevenenovog generatora Z. Odredimo najpre
ovu impedansu.

4, A L A
| IS l L T
(D& | ﬁ
+
z z Zr Z z
B B

Kolo za odredivanje Z
Slika 1vV.2.2.4.1.1.3
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Sa slike 1V.2.2.4.1.1.3 vidimo da impedansa Z nije uklju¢ena u kolo jer ima jedan kraj slobodan.
Kako su obe impedanse, Z i Z, vezane izmedu tacaka A i B, ekvivalentna impedansa je jednaka
paralelnoj vezi ove dve impedanse:
1 1 1 1
_ = — = — 4 —
Zr Ziu £y Z,4
Z 2z, - Z\Z4 _ ZOQ-]'IOQ _ ]20' o. 2-;1 _ 20(1+]2)Q=4(1+J.2)Q
Z,+Z, 200+ 10Q 2+ 2-j
Dakle, uslov prilagodenja po aktivnoj snazi je:

Z,=27=4(-j2)0

=

Da bismo odredili maksimalnu aktivnu snagu moramo da odredimo elektromotornu silu
Tevenenovog generatora. Primenimo metodu konturnih struja na kolo sa slike 1V.2.2.4.1.1.2. Kolo
ima 7 = 2 Cvora, n, = 3 grane i sadrzi ng = 1 idealni strujni generator. ReSimo kolo primenom
metode konturnih struja. Broj nezavisnih kontura, odnosno broj konturnih struja, je:

Mg — (/7(; - 1) =2,
a broj jednacina koje postavljamo je:
Nng—(Ne—1)—ng = 1.

Podsetimo se da tacno jedna konturna struja mora prolaziti kroz idealni strujni generator.
Jednacine konturnih struja glase:

I, =1, (1)
2L +(Zy 4+ Z) [y =E4 - E, (2)
Zamenom poznate konturne struje u jednacinu 2 dobijamo izraz za nepoznatu konturnu struju:

Z g+ (2 + 2 =E,-E, =

E,~E-Z,1I; (40-730)V-(100+ 7100)V-j10Q-5A —60- 7180 A

I, == = =
Iy Z.+ 2, 200+ 10 O 20+ /10
=_6.M.2__f_1 =61+ j)A
2+j1 2-j1

Kroz granu sa elektromotornom silom £ i impedansom Z; teCe samo konturna struja Z; koja je
istog smera kao i struja 4, pa je:

I,=1Iy :_6(1+j)A'

Elektromotorna sila Tevenenovog generatora je:
Ey=Uyp | =-Z,1; -E, =-20Q-(-6(1+ j)A)- (100 + 7100)V = (20 + 720) V.
OK

1V.2.2.4.1 Prilagodenje prijemnika po aktivnoj snazi - ZADACI
171



Kompleksna snaga impedanse 4 je: A

. I
Sz, zgzzlz=Zz‘[22=R2[22+]X2—’—22: + ¢ 2
E
gde je [22 kvadrat efektivne vrednosti struje kroz impedansu 4. H Z,
Odatle je aktivha snaga: Z;
Ps, = R, I’
Na osnovu slike IV. 2.2.4.1.1.4 primenom Omovog zakona za prosto B
kolo odredimo struju A4 za slucaj prilagodenja po aktivnoj snazi: Slika 1V.2.2.4.1.1.4
Eq E; E; Eq

[, =—= = — = - — ==,
= Zy+ 2, Z,+2, R+JX3+R,—JX; 2R,

S obzirom da je imenilac ovog izraza realan broj, efektivna vrednost struje bice jednaka koli¢niku
efektivne vrednosti elektromotorne sile generatora i dvostruke vrednsoti rezistanse prijemnika 2:
— ET
2 = ﬁ

Zamenimo ovaj izraz u izraz za aktivnu snagu:

2 2
E E
P =R[2=R-[—Tj =L,
Z, 242 2 2R,

Odredimo efektivhu vrednost elektromotorne sile Tevenenovog generatora i zamenimo brojne
vrednosti u izrazu:

Er = JRe2[E; ]+ Im?[E;] =20 V) + (20 VF =2042 V,
£ (02 vf

P, ==T - —50 W.
2 4R, 4.40
Vrednost aktivne snage mogli smo dobiti i direktno racunajuéi struju Ab:
I, - Er  _ (20 + ]2o)v' _(20+720)v _ 25+ 72,5)A
Z,+Z; (4-j8)Q+(4+j8)Q 8Q

I, = R[]+ Im?[1,] =25 A} + (25 A =2,542 A,

#, = R’ =4Q‘(2,5\/§A)Z =50 W.
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TEST

IV.1. Veli¢ina prikazana na slici je: Inly
a) amplituda
b) petiod / .
c) poletna faza \/ \/
A N

/'A

IV.2. Veli¢ina prikazana na slici je: /\
a) amplituda

b) period
c) pocetna faza

<
<

IV.3. Veli¢ina prikazana na slici je:
a) amplituda

b) period
c) pocetna faza

<
-

IV.4. Pocetna faza napona prikazanog na slici je: tu
a) z
3
b) _1 -%% | | | .
3 0frgy 27 3r Wt
) 2z
3
2
d) -2%
) 3
) ift)
IV.5. Za struje prikazane na slici vazi: \» \
a) struja 4 prednjadi struji 4 za z Bz % | | L
2 o 7 27 3t @t
b) struja 4 kasni za strujom 4 za % / \// \/

IV Vremenski promenljive prostoperiodicne elektri¢ne struje - 7EST
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IV.6. Na slici su prikazane promene trenutnih
vrednosti struje i napona jednog
prijemnika. Pijemnik je:

a) Cisto otpornog karaktera

b) pretezno kapacitivnog karaktera
c) pretezno induktivnog karaktera

IV.7. Prostoperiodicne elektricne struje su:
a) vremenski promenljive struje
b) vremenski konstantne struje

Iv.8. Amplituda je:
a) minimalna vrednost prostoperiodi¢ne struje
b) maksimalna vrednost prostoperiodine struje
c) efektivna vrednost prostoperiodicne struje

IV.9. Pocetna faza struje je:
a) fazna razlika pocetnih faza napona i struje

b) ugao za koji u pocetnom trenutku struja prednjaci ili zaostaje u odnosu na

referentni
c) jedna od tri faze trofazne naizmenicne struje

IV.10. Pocetna faza struje obeleZzava se sa:
a) ¢
b) v
c) 6

IV.11. Pocetna faza napona obelezava se sa:
a) ¢
b) v
c) 0

IV.12. Kod otpornika u naizmeni¢nom rezimu su:
a) napon i struja u fazi
b) napon prednjaci struji
c) struja prednjaci naponu

IV.13. Kod kondenzatora u naizmeni¢nom rezimu su:
a) napon i struja u fazi
b) napon prednjaci struji
c) struja prednjaci naponu

IV Vremenski promenljive prostoperiodicne elektri¢ne struje - 7EST

174



Iv.14.

IV.15.

IV.16.

Iv.17.

Kod kalema u naizmeni¢nom rezimu su:

a) napon i struja u fazi
b) napon prednjaci struji
c) struja prednjaci naponu

Otpornost R prijemnika je:
a) aktivna otpornost

b) reaktivha otpornost
c) prividna otpornost

Otpornost X prijemnika je:
a) aktivna otpornost

b) reaktivna otpornost
c) prividna otpornost

Otpornost Z prijemnika je:
a) aktivna otpornost

b) reaktivha otpornost
c) prividna otpornost

IV.18. Aktivna otpornost prijemnika R je:

IvV.19.

Iv.20.

Iv.21.

Iv.22.

a) uvek pozitivha
b) uvek negativna
c) moze biti i pozitivna i negativna

Reaktivna otpornost prijemnika X je:
a) uvek pozitivna
b) uvek negativna
c) moze biti i pozitivna i negativna

Prividna otpornost prijemnika 2 je:
a) uvek pozitivna
b) uvek negativna
c) moze biti i pozitivna i negativna

Provodnost G prijemnika je:
a) aktivha provodnost

b) reaktivha provodnost
c) prividna provodnost

Provodnost B prijemnika je:
a) aktivna provodnost

b) reaktivha provodnost
c) prividna provodnost

IV Vremenski promenljive prostoperiodicne elektri¢ne struje - 7EST
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IV.23. Provodnost Y prijemnika je:
a) aktivna provodnost
b) reaktivha provodnost
c) prividna provodnost

1V.24. Aktivna provodnost prijemnika G je:
a) uvek pozitivha
b) uvek negativna
c) moze biti i pozitivna i negativna

IV.25. Reaktivha provodnost prijemnika B je:
a) uvek pozitivna
b) uvek negativna
c) moze biti i pozitivna i negativna

IV.26. Prividna provodnost prijemnika Y je:
a) uvek pozitivna
b) uvek negativna
c) moze biti i pozitivna i negativna

IV.27. Snaga P prijemnika je:
a) aktivha snaga
b) reaktivha snaga
c) prividna snaga
d) trenutna snaga

IV.28. Snaga Q prijemnika je:
a) aktivha snaga
b) reaktivha snaga
c) prividna snaga
d) trenutna snaga

IV.29. Snaga S prijemnika je:
a) aktivha snaga
b) reaktivha snaga
c) prividna snaga
d) trenutna snaga

IV.30. Snaga p prijemnika je:
a) aktivha snaga
b) reaktivha snaga
c) prividna snaga
d) trenutna snaga
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IV.31.

Iv.32.

IV.33.

Iv.34.

IV.35.

IV.36.

Iv.37.

IVv.38.

IV.39.

Aktivna snaga prijemnika P je:

a) uvek pozitivna

b) uvek negativna

c) moze biti i pozitivna i negativna

Reaktivna snaga prijemnika Q je:
a) uvek pozitivha

b) uvek negativna

c) moze biti i pozitivna i negativna

Prividna snaga prijemnika S je:

a) uvek pozitivha

b) uvek negativna

c) moze biti i pozitivna i negativna

Ako je u rednoj RLC vezi reaktivha otpornost prijemnika 0, to kolo se zove:
a) rezonantno
b) antirezonantno

Ako je u paralelnoj RLC vezi reaktivha provodnost prijemnika 0, to kolo se zove:
a) rezonantno
b) antirezonantno

Ako je u rednoj RLC vezi prijemnika ol > LC' to kolo je pretezno:
w

a) induktivno
b) kapacitivno
c) aktivno

Ako je u rednoj RLC vezi prijemnika ol < LC' to kolo je pretezno:
0]

a) induktivno
b) kapacitivno
c) aktivno

Ako je u paralelnoj RLC vezi prijemnika oC > LL' to kolo je pretezno:
w

a) induktivno
b) kapacitivno
c) aktivno

Ako je u paralelnoj RLC vezi prijemnika oC < LL’ to kolo je pretezno:
0]

a) induktivno
b) kapacitivno
c) aktivno
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IV.40. Fazna razlika napona i struje (u rednoj vezi) obelezava se sa:
a) ¢
b) v
c) v
d) o

IV.41. Fazna razlika struje i napona (u paralelnoj vezi) obelezava se sa:

a) ¢
b) v
c) v
d o

IV.42. Ako je u kolu sa slike ol = %, onda je to kolo:
(0]

a) rezonantno
b) antirezonantno

IV.43. Ako je u kolu sa slike ol = LC’ onda je to kolo:
@

a) rezonantno R

b) antirezonantno — NN/

IV.44. Trenutna snaga je:
a) srednja vrednost trenutne snage u okviru jednog perioda
b) proizvod trenutnih vrednosti napona i struje
c) proizvod efektivnih vrednosti napona i struje

IV.45. Aktivna snaga je:
a) srednja vrednost trenutne snage u okviru jednog perioda
b) proizvod trenutnih vrednosti napona i struje
c) proizvod efektivnih vrednosti napona i struje

1V.46. Prividna snaga je:
a) srednja vrednost trenutne snage u okviru jednog perioda
b) proizvod trenutnih vrednosti napona i struje
c) proizvod efektivnih vrednosti napona i struje

1V.47. Jedinica za aktivhu snagu je:
a) W
b) VA
c) VA
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Iv.48

Iv.49

Iv.50

Iv.51

Iv.52

IV.53

Iv.54

IV.55

IV.56

Iv.57

. Jedinica za reaktivnu snagu je:
a) W
b) VA
c) VA

. Jedinica za prividnu snagu je:
a) W
b) VA
c) VA

. Jedinica za trenutnu snagu je:
a) W
b) VA
c) VA

. Jedinica za aktivnu otpornost je:
a) Q
b) S

. Jedinica za reaktivnu otpornost je:
a) Q
b) S

. Jedinica za prividnu otpornost je:
a) Q
b) S

. Jedinica za aktivhu provodnost je:
a) Q
b) S

. Jedinica za reaktivnu provodnost je:
a) Q
b) S

. Jedinica za prividnu provodnost je:
a) Q
b) S

. Kompleksni izraz za snagu definise se kao
a) P=UI
by @=UI
0 S$=UI
d S=ul

IV Vremenski promenljive prostoperiodicne elektri¢ne struje - 7EST

179



IV.58. Kompleksni izraz za impedansu definiSe se kao

a) 2=Yn
'[m

b) Z:ﬂ
I

0 z-5
I

IV.59. Kompleksni izraz za admitansu definiSe se kao

I
a) ¥Y=-—"
) U
b) ¥=-L
U
I
C ==
4 U

IV.60. Kompleksni izraz za struju je:

a) [=1rIe"
b) [=1Ie"
c) I=1I,.¢e"

IV.61. Kompleksni izraz za napon je:

a) U=uUe”
b) U=U,e”
o U=U,e”"

1V.62. Kompleksni izraz za impedansu je:

a) Z=2-¢e"
by Z=2-e”
c) Z=2-e”
d Zz=2-¢e”

IV.63. Kompleksni izraz za admitansu je:

a) Y=Y.eV
b) Y=V.e”
c) Y=yY.e
d) Y=v.e"

IV.64. Kompleksni izraz za snagu je:

a) S=5-e%
b) S=S-e
c) S=5-¢e”
d) S=5-eV
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IV.65.

IV.66

IV.67.

IV.68.

IV.69.

Iv.70.

IvV.71.

Iv.72.

IV.73.

Iv.74.

IV.75

Aktivne otpornosti u rednoj vezi se:
a) smeju sabirati
b) ne smeju sabirati

. Reaktivne otpornosti u rednoj vezi se:

a) smeju sabirati
b) ne smeju sabirati

Prividne otpornosti u rednoj vezi se:
a) smeju sabirati
b) ne smeju sabirati

Aktivne provodnosti u paralelnoj vezi se:
a) smeju sabirati
b) ne smeju sabirati

Reaktivne provodnosti u paralelnoj vezi se:

a) smeju sabirati
b) ne smeju sabirati

Prividne provodnosti u paralelnoj vezi se:
a) smeju sabirati
b) ne smeju sabirati

Aktivne snage u rednoj vezi se:
a) smeju sabirati
b) ne smeju sabirati

Reaktivne snage u rednoj vezi se:
a) smeju sabirati
b) ne smeju sabirati

Prividne snage u rednoj vezi se:
a) smeju sabirati
b) ne smeju sabirati

Aktivne snage u paralelnoj vezi se:
a) smeju sabirati
b) ne smeju sabirati

. Reaktivne snage u paralelnoj vezi se:

a) smeju sabirati
b) ne smeju sabirati
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IV.76. Prividne snage u paralelnoj vezi se:
a) smeju sabirati
b) ne smeju sabirati

IV.77. Omov zakon u elektri¢nim kolima naizmeni¢nog rezima vazi:
a) samo za trenutne vrednosti napona i struje
b) samo za efektivne vrednosti napona i struje
C) iza trenutne i za efektivne vrednosti napona i struje

IV.78. 11 II Kirhofov zakon u elektricnim kolima naizmenicnog rezima vazi:
a) samo za trenutne vrednosti napona i struje
b) samo za efektivne vrednosti napona i struje
C) i za trenutne i za efektivhe vrednosti napona i struje
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MATEMATICKI PODSETNIK

EKSPONENTI

1) 10*:
10° =1
10' =10
102 =10-10 =100...

2)107* = 1 :
10~
10 = L

10

1

1

1072 = = =
10> 10-10 100

3) 10~ -10” =10**":
102 .10° =10°

4)(10%) =10~:

(102f =10°
5) 10 =10*":
10’
5
10° 102
103
1
6)%10 = 10~
1
J10 =102
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GEOMETRIJA

e Kvadrat
— stranica duzine g,
— obim 0 =44,

povrdina P= &,
dijagonala d = a2 ; obe dijagonale su iste
i seku se pod pravim uglom.

e Pravougaonik

stranice duzina ai b,

obim O =2a+ 25,

povrSina P = ab,

dijagonala d =+va? + b* ; obe dijagonale su
iste i seku se pod proizvoljnim uglom (koji nije
prav, a zavisiod ai b).

¢ Jednakostranicni trougao
— sve tri stranice duZine g,

— sva tri ugla jednaka % (60°)

— obim 0 =33,
v. ah
— povrsina P= -
. av'3
— visina h = i
2
— preseci visina i teziSnih linija, centar
upisane i centar opisane kruznice su u istoj
tacki; ta tacka deli visinu u razmeri 2:1,
— visine polove uglove i polove stranice.

e Pravougli trougao
— katete duzina ai b,
— hipotenuza duzine ¢
— vaZi Pitagorina teorema: a’ + b* = ¢?
— obimO=a+ b+ ¢

— povrSina P= ?,

. a b sina a
Sinag =— Cosa =— tga = =—
c c cosa b
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Ravanski ugao « =é

=

Krug

— poluprecnik r,

— obim O = 2rr,

— povrdina P= r’r,

Lopta
— poluprecnik r,
— povrdina sfere P= 4xr?,

— zapremina V= %m’3
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FUNKCIJE

o Sta je funkcija?
— Preslikavanje jednog skupa u drugi. Svakom elementu prvog skupa (koji se najcesce
obelezava sa x) odgovara tacno jedan element drugog skupa (koji se najées¢e obelezava sa p).

Primer; y = f(x)=sinx

yA

X
e Sta je linearna funkcija?
— Funkcija oblika y = F(x)=kx + n, gde su k i n realni brojevi.
k>0 k>0
A A
Y n>a0 Y n<aog
> >
70 X 0 / X
k<0 k<0
A A
y n>a y n<ao
0 N X 0 X
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e Sta znadi “direktno srazmerno”, a Sta “obrnuto srazmerno”?
— Kod linearne funkcije y = f(x)z kx promenljiva y je direktno srazmerna promenljivoj x, a

konstanta srazmernosti je k.

— Ako je k=1 tada je y = x, (yi xsu jednaki). Grafik ove funkcije je prava koja je nagnuta
pod uglom od 45° (ili 7 /4 ) u odnosu na x osu.

yA
-zax=1jey=1 3
-zax=2jey=2. 2
1
1 2 3 X>
— Ako je na primer k =2 tada je y =2x
yA
4 =2
3
-zax=1jey=2 2
-zax=2jey=4. 1
0 1 2 X
— Ako je na primer k£ =0,5 tadaje y =0,5x
yA
4
3 k=05
-zax=1 jey=0,5 2 -~
-zax=2 jey=4.. 1

00 1 2 3 4 x

. N ) Kk, x ) .
— Posmatrajmo funkciju dve promenljive y = .z ; promenljive su xi z
2
y je direktno srazmerno x, a to znaci da koliko puta poraste promenljiva x toliko puta
poraste promenljiva y;
y je obrnuto srazmerno 2, a to znaci da koliko puta poraste promenljiva z toliko puta se
smanyji promenljiva y.

e Sta znadi “direktno srazmerno”, a $ta “obrnuto srazmerno” sa nekim stepenom (na primer sa

kvadratom)?

2

K X
— Na primer, u funkciji y = /(1 S yje direktno srazmerno X, a obrnuto srazmerno 2.
z

2
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SKALARI I VEKTORI

e Skalari su brojne vrednosti.
e Vektori su usmerene duzi. DefiniSu se intenzitetom, pravcem i smerom.

e Intenzitet vektora (ili moduo vektora) je duzina vektora.

yA

1G1= 14, +13, |

\ 4

e Pravac vektora je definisan uglom u odnosu na jednu od osa koordinatnog sistema (xili )).
e Svaki pravac moze imati dva smera, na primer: udesno ili ulevo, nagore ili nadole, ka ili od.

e Svaki vektor ima i sebi suprotan vektor. To je vektor istog intenziteta, istog pravca, a
suprotnog smera.

- -
d -d

» i
» <

e Jedinicni vektor (ili ort) je vektor koji ima intenzitet jednak jedinici, a pravac i smer su
zadati. Svaki vektor se moze prikazati proizvodom svog algebarskog intenziteta i jedinicnog
vektora. Algebarski intenzitet je intenzitet koji moze biti pozitivan i negativan, za razliku od
intenziteta koji je iskljucivo pozitivan.

Primer:

jedini¢ni vektor

9
To
->
_) — —
a a=3n
T o
intenzitet je 3
algebarski intenzitet je 3

b
7 b -3,
intenzitet je 3
algebarski intenzitet je -3

Vektori & i b su istog pravca a suprotnog smera; istog intenziteta, a algebarski intenziteti su
im suprotnog znaka.
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RACUNSKE OPERACIJE SA VEKTORIMA

Sabiranje vektora se moze vrsiti nadovezivanjem i po paralelogramu.

SABIRANJE VEKTORA NADOVEZIVANJEM

[, C=a+B—]
3 %
—da

e Zbirni vektor se dobija kada se pocetak
narednog vektora nadoveze na  kraj
prethodnog, a onda se spoji pocetak prvog i
kraj poslednjeg.

eNa ovaj nadin se moze sabrati

neogranicen broj vektora odjednom.

SABIRANJE VEKTORA PO PRAVILU
PARALELOGRAMA

9

d >
e Vektori se dovedu na zajednicki pocetak.
Na njih se docrta paralelogram. Zbirni vektor

predstavlja dijagonalu paralelograma koja
polazi iz zajednicke tacke vektora.

¢ Na ovaj nacin se mogu sabrati najvise dva
vektora odjednom.

Oduzimanje vektora se moze vrsiti nadovezivanjem i po paralelogramu.

ODUZIMANJE VEKTORA NADOVEZIVANJEM

E}
3 %/5) 2:3@3’
—a 5

e Vektor razlke se dobija sabiranjem
vektora & i suprotnog vektora vektoru b
(to je vektor — 5).

e Poletak vektora — b se nadoveze na kraj
vektora &, a onda se spoji pocetak prvog i
kraj poslednjeg.

e Na ovaj naCin se moZze oduzeti

neogranicen broj vektora odjednom.

¢ Nadovezivanjem vektora se istovremeno
moze i sabirati i oduzimati neogranicen broj
vektora.

ODUZIMANIJE VEKTORA PO PRAVILU
PARALELOGRAMA

J /‘4/5
—d 5

i vektor b se dovedu na
zajednicki pocetak. Na njih se docrta
paralelogram. Vektor razlike predstavlja
dijagonalu paralelograma koja ne polazi iz
zajednicke tacke vektora (smer je od kraja
vektora b ka kraju vektora a).

e Vektor a

¢ Na ovaj nacin se mogu oduzeti najvise dva
vektora odjednom.
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e Mnozenje vektora skalarom. Ako vektor &
pomnozimo nekim brojem & dobi¢emo vektor istog
pravca i smera, a intenzitet novog vektora bice &
puta veéi od intenziteta vektora &. (Ukoliko je &
negativan broj vektor ¢e biti suprotnog smera.)

k=2
_1

k=35

k=-1,5

e Proizvodi vektora. DefiniSu se skalarni i vektorski proizvod dva vektora.

SKALARNI PROIZVOD ¢ = 3 - b

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

/ N

D;/lcos (é, b )

e Skalarni proizvod dva vektora je skalar Ciji

je intenzitet jednak
c=5&-b-3|-|b]|cos3,b)

To je povrsina pravougaonika stranice |a| i

stranice | 5 | cos(é,l;).

e Skalarni prizvod dva vektora koristimo

kada trazimo koliki doprinos daje vektorska
veli¢ina & u pravcu neke druge vektorske

veli¢ine b.

VEKTORSKI PROIZVOD G = G x b

¢ |
/ k| b sin(é,/ﬁl)x
, /"/

e Vektorski proizvod dva vektora je vektor
Ciji je:
~ intenzitet | € || & |- 5 |sin(d, b) i
jednak je povrSini paralelograma koji
odreduju vektori & i /),
— pravac normalan na ravan koju
odreduju vektori & i b,
— smer odreden jednim od sledeca tri

pravila:

= pravilom desne
zavojnice: smer vektora C
poklapa se sa smerom
kretanja zavojnice, ako bi
se ona okretala zajedno sa
vektorom & tako da se

najkrac¢im putem poklopi sa vektorom 5;

= pravilom desne ruke:
ispruzeni palac ¢e pokazivati
smer vektora ¢ ako savijeni
prsti pokaziju smer okretanja
vektora &, kojim bi se
najkra¢im putem poklopio sa

= pravilom tri prsta: ako
palac  usmerimo  kao
vektor &, kaZiprst kao

vektor 5, srednji prst ¢e
pokazivati smer vektora
C.
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RAZLAGANJE VEKTORA NA OSE

e Svaki vektor se moze razloziti u Dekartovom koordinatnom sistemu na svoju xi y komponentu:

d=a,+a,

a =la |7=alcosa-i
a, =la, | jalsina-j

gdeje 7/ - jedini¢ni vektor x-ose (ima intenzitet jednak 1, pravac i smer x-ose),

j - jedinicni vektor y~ose (ima intenzitet jednak 1, pravac i smer j-ose),

|§| - intenzitet vektora & .

e Zaove veliCine vazi da je:

la, " +la, =&l

X

a
a= arctg'a—yI

la, |
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SISTEMI LINEARNIH JEDNACINA

Za proracun linearnih sistema jednacina drugog i treceg reda koristi¢emo determinante:

SISTEM JEDNACINA I DETERMINANTA
DRUGOG REDA
e Sistem linearnih nezavisnih jednacina
drugog reda je:
apy X t+a,py==¢

dyXtayny==qc
e Glavna determinanta ovog sistema je:
a11 a12
a21 a22

A= =dy 8y, — ayray,

e Pojedinacne determinante promenljivih

Su:
c, a;
A, = =Ca,;, —a,,C,
C, a,
a, ¢
Ay = =@a,,C, —C1ay,
a G

e Nepoznate u jednacinama se
izraCunavaju Kramerovim pravilima:

SISTEM JEDNACINA I DETERMINANTA
TRECEG REDA
e Sistem linearnih nezavisnih jednacina
treceg reda je:
a,X+a,y+a;Z=c,

a, X +a,,y+a,nzZ=c,
a; X +asy +a;Z==Cc,
e Glavna determinanta ovog sistema je:
a11 a12 a13
A=a, a, ay|=
a31 a32 a33

= @y @833 + @y,35385 + dyzadyds;; —
- a13azzas1 - a11azsasz - a12a21as3

e Pojedinacne determinante promenljivih
su:

a,, a,, ¢
Az =l|dy a, G
ds;; dai C;

e Nepoznate u jednacinama se
izracunavaju Kramerovim pravilima:
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KOMPLEKSNI BROJEVI

o Sta je kompleksni broj?
— Broj koji ima svoj realan i svoj imaginaran deo u kompleksnoj ravni.

e Koliko kompleksni broj ima oblika?
Tri:

A

Im

— analiticki A=x+jy, py

— trigonometrijski A= Acosa + jAsina, Im [Al4 N _3

. \2

— eksponencijalni A=A.e”.
a R
0 Re[A] Re

e Stajej?

j=+-1
e Analiticki i trigonometrijski oblik mogu se direktno prevoditi jedan u drugi.

e Eksponencijalni i trigonometrijski oblik se mogu direktno prevoditi jedan u drugi. Veze izmedu
ta dva oblika su moduo A4i argument « kompleksnog broja:

A= Re*[A]+Im?[A] = /x? + y? , moduo je iskljutivo pozitivan;

Im[A] y G
o = arct = arctg~—, argument moze biti i pozitivan i negativan.
9—[—]R elA g x g p g
Ovo proistice iz Ojlerove formule:

e’” =cosa + jsina.

e Sta je konjugovani broj kompleksnom broju?
— To je broj koji ima isti znak realnog dela a suprotan znak imaginarnog dela datog
kompleksnog broja, odnosno broj koji ima isti moduo a suprotan znak argumenta datog
kompleksnog broja.

A =x-jy=Ae"

e Za kompleksne brojeve vazi jos i:

A-A =A
ji=-1
Ji=-j
Jjt=1

1 .
—=-]

J
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RACUNSKE OPERACIJE SA KOMPLEKSNIM BROJEVIMA

e Sabiranje. Zbir dva kompleksna broja je takode kompleksni broj. Sabiraju se realan deo sa
realnim i imaginaran sa imaginarnim:

A=X1+jy1
B =x, + jy,
£=A+§=(X1 +jy1)+(x2 +jy2)=(X1 +X2)+j(y1+y2)=x3 + J¥s

e Oduzimanje. Razlika dva kompleksna broja je takode kompleksni broj. Oduzimaju se realan
deo od realnog i imaginaran od imaginarnog:

A=x,+jy,
§=X2+jy2
C=A-B=(x,+jy,)-(x, + jy,)=(x, - x;)+ j(yy - ¥2) = x5 + jiys

e MnozZenje. Mnozenje dva kompleksna broja je takode kompleksni broj. Mnoze se realni i
imaginarni delovi kompleksnih brojeva, svaki ¢lan sa svakim:

A=Xx,+Jjy,

B=x,+Jjy,

C=A-B=(x,+jy,) 0+ Jy,)= XX, + jX, ¥, + XY, + V1Y, =
= (X1X2 - }’1}’2)"' j(X1y2 + Xzy1)= X3+ JY3

Ili ako su kompleksni brojevi dati u eksponencijalnom obliku:

A=A e”

B=B. e*

C=A-B=A-e” .B-e” =AB.e/*F =C.e”

e Deljenje. Kolicnik dva kompleksna broja je takode kompleksni broj. Brojilac i imenilac
koli¢nika pomnozimo sa konjugovano kompleksnim brojem imenioca:

A=x,+jy,
§=X2+jy2

C - A_X,+Jy, X,—JyY, _ X, Xy = JXo ¥, + Y — T V1Y

B X,+jy, X,-J¥s  XZ+ KoY, - Xy, — JY2

_ (X1X2 +y1y2)+j(x2y1 _X1y2)= X, X, + ViV, - X ¥, — X1,

+ = X3 + J
X3yl X3+ vl xvyr Tt
Ili ako su kompleksni brojevi dati u eksponencijalnom obliku:
A=A-e”
B=B-e”
C - A_ A-e” _ A _ i) - C.e”
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e Za proracun sa kompleksnim brojevima korisno je znati jos i:

T T T T T
a 0 g Z 5 E V2 O _E 2
] 1
sina | 0 > g ? 1 0 0 -1 0
V3 Nb) 1
cos 1 N2 il = 0 -1 -1 0 1
@ 2 2 2
1
tga 0 el 1 V3 + oo 0 0 — 0
- 31| 2 11 .3 - -
e’ 1 | X242 X i Y 1 1 —J 1
> tI5 15 1+) St

— Trigonometrijski krug je krug cdiji je poluprec¢nik jednak 1, a centar se nalazi u
koordinatnom pocetku. Za dati ugao « kosinus oitavamo na x osi, a sinus na y osi.

A
1 Iz trigonometrijskog kruga se vidi da je
Sing sinus — neparna funkcija: sin(- )= -sina
cosinus — parna funkcija: cos(- «) = cos
-1 5 o 1 5 tangens — neparna funkcija: tg(- o) = —tga
sin(-a)
-1
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INTEGRALI

o Staje integral?
— Moze se shvatiti kao suma beskonacno mnogo beskonacno malih veli¢ina.
— Oznaka integrala je J'

e Kakvi integrali postoje?
— QOdredeni i neodredeni.

e Sta je redenje neodredenog integrala?
— Funkcija.

Primer: J.dx = x = f(x), redenje ovog integrala je linearna funkcija.

e Sta je redenje odredenog integrala?
— Brojna vrednost.

n— W
S5
Il
>
r—O
Il
Sy
|
h N
Il
D)

e Zaintegrale vazi:
B A
0] -]
A B
C C
-
B A

e U matematici postoji nekoliko osnovnih integrala Cija se reSenja uce tablicno. Mi ¢éemo koristiti
samo dva:

2)

Ne—

Idx=x

Ix’ldx =I%dx =Inx

e Pojam odredenog integrala se moze razumeti na primeru linijskog i povrsinskog integrala.
— Liniiski integral. Posmatrajmo liniju ciju
duzinu Zelimo da odredimo. Podelimo liniju na
male (elementarne) delove duzine A/ (neka ih
ima n). Duzina linije jednaka je zbiru duzina svih
malih delova A/:

XV MATEMATICKI PODSETNIK — Integrali



Ako podelimo liniju na jako veliki broj ovih delova (7 — «) duZina ovih delova postaje jako
mala (A/ — 0) i piSemo je kao ), a sumu piSemo kao linijski integral (Cija je podintegralna
funkcija jednaka 1):

I=> Al = j dl,

A/—0 /
n—o

gde je ispod integrala oznaceno da se sabiranje vrsi po liniji /

— Ako je linija zatvorena obi¢no je obelezavamo sa C (zatvorena kontura), a oznaka linijskog
integrala je §3, i oznacava integraljenje (sabiranje) po zatvorenoj konturi:

/=$dl,
c
Primer: Ako je zatvorena kontura C krug poluprecnika rtada je Al
linijski integral po konturi C jednak obimu kruga: A/ C
[ ={§dl =2ar. Al
C

—  Povrsinski integral. Posmatrajmo povr$ Ciju povrsinu Zelimo da odredimo. Podelimo povrs
na male delove (elementarne) povrSine AS (neka ih ima 7). Ukupna povrSina S jednaka je
zbiru povrsina svih malih delova AS :

) AS
S=2AS,.

i=1

.
AP
P
Ako podelimo povrS na jako veliki broj ovih delova ’0":““‘7}"‘“‘“‘

povr3 ne j o 7RSI
(n—> «), povrSina ovih delova postaje jako mala "““““
(AS > 0) i piSemo je kao dS, a sumu piSemo kao “‘
povrsinski integral (Cija je podintegralna funkcija
jednaka 1):

S= ZAS:jds,

AS—0 S
n—ow

gde je ispod integrala oznaceno da se sabiranje vrsi po povrsi S.

— Ako je povrS zatvorena oznaka povrSinskog integrala je f§’ i oznacava integraljenje
(sabiranje) po zatvorenoj povrsini:

5:§d5,

s
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Primer: Ako je zatvorena povrS S sfera poluprecnika R
tada je povrsinski integral po sferi S jednak povrsini

sfere: AS

5:§d§=%#ﬁ
S

e Linijski i povrsinski integral mogu biti vektorski:
— Svakom elementarnom delu d/ dodeljuje se /+
pravac koji se poklapa sa pravcem tangente na liniju
/ u posmatranoj tacki, a smer po liniji se usvaja.

Integral tada predstavlja vektorski zbir vektora dl SN

- - Al Al
[=[d Al "
/ —.
Al*

— Svakom elementarnom delu dS dodeljuje se pravac koji se poklapa sa pravcem normale na
povréinu S u posmatranoj tacki, a smer se usvaja, pa se moze napisati da je dS = 7i-dS. Ako
je S zatvorena povrsSina usvojen je dogovor da je normala uvek usmerena iz povrsine. Integral
tada predstavlja vektorski zbir vektora as :

AS

e Linijski i povrsinski integral mogu imati i podintegralne funkcije razlicite od jedinice.
Na primer: jL-:-d7, §D~d§.
/ S
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