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PREDGOVOR

Ova knjiga je nastala kao rezultat viSegodiSnjeg drZanja nastave na predmetima Osnovi
elektrotehnike i Elektrotehnika u Visoj elektrotehnickoj Skoli. Knjiga je pre svega namenjena
studentima smerova Nove racunarske tehnologije, Audio i video tehnologije i MenadZment u
elektrotehnici na predmetu Elektrotehnika, a moZe koristiti i studentima drugih smerova u Vi3oj
elektrotehnickoj skoli, kao i studentima drugih visih elektrotehnickih skola.

S obzirom da iz predmeta Elektrotehnika nije postojao adekvatan udZbenik ili zbirka, studenti su
gradivo ucili iz belezaka sa predavanja i vezbi. Autori su Zeleli da studentima maksimalno olak3aju
savladavanje gradiva, i to tako $to su u ovoj knjizi objedinili teorijske osnove, zadatke, koji su
tokom godina radeni na ¢asovima racunskih vezbi, kao i test pitanja, koja se nalaze na kraju svake
oblasti. Na kraju knjige nalazi se matematicki podsetnik koji sadrzi odredene oblasti iz matematike
neophodne za pracenje gradiva predvidenog ovim predmetom. Na pocetku knjige nalazi se pregled
osnovnih fizickih veli¢ina. Teorijske osnove na pocetku svakog poglavlja izlozene su u formi pitanja
i odgovora, i sluze samo kao podsetnik studentima koji su gradivo naucili na ¢asu ili iz udzbenika.

Ovo je prva od dve knjige i u njoj su obradene dve oblasti: elektrostatika i vremenski
nepromenljive elektri¢ne struje.

Teorijske osnove i test pitanja pripremila je profesor mr Sonja Krsti¢. Zadatke je pripremila Iva
DBukic.
Autori se zahvaljuju recenzentima, mr Aleksandri Gavrilovi¢ i dr Petru BosSnjakovicu, koji su

detaljno procitali tekst i ukazali na neke nedostatke.

Iako je knjiga pisana paZzljivo i viSe puta proveravana, moguce je da se moze naci poneka greska.
Autori Ce biti zahvalni svima koji im na greske ukaZzu.

U Beogradu, Autori
4.10.2010.
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FIZICKE VELICINE I NJIHOVE JEDINICE

e Za opisivanje osobina tela ili pojava u prirodi koriste se fizicke velicine.

e Fizicke veli¢ine se dele na osnovne i izvedene. Izvedene veliine izrazavaju se pomocu
osnovnih.

e Osnovne fizicke veli¢ine i njihove jedinice u SI sistemu su:

Osnovna fizicka veli¢ina Jedinica Oznaka
duzina metar m

masa kilogram kg

vreme sekunda S

jacina struje amper A

apsolutna temperatura kelvin K

jacina osvetljaja kandela Cd

koli¢ina supstance mol mol

e Razlicite oblasti nauke i tehnike koriste iz SI sistema samo odredene fizicke veli¢ine. Na primer:

geometrija:

— osnovna fizicka velicina.: duzina [m]

—  zvedene fizicke velicine: povrdina [m?], zapremina [m®], ravanski ugao
duzina luka

(a=—+ = i[rad]), prostorni ugao [srad];
duzina poluprecnika r

kinematika:
— osnovne fizicke velicine. duzina [m] i vreme [s],
— [zvedene fizicke velicine: brzina [m/s], ubrzanje [m/s?];

dinamika:
— osnovne fizicke velicine: duzina [m], vreme [s] i masa [kq],
—  zvedene fizicke velicine: brzina [m/s], ubrzanje [m/s?], sila [N];

elektrotehnika:

— osnovne fizicke velicine: duzina [m], vreme [s], masa [kg] i jacina struje [A],

—  jzvedene fizicke velicine: brzina [m/s], ubrzanje [m/s?], sila [N], naelektrisanje [C], napon
[V], fluks [Wb]...

Fizicke veli¢ine i njihove jedinice 1



POMOCNE JEDINICE

e Brojna vrednost posmatrane fizicke veli¢ine pokazuje koliko je puta ta veli¢ina veca ili manja od

njene usvojene jedinice.

o Cesto se u praksi de$ava da rezultati merenja budu mnogo veé,i ili mnogo manji od osnovnih
usvojenih jedinica. Zato su uvedeni umnosci tih jedinica (nadmultipli) i delovi jedinica

(podmultipli), koji se oznacavaju prefiksima, datim u tabeli:

n 10”7 Prefiks Skracenica Primer
12 10%? tera T Tm = 10%m
9 10° giga G GW = 10°W
6 10° mega M MQ = 10°Q
3 10°=10-10-10 kilo k kl = 10%]
0 10°=1 osnovna jedinica %
102=1 - 1 _go01 i 3
-3 ~10° 10.10.10 mili m mA = 10”A
. 1 .
-6 10° = 10° mikro 7 ns=10"s
9 1
9 107 = 0° nano n nC = 10°C
N 1
-12 10%= "5 piko p pF = 10F

e Retko se koriste pomocne jedinice

hekto (h)  10?
deka (da) 10
deci (d) 10%
centi (c) 107

VEKTORSKE I SKALARNE FIZICKE VELICINE

e Vecina fizickih veli¢ina deli se na skalarne i vektorske.

e Skalarna velicina je definisana samo intenzitetom (na primer: masa, temperatura, pritisak,
napon, fluks...).

e Vektorska veliCina je definisana intenzitetom, pravcem i smerom (na primer: brzina, sila,
elektri¢no polje, magnetna indukcija...).

> Fizicke veli¢ine i njihove jedinice



I ELEKTROSTATIKA

I.1 KULONQOV ZAKON
TEORIJSKA OSNOVA

Sta je Kulonov zakon?
— Zakon koji govori o elektrostatickim silama izmedu tackastih naelektrisanja.

Sta je tackasto naelektrisanje?

— To je naelektrisanje koje ima odredenu koli¢inu elektricnog optereéenja i nema dimenzije.
U praksi se za tackasta naelektrisanja smatraju pozitivno i negativno naelektrisane Cestice i
sva naelektrisana tela Cije su dimenzije zanemarljive u odnosu na rastojanje izmedu njih.

Kako glasi Kulonov zakon? QZ
10-Q 1
F,, = 4 : 2 2 'Fo12 e
7€y Iy < 12 .
€ ld

Intenzitet sile kojom naelektrisanje @ deluje na naelektrisanje @ direktno je srazmeran
proizvodu ta dva tackasta naelektrisanja, a obrnuto srazmeran kvadratu rastojanja izmedu njih.

— U izrazu za Kulonov zakon konstanta srazmernosti je

2
k=1 _9.100N™
4re, C
a & je dielektricna konstanta vakuuma i vazduha i iznosi
-9 2 2
€°=41k= § Nm’ :;?s NC2=8’85'1°_12%'
™ ar.9.10° C"z' 7 Nm m

— Sila je vektorska veli¢ina Sto znadi da je odredena intenzitetom, pravcem i smerom.

Intenzitet sile je odreden brojnim vrednostima. Pravac Kulonove sile definisan je jedini¢nim
vektorom 7 .. Smer Kulonove sile definisan je jedinicnim vektorom 7 i algebarskim

intenzitetom sile.

Sta je jedini¢ni vektor 7 ,?

— Jedinicni vektor Iy, 1z Kulonovog zakona koji ima:
- intenzitet = 1,

- pravac linije koja spaja @, i @,
- smer od Q, ka Q.

I.1 Kulonov zakon - 7TEORIJSKA OSNOVA 3



Primer 1:

%
1 o2

&
—

Ako je @> 0 i @> 0 onda je sila /:'12 odbojna. Znadi, @ deluje na @ i gura ga od sebe

&
1<

(napadna tacka sile je u tacki u kojoj se nalazi @).

Primer 2.

N =
Fo12 A,
1 <€

’ 12
I‘

_V_.®

Ako je @;> 0i @< 0 onda je sila /-:12 priviacna. Znadi, @, deluje na @ i privlaci ga ka sebi.

— Jedinicni vektor 7, =-r,,, Sto znadi da mu je intenzitet jednak 1, pravac je isti kao
pravac jedini¢nog vektora r;,,, a smer je od @ ka @ (suprotan od smera r;,,). Zato je i

sila /-:21 kojom @ deluje na @, suprotnog smera od sile /-:12:

1 Q1'Qz v

= N A
1 2 021
ey 12

FZl

Primer 3.

1 7021 QZ

&)

& »
'V 'l

Ako je @> 0 i @> 0 onda je sila /-:21 odbojna. Znaci, @& deluje na @ i gura ga od sebe
(napadna tacka sile je u Q).

Primer 4

Ako je @;> 0i @< 0 onda je sila /:'21 priviacna. Znaci, @ deluje na @; i privlaci ga ka sebi.

e Koja je jedinica za silu?
— Njutn [N].

¢ Koja je jedinica za koli¢inu naelektrisanja?
—  Kulon [C].

4 I.1 Kulonov zakon - 7TEORIJSKA OSNOVA



ZADACT

I.1.1 Dva tackasta tela naelektrisanja @ i @ nalaze se u vazduhu na rastojanju s, =0.2 m.
Odrediti vektor Kulonove sile kojim telo naelektrisanja @, deluje na telo naelektrisanja @,, ako je:
a) @ =410"1Ci @ =610"C;
b) @ =-4'10"Ci @ =-6'10"C;
) @=410"Ci@=-610"C

Resenje:

Izmedu dva tackasta naelektrisanja Q; i
@, koja se nalaze na rastojanju rpy,
deluje Kulonova sila. Naelektrisanje @
deluje na naelektrisanje @ silom:

“To121

ﬁlz:kQI'Q

2
2

g7

koja zavisi od naelektrisanja Q i @ i
Slika L.1.1.1 rastojanja izmedu njih. Pravac sile
odreden je jedini¢nim vektorom 7y, .

Smer sile odreden je jedinitnim vektorom 7y, i algebarskim intenzitetom sile (znacima
naelektrisanja).

a) Zamenom brojnih vrednosti u izrazu za Kulonovu silu dobijamo:

- Q-Q - gNm2 4.107'C.6-107C -
12 )z 012 C2 (0,2mY 012
9-11-11
_ 9.4.60.(1)(‘)l N7y = 9.4.6 02N E L 254107 N- 7y

Iz rezultata vidimo da je algebarski intenzitet sile jednak £, =54-10*' N i posto je pozitivan to
znadi da se pravac i smer Kulonove sile poklapaju sa pravcem i smerom jedini¢nog vektora 7, .
Jedini¢ni vektor ry;, je usmeren od naelektrisanja @, (telo koje deluje) ka naelektrisanju @, (telo
na koje se deluje), tako da je Kulonova sila odbojna. To je ocekivani rezultat posto su @ i @
naelektrisanja istog znaka. Na slici I.1.1.1 prikazan je pravi smer Kulonove sile /-:12 .

Silu kojom telo naelektrisanja @, deluje na telo naelektrisanja @ racunamo primenom Kulonovog
zakona:

~ : . Nm? 6-107'C-4-107C .
r C (0,2m)

021 = 54 . 10_11 N . /_621 .
Naravno algebarski intenzitet i ove sile je pozitivan, a jednak je algebarskom intenzitetu sile /-:12. S
obzirom da je algebarski intenzitet pozitivan smer sile /-:21 se poklapa sa smerom jedini¢nog

vektora ry,,, koji je usmeren od naelektrisanja @, ka naelektrisanju @. Dakle, sile /-:12 i /-:21 su
istog intenziteta a suprotnog smera, kao Sto je prikazano na slici I.1.1.1.

1.1 Kulonov zakon - ZADACT 5




b) Kao i u zadatku pod a), zamenom brojnih vrednosti u izrazu za Kulonovu silu dobijamo:

_ Q-0 - o Nm? (-4-1071C)-(-6-1071C) ..
F, =k Fyy =9-10 =
12 rlzz 012 C2 (0,2 m)z 012

9 4. 6 X 109—11—11
B 0,04
I u ovom slucaju je algebarski intenzitet sile pozitivan a sila je odbojna, i prikazana je na slici
I.1.1.1.

¢) Zamenom brojnih vrednosti u izrazu za Kulonov zakon dobijamo:

- Q, - Nm” 4.10"'C-(-6-107"'C) .
Flz:k—Ql ZQ Top =9-10° ( ) 012 =

2 c? (0,2m)

9.4.6.10%11
- 0,04

U ovom slucaju je algebarski intenzitet sile jednak £, =-54-107"' N i posto je negativan to znaci
da je smer Kulonove sile suprotan od smera jedinicnog vektora r,;, . Kao sto smo ve¢ pomenuli,

jedinicni vektor je usmeren od naelektrisanja @, ka naelektrisanju @, i Kulonova sila je privlacna. I
ovo je ocekivani rezultat, posto su Q, i @ naelektrisanja suprotnog znaka.

Na slici 1.1.1.2 nacrtan je pravi smer
sila A, i Fy. Sila F, je istog
intenziteta i pravca, a suprotnog smera

od sile A,.

Slika I.1.1.2

1.1.2 Dve kuglice poluprecnika @ =2 mm naelektrisane su istim koli¢inama naelektrisanja Q.
Intenzitet sile koja deluje izmedu njih je 9:107N. Kuglice su na rastojaju - =2 dm. Odrediti
koli¢inu naelekrisanja Q kojom su naelektrisane kuglice.

Resenje:

Kuglice zadatih dimenzija se na rastojanju od 2 dm mogu smatrati tackastim naelektrisanjima pa je
sila izmedu njih (ako zanemarimo gravitacionu silu, koja je mnogo redova veli¢ina manja)
definisana Kulonovim zakonom, a intenzitet sile je:

2
F=kQ—2=9-10’7N.
r

Odatle se mozZe odrediti trazeno naelektrisanje koje moze biti pozitivno ili negativno, a s obzirom
da su oba naelektrisanja istog znaka sila je odbojna.

6 I.1 Kulonov zakon - ZADACT




_ - 2
O107N-RAOM] _, [ T307e iz 107,

9-1

0° Nm?

C

1.1.3 Tri tackasta naelektrisanja, @ = 1 pC, @ =2 pCi @& = 3 pC, nalaze se u vazduhu na istom
pravcu, pri ¢emu se naelektrisanje @ nalazi izmedu naelektrisanja @, i @; . Rastojanje izmedu
naelektrisanja @, i @ je r> = 2 cm, a rastojanje izmedu naelektrisanja @ i @ je 3 = 3 cm.

a) Odrediti elektrostaticku silu (njen pravac, smer i intenzitet) koja deluje na naelektrisanje @.

b) Odrediti elektrostaticku silu (njen pravac, smer i intenzitet) koja deluje na naelektrisanje ;.

Resenje:

a)

o

Na slici I.1.3.1 prikazani su polozaj
naelektrisanja i elektrostaticke sile koje
deluju na naelektrisanje @: sila /:'12
kojom naelektrisanje @ deluje na
naelektrisanje @, i sila /-:32 kojom
naelektrisanje @ deluje na naelektrisanje
@. (Na slici su prikazani pravi smerovi
sila.) Sile A, i F;, dobijamo primenom

Slika I.1.3.1 Kulonovog zakona:

= : . Nm? 1.-1072C-2-107%2C .

"'_12=/(—Q1 ZQZ"'012=9‘109 >V fo12 =
12 (2-10’ m)

9 .1.2. 109—12—12+4

4

/:—32 =kQ3'QZ

==l =9

2
23

9.3.2. 109—12—12+4

9

N7, =4,5-107"N- 7y, =45 pN- 7oy, ,

1

oo Nm* 3-1072C-2.10C

loz =

(3-102m)

N 753 :6'10711N'Fo32 =60 pN- 7y, .

Prema principu superpozicije, primenjenom na sile koje deluju na neko telo, ukupnu (rezultantnu)

silu koja deluje na to telo dobijamo kao vektorski zbir svih sila koje deluju na telo. (Sa
superpozicijom ¢emo se ponovo sresti kod linearnih elektri¢nih kola.)

Dakle, ukupnu silu /-:2 koja deluje na naelektrisanje @ dobijamo kada vektorski saberemo sile /:'12 i

IE32:

1.1 Kulonov zakon - ZADACT 7




Jedini¢ni vektor ry;, je usmeren od naelektrisanja @ ka naelektrisanju @, a jedini¢ni vektor 73,
je usmeren od naelektrisanja @ ka naelektrisanju @. S obzirom da su jedinini vektori 7y, i Fys,
istog intenziteta (koji je jednak jedinici) i pravca a suprotnog smera, vazi da je 7y, = —/p3, (ovo se
moglo zakljuciti i direktno sa slike). Zamenjujuéi r,,, = —rg;, u jednacini, dobijamo:

Fy =45 PN (=753, )+ 60 PN- Tz = (= 45 PN +60 PN) 7oz =15 PN - 7, .

Ili ako zamenimo 7,3, = —r,,;, dobijamo isti rezultat u zavisnosti od vektora 7, :

Fy =45 pN- 7oy, +60 pN- (= 71, ) = (45 pN— 60 pN)- 7y, = ~15 pN- 75y, -

ZakljuCujemo da se pravac i smer rezultantne sile poklapaju sa smerom jedinicnog vektora 7, ,

odnosno da je (zbog minusa koji se javlja u izrazu) rezultantna sila suprotnog smera od jedini¢nog
vektora 7, . Sila £, je takode prikazana na slici I.1.3.1.

BN Dakle, ovde smo izvrsili sabiranje dva vektora, £, i £, koji

FZ su istog pravca a suprotnog smera, pa rezultujuéi vektor /-:2

9
F12 ima intenzitet koji je jednak razlici intenziteta ova dva vektora
(ovde se ne misli na algebarski intenzitet!), a smer se poklapa
F) sa smerom vektora veceg intenziteta (u ovom slucaju je to
32 vektor £,,). Sabiranje ova dva vektora je jo$ jednom graficki
Slika I.1.3.2 prikazano na slici 1.1.3.2.

b)

Slika I.1.3.3

Deo zadatka pod b) radi se isto kao i deo zadatka pod a). Razlika je u tome Sto su u ovom slucaju
sile koje sabiramo, sile F; i F,;, istog pravca i smera. Sile £, i £, dobijamo primenom

Kulonovog zakona:

= Q5 - Nm? 1-107*C-3-107"*C ..
":13:/(—01 203'f013:9']-09 foiz =

N ¢ (5.102mf
9.1.3. 109—12—12+4
B 25

gdeje r;3=r,+hHh;=2cm+3cm=5cm;

N- 73 =1,08-107"N- 715 =10,8 pN - 7y,
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~ . - Nm? 3-107%2C.2-10%C ..
":23=/(Q3—QZ‘/‘023=9'109 Fop3 =

/‘232 c? (3-10_2 m)2
9 . 3 2. 109—12—12+4

9 N‘Fo32=6‘10_11N":032=6OPN'F023-

Primenom principa super pozicije dobijamo:
'Eaz :/:_13 Jr"':23 =10,8 pN- ;3 +60 pN- 755 =
=10,8 pN- 75;3 +60 pN- 73 = 70,8 pN- 743 = 70,8 pN - 75,

gde smo iskoristili ¢injenicu da su jedini¢ni vektori 7,5 i 7,; jednaki (istog su intenziteta, pravca i

smera).

Dakle, ovde smo izvrsili sabiranje dva vektora, £; i Fy,
istog pravca i smera, pa rezultujui vektor /-:3 ima intenzitet
koji je jednak zbiru intenziteta ova dva vektora (ne
algebarskog intenziteta!), a pravac i smer su isti kao kod
dva vektora koja smo sabrali. Sabiranje ova dva vektora je
Slika 1.1.3.4 jos jednom graficki prikazano na slici 1.1.3.4.
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1.2 ELEKTROSTATICKO POLJE
TEORIJSKA OSNOVA

10

Sta je elektrostaticko polje?

— Fizicko stanje u okolini naelektrisanih tela koje se manifestuje silom koja deluje na probno
optere¢enje u mirovanju, uneto u polje, naziva se elektrostaticko polje ukoliko ta
naelektrisana tela miruju. Ukoliko se naelektrisana tela kre¢u to polje se naziva elektricno.
Priroda ovih polja je ista.

Sta je vektor jacine elektrostatickog polja?
— Vektorska veli¢ina koja kvantitativno odreduje elektri¢no polje. Ima isti pravac i smer kao
elektrostaticka sila:
. F
E=—.
@5
A Sta je probno opterecenje @,?
— To je tackasto naelektrisanje koje koristimo u eksperimentima, a tako je osmisljeno da ne

utice na rezultate eksperimenta. Znaci: uvek je pozitivno i barem dva reda veli¢ine (barem 100
puta) manjeg naelektrisanja od ostalih naelektrisanja u okolini.

Sta je x komponenta vektora polja, a $ta je ¥ komponenta vektora polja?
— To su projekcije vektora polja na xi y ose koordinatnog sistema u ravni.

E:

X

E_y =‘L':y‘-]'=‘f‘-sina-j

EX-I?:‘L':‘-COSa-/?

gde su :

i - jedini¢ni vektor x-ose (on definise
pravac i smer x-0se),

j - jedinicni vektor j)~ose (on definiSe

pravac i smer y-ose),
‘E‘ je intenzitet vektora £,

E

X

je intenzitet projekcije vektora £ na

X-0SU,
‘L-:y‘ je intenzitet projekcije vektora £ na

J-0osu.

Kakvo je polje u okolini tackastog naelektrisanja?

— Radijalno i opada sa kvadratom rastojanja u svim E4
pravcima.
= F 4z, 2 % 1 Q@ .
E = — = = . _2 . /‘0
Q, @, 4y R
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my
my

linije elektrostati¢kog polja uvek su linije elektrostatickog polja uvek su
usmerene od pozitivnog naelektrisanja usmerene ka negativnom naelektrisanju

Sta su to linije elektrostatickog polja?
— Linije na koje je vektor elektrostatickog polja tangentan u svakoj tacki.

Koliko je elektrostati¢ko polje u tacki A u okolini nekoliko tackastih naelektrisanja?

— Elektrostaticko polje u tacki A jednako je vektorskom zbiru elektrostatickih polja koja
stvaraju pojedina naelektrisanja u tacki A (princip superpozicije). Na primer, u tacki A u okolini
tri tackasta naelektrisanja elektrostaticko polje je:

EA=EI+L32+LE3

Koja je jedinica za jacinu elektrostatickog polja?
N . V

- —ili —.
C
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ZADACT

1.2.1 a) Odrediti vektor jaCine elektrostatickog polja na rastojanju r=0,2m od tackastog
naelektrisanja
Q =410"C.

b) Ako se u tacku na rastojanju r=0,2m od tackastog naelektrisanja @ postavi tackasto
naelektrisanje @ = 610" C odrediti silu (njen intenzitet, pravac i smer) koja deluje na
naelektrisanje Q,?

c) Odrediti silu koja bi delovala na tackasto naelektrisanje @ = -6:10""' C postavljeno u istu tacku.

d) Uraditi isti zadatak pod a), b) i ¢) ako je Q, = -4-107"'C.

Resenje:
Vektor jacine elektrostatickog polja koje oko sebe stvara tackasto naelektrisanje @, na rastojanju
u vazduhu, jednak je:

r
gde je r, jedinicni vektor koji je uvek usmeren od naelektrisanja @ bez obzira na znak
naelektrisanja.

a) Zamenom brojnih vrednosti u izraz za vektor jacine elektrostatickog polja dobijamo:
- 2 4 .10-11 109 .4 .10-11
E=k-%-r}=9-109Nn; 4-10 2CFO:91O 4-10 NFO=9-109’11*2EF0=9EF0

r C* (0,2m) (2.10—1)2 C C C

Algebarski intenzitet jacine elektrostatickog polja je

9
Q]_>O o g E =9% i pozitivan je, pa se smer ovog vektora
T < poklapa sa smerom jedini¢nog vektora 7; - usmeren
le r > je od tackastog naelektrisanja kao Sto je prikazano
na slici 1.2.1.1. Uopste, elektrostaticko polje, koje
Slika I.2.1.1 stvara pozitivno tackasto naelektrisanje, je radijalno,

a vektor jacine -elektrostatickog polja je uvek
usmeren od naelektrisanja.

b) Silu koja deluje na tackasto naelektrisanje postavljeno u blizinu drugog tackastog naelektrisanja
mozemo izracunati primenom Kulonovog zakona, kao u zadatku I.1.1, ili preko vektora jacine
elektrostatickog polja, koji smo prethodno odredili. S obzirom da smo u ovom zadatku pod a)
odredili vektor jacine elektrostatickog polja u posmatranoj tacki, silu na tackasto naelektrisanje
@ odredujemo kao proizvod vektora jaline elektrostatickog polja i algebarske vrednosti
naelektrisanja:

F -E.0Q =9%F0-6-1011C=54-1011NF0.

Sila /-:2 je istog pravca i smera kao vektor £, jer je naelektrisanje @ pozitivno. Iz izraza vidimo da
se smer sile poklapa sa smerom jedini¢nog vektora 7, odnosno da je sila odbojna i da je jednaka
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sili /-:12 iz zadatka I.1.1. Dakle, s obzirom da su vrednosti naelektrisanja @Q; i @, iste kao u zadatku
I.1.1, kao Sto je ocekivano dobili smo isti rezultat. Vektor /-:2 je prikazan na slici 1.2.1.2.

Q>0 >0 O>0 Q<0

> =
‘ ‘ Fz ‘ o A ‘
[€ r

>
=1

Slika I.2.1.2 Slika I.2.1.3

c) Kada se u istu tacku postavi negativno naelektrisanje @, sila koja deluje na to naelektrisanje je:
Fy=F-Q, =97 (-6.10"C)=-54-10'N 7,

S obzirom da je naelektrisanje @ iste brojne vrednosti kao i naelektrisanje @ a suprotnog znaka,
sila /-:3 ima isti intenzitet kao sila /:'2 ali je suprotnog smera. Dakle, posto je naelektrisanje Qs

negativno, sila /-:3 je istog pravca a suprotnog smera od vektora jacine elektrostatickog polja £ u
posmatranoj tacki, kao Sto je prikazano na slici 1.2.1.3.

d) Zamenom brojnih vrednosti u izrazu za vektor jacine elektrostati¢ckog polja dobijamo:

- 2 (_q4.10-1t 109 .4.10-11
E:k-%-?o=9.109 Nm (-4-10 2c)FO:_g 10°-4 10N, N
(0,2m) (2 : 1()—1)2 C C
0 N . Algebarski intenzitet jacine elektrostatickog polja je
Ql< lo E E=-9 E, i poSto je negativan, smer ovog vektora je
< C

r suprotan od smera jedinicnog vektora 7, (uvek
[ > usmerenog od naelektrisanja) — vektor £ je usmeren ka
Slika 1.2.1.4 tackastom naelektrisanju kao Sto je prikazano na slici

1.2.1.4. Uopste, elektrostaticko polje, koje stvara
negativno tackasto naelektrisanje, je radijalno, a vektor
2>O jaCine elektrostatickog polja je uvek usmeren ka

Q<0
T_—»_« ﬁ naelektrisanju.
Sila koja deluje na naelektrisanje @ postavljeno u

posmatranu tacku je:

SlikaI.2.1.5
E.Q :—92@ 6-10'C = 54 .10°"'N 7,.

Sila koja deluje na naelektrisanje @ postavljeno u

Ql< O Q3< O posmatranu tacku je:
‘ T ‘ E F-=E. Q3_—9%F0 (-6-107tC)=54.10"N 7,
l: r »| )
Slika 1.2.1.6
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1.2.2 Koliki je intenzitet sile koja deluje na tackasto naelektrisanje Q = 10 pC koje se nalazi u tacki

u kojoj je jacina elektrostatickog polja £= 3 %?

Resenje:

Veza izmedu naelektrisanja postavljenog u elektrostaticko polje i elektrostaticke sile koja na njega

deluje je:

pa ¢emo intenzitet sile izracunati kao:
N

F:E~Q=3E-1O-10‘12C=3OpN.

1.2.3 Dva tackasta naelektrisanja @, =1 pC i @ = 3 pC nalaze se na rastojanju /i3 =5cm u

vazduhu.

a) Odrediti vektor jacine elektrostatickog polja u tacki A koja se nalazi na pravoj izmedu ova dva
naelektrisanja, a udaljena je od naelektrisanja @, za i, = 2 cm.

b) Odrediti silu (njen pravac, smer i intenzitet) koja deluje na naelektrisanje @ = 2 pC koje je

postavljeno u tacku A.

Resenje:
a)

Slika I.2.3.1

Elektrostati¢ka polja £, i £, odredujemo iz izraza:

Primeniéemo princip superpozicije na
elektrostaticko polje: ukupnu jacinu
elektrostatickog polja u tacki A dobi¢emo
kada vektorski saberemo vektor jacine
elektrostatickog polja £, koje u tacki A
stvara naelektrisanje @, i vektor jaCine
elektrostatickog polja £, koje u tacki A
stvara naelektrisanje Q. Vektori £, i
E,, kao i rezultujuéi vektor £, prikazani
su na slici 1.2.3.1.

_ 2 1.10-12 109 .10-12

£ k-9 ;i _g.qoeNmt 1107C . 910 10N ) N
Iy C* (2.102m) 4.10* C C

_ 2 4 10-12 109 .2.10-12
e C* (3.102m| 910 C C

gdeje r,s=r;—Hh,=5cm-2cm=3cm.
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Vektor jacine elektrostatickog polja u tacki A je:

= =R N N N, = N . N .. N .

gde smo kao u zadatku I.1.3 iskoristili Cinjenicu da je 7y, = —ry;, jer su to jedinicni vektori istog
pravca a suprotnog smera, kao sto se vidi na slici 1.2.3.1.

b) S obzirom da nam je poznat vektor jacine elektrostatickog polja u tacki A, silu na naelektrisanje
@ postavljeno u tu tacku izrac¢unavamo kao:

F,=E, Q,=75—="r;3-2-1072C=15-10"N7,; =15pN 7,;.

Dakle, rezultujuéa sila na naelektrisanje
@ je intenziteta 15pN i usmerena je ka
naelektrisanju @ (smer sile se poklapa
sa smerom vektora jacine

elektrostatickog polja £,, jer je

naelektrisanje @, pozitivno). Ovo je isti
rezultat kao Sto smo dobili u zadatku
1.1.3 (vektori ry; i ry;, su jednaki, jer

su to jedini¢ni vektori istog pravca i
Slika 1.2.3.2 smera, kao $to se vidi sa slika I.1.3.1 i
1.2.3.1).

1.2 Elektrostaticko polje - ZADACI 15



1.3 ELEKTROSTATICKI POTENCIJAL
TEORIJSKA OSNOVA

16

Sta je elektrostaticki potencijal neke tacke?

— Koli¢nik elektrostaticke potencijalne energije probnog naelektrisanja u toj tacki i njegove
koli¢ine naelektrisanja.

We

o

V:

Kako se izracunava u opstem slucaju?
— Kao linijski integral vektora elektrostatickog polja duz bilo koje putanje, racunato od tacke
Ciji potencijal trazimo pa do referentne tacke.

R
Vo=[E-d
A

Sta je referentna tacka?

— To je tacka u odnosu na koju se elektrostaticki potencijal odreduje. Ona se moze
proizvoljno izabrati, ali se najcesce za referentnu tacku uzima tacka u beskonacnosti.

—  Cesto se ta tacka zove i tatka nultog potencijala.

A zasto?
— Zato Sto je elektrostaticki potencijal referentne tacke 0V.

Kako se izraCunava elektrostaticki potencijal neke tacke A na rastojanju ry tackastog
naelektrisanja @?

A dre, Iy

V, 1 @

Koja je jedinica za elektrostaticki potencijal?
- Volt [V].

Sta je razlika elektrostatickih potencijala?

— Napon.
UAB = VA _VB

Zasto je uopste uvedena razlika potencijala kao potpuno nova fizicka veli¢ina?
— Zato Sto elektrostatickih potencijal zavisi od izbora referentne tacke, a napon ne.

R R R B R B B
Vs v, =jE-d7—jE-d7=IE-d7—(—jE-d7J:jE-d7+jE-d7=jE-df:UAB
A B A R A R A

Koja je jedinica za napon?
- Volt [V].
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B B A
Ug=|E d =—(—J'E~d/]=—J'E~d/ = —Up,
A A B
Na primer, ako je napon U,, =10V, onda je napon U,, = -10V. Ako je napon Uy, =-50V,
onda je napon Uyy =50V.

Sta je ekvipotencijalna povrsina?
— Povrsina Cije su sve tacke na istom potencijalu.

Primer: C
1 Q

V. = X

A dre, r V
1 Q

V, = X = V, =V, =V

B 4rne, r A B ¢
1 Q

V. = it

¢ 4rey r A

B

Posto su sve tacke ove sfere na istom rastojanju od naelektrisanja @, onda je i njihov
elektrostaticki potencijal isti. Zato ova sfera predstavlja ekvipotencijalnu povrsinu.
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ZADACT

1.3.1 Odrediti potencijal tacke koja se nalazi na rastojanju 1 = 0,2 m od tackastog naelektrisanja
Q. = 410" C u odnosu na referentnu tacku u beskonacnosti.

Resenje:
Potencijal je skalarna veli¢ina. Elektrostaticki potencijal koji stvara tackasto naelektrisanje
Q. =410 C na rastojanju » = 0,2 m od njega dobija se po formuli:

2 -11
=k _g.q0o N 420°C 0y
n C 0,2m

Dakle, pozitivho naelektrisanje stvara pozitivan potencijal u prostoru oko sebe.

1.3.2 Odrediti potencijal tacke koja se nalazi na rastojanju » = 0,4 m od tackastog naelektrisanja
@ = -610™' C u odnosu na referentnu tatku u beskonaénosti.

Resenje:
Primenjujuci formulu kao u prethodnom zadatku dobijamo elektrostaticki potencijal posmatrane
tacke:

2 -11
%zk&:9.1o9N“2 610 7C_ 35y,
r C 0,4m

Negativno naelektrisanje stvara negativan potencijal u prostoru oko sebe.

1.3.3 Odrediti potencijal tacke koja se nalazi na rastojanju /» = 0,2 m od tackastog naelektrisanja
Q. = 410" C i na rastojanju 5» = 0,4 m od tackastog naelektrisanja @ = -6:10"' C u odnosu na
referentnu tacku u beskonacnosti.

Resenje:

U ovom zadatku primenicemo princip superpozicije na elektrostaticki potencijal. Elektrostaticki
potencijal je skalarna veli¢ina pa se ukupan potencijal u nekoj tacki dobija kao algebarski zbir
potencijala koje u toj tacki stvaraju pojedina naelektrisanja:

V=V +V,=18V+(-1,35V)=0,45V,

gde su V; i V, potencijali koje smo odredili u zadacima 1.3.1 i .3.2.

1.3.4 Tri tackasta naelektrisanja Qy = 10 pC, @& =-10 pC i Q- = 10 pC nalaze se u vakuumu u
temenima jednakostrani¢nog trougla stranice a= /3 m. Odrediti potencijal u centru (teZistu)

trougla.

Resenje:

Na slici 1.3.4.1 prikazan je raspored naelektrisanja. Teziste trougla je mesto preseka tezisnih linija
trougla (linija koje spajaju teme sa srediStem naspramne stranice). Kod jednakostrani¢nog trougla
teziSne linije se poklapaju sa visinama. Poznato je iz matematike da teziste deli teziSnu liniju u
odnosu 1:2, kao i da je visina jednakostranicnog trougla 4 = a+/3/2. Odatle zakljucujemo da je

18 1.3 Elektrostaticki potencijal - ZADACT




Iy =1 =I¢ —zhzg-aﬁzaﬁz ﬁmﬁ:lm.
3 3 2 3 3
QC Potencijali koje u teziStu trougla stvaraju naelektrisanja
Qv i & su:
2 -12
Vy =k @a —g.100 NM" 10-10°C _ 5 59y,
I C 1m
I'c 2 12
. Vg =k Do _g.102 N Z10-107C _ 59y,
Iy C 1m
2 -12
A s Ve =k e 9109 N7 10-1077C gy,
e C 1m
QA QB pa je ukupan potencijal u tezistu trougla:
Slika I.3.4.1 V =V, +Vg +V =0,09V+(-0,09V)+0,09V =0,09V.

1.3.5 Odrediti napon izmedu tacke koja se nalazi na rastojanju n =0,1 m od tackastog
naelektrisanja @ = 3 nC i tacke koja se nalazi na rastojanju »» = 0,2 m.

Resenje:
Potencijal prve tacke je:
2 -9
v =k -9.109 MM 310 °C o5y,
n C 01m
a potencijal druge tacke je:
2 -9
v,k Q _g.10o Nm? 3-10°°C

=135V.
r C’> 02m

Napon izmedu dve tacke predstavlja razliku potencijala te dve tacke, pa je napon jednak:
U, =V, -V, =270 V-135V =135 V.

I.3.6 Dva mala naelektrisana tela naelektrisanja Q. = 4 pC i @ = 2 pC, nalaze se u vazduhu na
rastojanju = 30 cm, kao na slici.

a) Odrediti vektor jacine elektrostatickog polja u tacki A koja se nalazi na pravoj izmedu ova dva
naelektrisanja, a udaljena je od naelektrisanja @, za = 20 cm.

b) Odrediti vektor jacine elektrostati¢kog polja u tacki B koja se nalazi na pravoj koju odreduju ova
dva naelektrisanja, sa strane naelektrisanja @,, a udaljena je od njega za » = 10cm.

c) Odrediti potencijale tacaka A i B.
d) Odrediti napon Upg. Koliki je napon (gsa?

e) Odrediti silu (njen pravac, smer i intenzitet) koja bi delovala na naelektrisanje @,x = 1 pC kada
bi se postavilo u tacku A.

f) Odrediti silu (njen pravac, smer i intenzitet) koja bi delovala na naelektrisanje @, = -1 pC kada
bi se postavilo u tacku B.
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Q 5

ry I
<
P
Resenje:
a)
- - = -
Ql 101A Ey A  Ey Toa QZ
4 Y
-
ry
-
P
Slika 1.3.6.1

Na slici 1.3.6.1 prikazan je vektor jatine elektrostatickog polja u tacki A (£,), kao i njegove dve
komponente £,, i £,,, koje poti¢u od naelektrisanja Q, i Q:

R -12 9 12
EM:,(Q rmA_glogNn: 4-10#C - _9-10 410 N: _ooN7
A’ ¢ po.0mp ™ 4107 C C
2 Qz _ s Nm? 2.107%C . _9 10°.2.107% N -

gde su 7y, i 7y, jedinicni vektori koji su usmereni od naelektrisanja @, odnosno naelektrisanja
O ka tacki A.

Kao u zadatku I.2.3 vektor jaCine elektrostatickog polja u tacki A dobijamo vektorskim zbirom
vektora£,, i £,,:

N .
E, —EA1+EA2 —09(:”01A+18 Foan —09C( rOZA)+18Cr02A _09C oa = 0,9 =714,

C C

Dakle, vektori £ Ay L-:A2 su istog pravca a suprotnog smera, pa je intenzitet rezultuju¢eg vektora

E, jednak razlici intenziteta vektora £,, i £,,, a smer mu se poklapa sa smerom vektora veceg

intenziteta, u ovom slu¢aju vektora £,,.

b) Na slici 1.3.6.2 prikazan je vektor jacine elektrostatickog polja u tacki B (L-:B ), kao i njegove dve
komponente, £g, i £g,, koje poticu od naelektrisanja Q; i Q::

= Nm* 4.10°C . 9:10°-4-10 N _ N .
Egy = k'Lz Toss = 9-10° > = - —lois = 0,225 — o,
(r+n,) C (40 10° m)z 16-10 C C
Q P s Nm? 2.1072C . 9.10°.2-10" 12NA N .
EBZ = k rzz OZB = 9 10 Cz (10 ‘ 10_2m)2 rOZB - 1 10 2 C OZB - 1 8 C rOZB
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fois 1 oo SU jediniCni vektori koji su usmereni od naelektrisanja @;, odnosno naelektrisanja @, ka
tacki B.

2 7 i 0B :
T YT =
[l r Lol ,_2 »

Slika 1.3.6.2

Vektor jacine elektrostati¢kog polja u tacki B dobijamo vektorskim zbirom vektora £g; i Eg, :

.. N - N - N - N - N - N -

gde vaZi da je 7y = Fop -

c) Potencijal koji u tacki A stvara naelektrisanje @, je:

2 -12
Vi =k =910 NI 410 7C _ 44
n C° 20-10°m
Potencijal koji u tacki A stvara naelektrisanje @ je:
2 -12
v, —k—%2 _g.10o N 2:107°C 44y,

r-n C* 10-107°m
pa je ukupni potencijal u tacki A:
Potencijal koji u tacki B stvara naelektrisanje @ je:

2 -12
Qg 4o N 4:107°C

Vo, =k =0,09V.
T r+n C2 40-102m
Potencijal koji u tacki B stvara naelektrisanje @, je:
2 -12
v, = k@2 _g.10e N 2:107°C _ 55y,

r, C* 10-10°m
pa je ukupni potencijal u tacki B:
d) Napon Uas je jednak razlici potencijala tacaka A i B:
Uy =V, —V =0,36 V-0,27 V = 0,09 V
Napon (ks je jednak razlici potencijala tacaka B i A:

e) Na osnovu poznatog vektora jacine elektrostatickog polja u tacki A, L-:A, sila koja deluje na
naelektrisanje @ postavljeno u tacku A je:
’EA = EA ’QpA = 019 % _;)ZA '1'10_12(: = 0/9 : 10_12N FOZA = 0/9 pN FozA = —019 pN F01A-

Dakle, sila /-:A je istog pravca i smera kao vektor £ A, jer je naelektrisanje @ pozitivno.
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& Tosn QpA>O Toon %

o - —29 90
E. A

Slika I.3.6.3

f) Sila koja deluje na naelektrisanje @ postavljeno u tacku B u kojoj je jaCina elektrostatickog
poja £ je:
Fy =Eg-Qu =2,025 %FMB (-1:102C) = -2,025 102N 7y = 2,025 pN 7y = ~2,025 pN 7 .

Sila /-:B je suprotnog smera od vektora E'B , jer je naelektrisanje Qs negativno.

Q& @& 7 Goe<0
01B - OEB
o s .
B Eq

Slika I.3.6.4

I.3.7 Uraditi prethodni zadatak za vrednosti naelektrisanja @, = -4 pCi @ = 2 pC.

Resenje:
Razlika u odnosu na prethodni zadatak je u znaku naelektrisanja @;, pa su samim tim komponente
vektora elektrostatiCkog polja koje poticu od ovog naelektrisanja, istog pravca i intenziteta, a

suprotnog smera u odnosu na prethodni zadatak.

a)
- = > >
Ql fo1a 1@2 ) Epq A F02a QZ
' J
r
-t
p
Slika 1.3.7.1
E. - k.9 7 _g.qgoNm® =4-107%C . G gN-
Al — T loia — : 01A — VY7 T 701A
r’ C* (20-102mf C
Nm? 2-107%?C . N _

L':Az =k <% 2 T =9-10°
(r-n)

= = = N - N - N, . N - N - N
Eyn=Ep+Ep= _OIQEfmA +1,8 ErOZA =-0,9 E(_ fozA)+1:8 ErOZA =2,7 ErOZA = _2:7E To1a

> Foon =1,8 ErOZA

C* (10-10?m)
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T ! A Q‘ > 7% B :
- P EB& EBZ
[ - L r >
Slika 1.3.7.2
= . Nm? -4-107C - N
(r+nr) C* (40-10 m)
- . Nm? 2.107%C
r C* (1010 m)2

= N - N - N N -

s Nm? —4.1072C

&
c Vi =k =910 =018V
) ] C? 20-107%m
2 -12
vy — k-2 _g.qpoNM° 2:107°C 0y

r—rn C? 10-10%m

-12
Vo = k-9 _ 9102 NM* —4:107°C _
r+r C° 40-10“m

-12
ey = k%2 g 100 N 2:10° 2C
r C? 10-10°

Vi = Vi + V4 =-0,09V+0,18V =0,09V

=018V

d) Upg =V, —V =0V -0,00V = -0,09 V

e)
& Tosn QpA>O Toon <
@ > << d— <0
E, A
Slika 1.3.7.3
N -

Fo=Ep-Qun=27= c o1 1072C=2,7-10"2N 7, =2,7 pN 7y = 2,7 PN Fips
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f)
- - <
Ql 018 22 028 QpB 0
H - > 3 y >

B Eg

Slika I.3.7.4

Fo = Eg - Qpg =1,575 C foue -(— 1.1072C)= ~1,575-10"2N 7y = —1,575 pN 7y = 1,575 pN 7o

1.3.8. Tri tackasta naelektrisanja @ =2nC, @ =-5nC i & =10 nC nalaze se u vakuumu u
temenima kvadrata stranice a = 10 cm.

a) Odrediti potencijal ¢etvrtog temena kvadrata.
b) Odrediti razliku potencijala izmedu Cetvrtog temena kvadrata i centra kvadrata.

c) Nacrtati i izraCunati komponente elektrostatickog polja u tacki D koje poticu od pojedinih
naelektrisanja.

Resenje:
D ng %)30 Qg
< «0C
b3 =2
E D2 ..
0
9 ",x',z’ \‘sss\‘
Ir 01D F0>20\\
A @B
Ql QZ
Slika I.3.8.1

a) Obelezimo temena kvadrata kao na slici 1.3.8.1. Potencijal ¢etvrtog temena kvadrata, D, je:

Vo =Voy + Vo + Vo =k L 4 k@2 4@ _ @ @ +k&:£[@+&+03j=
p1 o2 Ip3 a ENG) a a V2

9.10° M

-9
2.10°c+ > 10°C

SR Ol +10-10°C|=9-10(2-3,54 +10)-10°V =761 V..
10-107°m 2 J ( )
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b) Centar kvadrata, obelezen sa O, polovi dijagonale kvadrata. Potencijal centra kvadrata je:

& & % Q& @ % k
Vo =Vo; +Vo + Vo3 =Ak——+k—=+ k== =k + k +k = Q +Q, +Q;)=
0] o1 02 03 f01 /’02 ro3 a\/i a\/i a\/i aﬁ( 1 2 3)
2 2 2 2
9.10° N’
— € (2.10°C-5.10°C+10-10°C)=1,27-10" - 7.10°V =889 V..
10-102my2
2

Napon izmedu tacaka D i O je:

c) Na slici 1.3.8.1 prikazane su i komponente elektrostatickog polja koje poticu od pojedinih
naelektrisanja:

B, o, - Q - g Nm*> 2.107°C . N -
Epy=k-—L . Fp=k-<L.7,,=9-10 foip = 1800 — 7o4p,
ol 2’ C* (10-102mf c
- . . . Nm? -5.10°C . N
Ebzzk‘Q_Zz"sz:k—Qz "‘ozozkQ_Zz"’ozozg‘lo9 2 S rOZD:_ZZSOErOZDI
Rl T
B, 0, - Qs - Nm? 10-107°C . N
Fog a C* (10-10?m]

1.3.9. Ako je napon izmedu tacaka A i B, Uss = 10V, a napon izmedu tacaka B i C, lkc = 3V,
koliki je napon Uxc?

Resenje:
Napon izmedu dve tacke jednak je razlici potencijala izmedu te dve tacke.
UBC :VB_VC =3V
Upe =V Ve =V Vg =V + Vg =Vp Vo )+ (Vg V)= Upg + Uge =10V +3V =13V
U poslednjem izrazu smo dodali i oduzeli potencijal tacke B, lg, ¢ime nije promenjena vrednost
izraza. KoriS¢enjem osobina komutacije za sabiranje (premestanje sabiraka) i asocijacije

(grupisanje sabiraka) dobili smo konacni izraz, prema kome je napon U jednak zbiru napona Upg i
Ukc.
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1.4 GAUSOV ZAKON
TEORIJSKA OSNOVA

26

Kako glasi Gausov zakon?

— Izlazni fluks vektora jacine elektrostatickog polja kroz bilo koju zamisljenu zatvorenu
povrsinu jednak je koli¢niku ukupnog slobodnog naelektrisanja obuhvaéenog tom povrsinom i
dielektricne konstante vakuuma &:

- g @
ds =€
iSEsgo

Sta se izra¢unava Gausovim zakonom?
—  Vektor elektrostatickog polja £ .

U kojoj sredini vaZi Gausov zakon?
— U vakuumu. Priblizno vazi i u vazduhu.

A u drugim dielektri¢nim sredinama?
— U drugim dielektri¢nim sredinama vazi uopsteni Gausov zakon.

Pa u ¢emu je razlika? Zasto dva zakona?
— Uopsteni Gausov zakon vazi za sve dielektricne sredine pa i za vazduh i vakuum. On
ukljucuje i polarizaciju dielektrika.

A kako glasi?

— Izlazni fluks vektora elektricne indukcije (dielektricnog pomeraja) D kroz bilo koju
zatvorenu zamisljenu povrsSinu jednak je ukupnom slobodnom naelektrisanju obuhvacenom
tom povrsinom.

§D-ds =

Koja su naelektrisanja slobodna?
— Na primer elektroni u provodniku.

Da li to znaci da postoje i vezana naelektrisanja?
— Da. To su ona naelektrisanja koja se izdvajaju uz samu ivicu dielektrika unetog u polje.
Vezana naelektrisanja su posledica polarizacije dielektrika.

Sta je polarizacija dielektrika?

— Pojava pri kojoj dolazi do razdvajanja centara pozitivnih i negativnih naelektrisanja u atomu
dielektrika. Od neutralnih atoma stvaraju se elektricni dipoli i orijentiSu se u smeru polja u koje
smo uneli dielektrik, kao Sto je prikazano na slici. Spolja gledano pozitivni i negativni krajevi
susednih dipola u dielektriku se poniStavaju. Ostaju neponistena samo vezana naelektrisanja u
sloju dielektrika neposredno uz povrsinu. Negativna su u onom sloju koji je najbliZi pozitivnom
izvoru polja, a pozitivna naelektrisanja su na suprotnom kraju dielektrika (koji je najblizi
negativnom izvoru elektrostatickog polja).
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o Sta je vektor elektri¢ne indukcije?
— Vektorska veli¢ina koja objedinjuje vektor polja i polarizaciju dielektrika unetog u polje.

e U linearnim homogenim dielektricima vektor elektricne indukcije D linearno zavisi od vektora
jacine polja £, a linearnost je izrazena preko apsolutne dielektricne konstante &

D=¢-E
E=¢gy €&, gdeje ¢ apsolutna dielektricna konstanta,
& dielektricna konstanta vakuuma i vazduha,
& relativna dielektri¢na konstanta.

e Koje su jedinice za ove tri dielektri¢ne konstante?
2

— Jedinica za dielektri¢nu konstantu vakuuma & je > li %

m

— Relativna dielektricna konstanta & je neimenovan broj. Znaci nema jedinicu.

— Samim tim se iz formule vidi da je jedinica za apsolutnu dielektricnu konstantu & ista
c? F

kao za &, dakle > il —.
m
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ZADACT

1.4.1. Odrediti vektor jacine elektricnog polja u okolini beskonacne tanke ravnomerno
naelektrisane ploce u vazduhu.

Resenje:

Pretpostavimo da je ploca pozitivno naelektrisana. Plo¢a je beskonacna, a naelektrisanje je
ravnomerno rasporedeno po plodi i linije vektora jacine elektricnog polja normalne na plocu, a
vektor £ je usmeren od ploce (pozitivno je naelektrisana). Intenzitet vektora £ je isti u svim
tatkama, tj. polje je homogeno. Dakle, odredili smo pravac i smer vektora £ . Da bismo odredili
intenzitet ovog vektora primeniéemo Gausov zakon. Odredi¢emo najpre povrSinu S kroz koju
odredujemo fluks vektora £, jSL-: -dS . To moze biti bilo koja zatvorena povrsina, ali ¢emo izabrati

S

takvu povrsinu kroz koju je najlakSe odrediti taj fluks. Jedna takva povrsSina je valjak koji probija
plocu, a ¢iji omotac je normalan na plocu i osnove paralelne sa plo¢om, kao Sto je prikazano na
slici 1.4.1. Vektor dS ima intenzitet koji je jednak povrsini dS, pravac je normalan na povrsSinu ds,
a usvojeno je da je uvek usmeren od zatvorene povrSine S. Vektor normale 77 je vektor Ciji je
intenzitet jednak 1, pa je dS =7 -dsS .

+
+ t o4
N
+ + +
+ + + +
+ + + +
+ + " + + +
o T ot +
+ gjﬁ + +F\ -
2
:E)/ [ A n R A R N E;
s OB+ +
S + . +
+ + + +
+ +
+ + +
+ o,
oy
+

SlikaI.4.1.1
Integral ifb: .dS re$avamo tako $to valjak podelimo na tri povréine, dve osnove i omotac:
S

§E-dS= [E-dS+ [E-dS+ [E-dS =

S 551 552 So
I | I | - 0
= J.E‘ds-ccﬂgfr{l% IE-dS‘cM+ jE-dS-cM.
5B1 582 SO

S obzirom da je vektor £ paralelan sa omotadem valika ugao izmedu vektora £ i ds jednak je
% , pa je kosinus jednak nuli. Vektor £ je normalan na osnove valjka pa je ugao izmedu vektora

E i dS jednak nuli, a kosinus je jednak jedinici. Dakle, fluks je:

S, SB, Sg, Sg, Sg, Sg,

J'E-d5+ jE-ds_Ejd5+Ejd5_E[jd5+ jds}—ZE-S,
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gde je intenzitet vektora £ izvuen ispred integrala jer je konstantan. Intergral J'dS predstavlja
Se

zbir elementarnih povrsina dS po povrsini osnove valjka S, pa je integral upravo jednak povrsini

.

Sa desne strane jednakosti Gausovog zakona nalazi se koli¢ina naelektrisanja obuhvacéena
povrsinom S podeljena dielektricnom konstantom vakuuma &:

2F. 529
)

odakle se dobija izraz za intenzitet elektricnog polja oko beskonacne naelektrisane ravni:
_AQ _ o
25, 2g,
U ovom izrazu o predstavlja povrSinsku gustinu naelektrisanja i jednaka je koli¢niku naelektrisanja i

povrsine koja obuhvata to naelektrisanje. Jedinica za povrsinsku gustinu naelektrisanja je %
m
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1.5 PROVODNICI
TEORIJSKA OSNOVA

e Sta su provodnici?
— Vrsta materijala u kojima i na sobnoj temperaturi postoji veliki broj slobodnih nosilaca
naelektrisanja.

e Postoje provodnici prve i druge vrste. Provodnici prve vrste su metali, a nosioci naelektrisanja u
njima su elektroni. Provodnici druge vrste su elektroliti. Elektroliti su rastvori kiselina, baza i
soli. Nosioci naelektrisanja u njima su joni (pozitivni i negativni).

o Sta se dedava kada se metalna Sipka unese u elektrostaticko polje?
— U provodniku dolazi do razdvajanja pozitivnog i negativnog naelektrisanja uz samu povrsinu
provodnika (negativna naelektrisanja se izdvajaju prema pozitivnom izvoru elektrostatickog
polja). Ova pojava zove se elektrostaticka indukcija.
— Stvara se unutrasnje polje izmedu tih naelektrisanja. To polje se poniStava sa spoljasnjim
poljem tako da u provodniku nema elektrostatickog polja.

= E
elektrostaticko polje elektrostaticko polje
pre unoSenja metalne ploce nakon unoSenja metalne ploce

— Linije elektrostatickog polja menjaju pravac tako da ulaze u provodnik i izlaze iz njega pod
pravim uglom.

o Sta je Faradejev kavez?
— Metalni kavez zatvoren sa svih strana u kome kada ga unesemo u spoljasnje elektri¢no
polje nema polja. To je posledica Cinjenice da se u provodniku koji unesemo u spoljasnje
elektrostaticko polje unutrasnje elektrostaticko polje ponistava.

— Faradejev kavez sluZi za zastitu ljudi i opreme od uticaja elektricnog polja (groma i sli¢no).
Automobil je primer Faradejevog kaveza.

E
—> ——>
—> ——>
— ——>
%
— E=0b—

30 1.5 Provodnici - TEORIJSKA OSNOVA



1.6 KONDENZATORI
TEORIJSKA OSNOVA

e Sta je kondenzator?
— Kondenzator je sistem od dve provodne elektrode izmedu kojih je ubacen dielektrik.

e Kondenzatori se razlikuju po obliku, po vrsti dielektrika izmedu elektroda, po vrsti metala od
kog su napravljene elektrode.

e Koja je najvaznija karakteristika kondenzatora?
— Kapacitivnost.

e Od Cega zavisi kapacitivnost?
— Od oblika, dimenzija kondenzatora i vrste dielektrika u njemu.

e Kada se elektrode kondenzatora priklju¢e na razliku elektrostatickog potencijala doéi ¢e do
procesa njihovog naelektrisavanja. Ona elektroda koja je prikljutena na visi elektrostaticki
potencijal naelektrisate se pozitivno, a ona druga koja je prikljuéena na nizi potencijal,
naelektrisae se negativno. Taj prelazni proces naelektrisavanja kondenzatora trajace sve dok
se elektrode ne naelektrisu tolikom koli¢inom naelektrisanja da je zadovoljena relacija:

C=Q

U
Ova relacija vazi uvek i za sve tipove kondenzatora.

¢ &
l/1 VZ

v,>V,
Q>0
Q,<0

¢ Naelektrisanja na elektrodama kondenzatora su uvek jednakog intenziteta, a suprotnog znaka
Q1 = _Qz

nezavisno od oblika kondenzatora.

e Kada se kondenzator naelektriSe i odvoji od izvora napajanja na njegovim elektrodama ostaje
konstantan napon.

e Mi prouc¢avamo samo plocast kondenzator. U njemu je elektrostaticko polje homogeno Sto
znadi da je vrednost polja ista u svakoj tacki. Linije takvog polja su paralelne.
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VAZDUSNI PLOCAST KONDENZATOR

@ -Q

A 4

d P

e Elektrostati¢ko polje u kondenzatoru je:

E, = Q
£S5
e Napon na krajevima kondenzatora je:

U-EF.d=92 4

£,S
e Kapacitivnost kondenzatora je:
Q &S
C = — = —
U d

gde je : S povrsina elektrode
d rastojanje izmedu elektroda
& dielektri¢na konstanta vakuuma

PLOCAST KONDENZATOR SA
DIELEKTRIKOM
S Q -Q

Q (@
1
e B —

I
—
my
N

Yy

) 4

d

<«

o Elektrostaticko polje u kondenzatoru je:
Ff. @ __ @
£E-8S &£,5-S

e Napon na krajevima kondenzatora je:

v-.d-2a4-_°9 g4
e-S EoEo S
e Kapacitivnost kondenzatora je:
C=Q=8'5=€o€r'5
U d d

gde je : S povrsina elektrode
d rastojanje izmedu elektroda
£ apsolutna dielektricna konstanta
& relativna dielektricna konstanta

Kapacitivnost kondenzatora moze se povecéati ako se poveca povrSina elektroda, smanji
rastojanje izmedu elektroda ili upotrebi dielektrik sa Sto ve¢om dielektricnom konstantom.

Postoje kondenzatori sa ¢vrstim dielektrikom (papir, liskun, polimeri, keramike, staklo), te¢nim
dielektrikom (prirodna i sinteticka ulja) i gasovitim dielektrikom (vazduh).

Koja je jedinica za kapacitivnost?
— Farad (F).
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e Ponekad se kondenzatori povezuju u grupu.

e Sta znadi transfigurisati grupu kondenzatora?

REDNA VEZA
A G G B
CRE T -

A GG G g
L | [

PARALELNA VEZA

=0

MESOVITA VEZA
i
A G B
.—| |— | o
G
It

To znaci naci ekvivalentnu kapacitivnost kondenzatora koja bi zamenila celu grupu.

11,1 GG
Ce C, C, C,+C,

Karakteristika redne veze je da su elementi vezani u
istoj grani, Sto zna¢i da kondenzatori imaju istu
koli¢inu naelektrisanja na elektrodama, pod uslovom

da nisu bili optereéeni pre nego Sto su vezani u kolo.

1 1 N 1 N 1
Ce €, C, C;

C.. — c¢,c,C,
- c,Cc,+C,C,+C,C,

Cs=C,+C,

Karakteristika paralelne veze je da su elementi vezani

izmedu dve iste tacke, Sto znaci da je napon na njima
isti.

C — (Cz + C3 )Cl
e, +C,+C,
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1.7 ENERGIJA ELEKTROSTATICKOG POLJA
TEORIJSKA OSNOVA

34

Sta je energija kondenzatora?
— To je energija koju poseduje kondenzator. Jednaka je radu ulozenom za naelektrisavanje
elektroda kondenzatora. Energija kondenzatora moze se izraCunati prema obrascima:

2
w =—Q-U=—C-U2=10—
2 2U

Energija elektrostatickog polja moze da se izrazi i preko zapreminske gustine energije we:

w,=[w, av
4
gde je:
2
we=lDE=1 Ezzlp_
2 2 ¢

Koja je jedinica za energiju u elektrostatickom polju?
— Dzul [J].
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ZADACT
KAPACITIVNOST I ENERGIJA PLOCASTOG VAZDUSNOG KONDENZATORA

I.7.1. Odrediti kapacitivnost ploastog vazdudnog kondenzatora povrsine elektroda S = 20 cm?,
koje se nalaze na rastojanju d= 1 cm.

Resenje:
Kondenzator ¢ine dve provodne elektrode
izmedu kojih se nalazi dielektrik. Elektrode
su  naelektrisane  istom  koli¢inom
naelektrisanja suprotnog znaka. Plocast
7 kondenzator prikazan je na slici 1.7.1.1.
o Elektrode ploCastog kondenzatora su dve
metalne ploce istih dimenzija. Bez obzira
na debljinu elektroda uz primenu
Gausovog zakona i Cinjenicu da je
Q 'Q elektricno polie u provodnicima u
elektrostatici  jednako nuli, moze se
pokazati da je sve slobodno naelektrisanje
EO Q kojim su naelektrisane elektrode,
ravhomerno rasporedeno po  samoj
povrsini unutrasnjih strana elektroda kao
Sto je prikazano na slici 1.7.1.1a (sam
dokaz prevazilazi okvire ove knjige). Pri
FA tome su zanemareni ivicni efekti na
krajevima kondenzatora. Zbog toga to
9, povrsinsko naelektrisanje elektroda
< posmatramo kao beskonacno tanku
Q) %o naelektrisanu plo¢u kao u zadatku 1.4.1,
za jednu elektrodu pozitivho, a za drugu
negativno. Elektriéno polje u okolini takve
ploCe je homogeno, a linije polja su
normalne na povrSinu ploce, kao Sto je
prikazano na slici 1.4.1.1. Intenzitet

AN

Q0 . ©
=
e

-

\ 4

J

b)

\ 4

\4

v

0 d X
Slika I.7.1.1

elektriénog polja je:

o Q
Ep+=Ep—=2_=25 '
) &)

Posto je sve naelektrisanje rasporedeno u tankom sloju uz unutrasnje strane elektroda plocasti
kondenzator se predstavlja kao na slici 1.7.1.1b , kao da su elektrode beskonacno tanke.

Ukupno elektricno polje unutar i izvan plocastog kondenzatora dobijamo vektorskim sabiranjem
elektri¢nog polja od pozitivne elektrode, £, , i elektricnog polja od negativne elektrode, L-:p_.

p+ 7
Posto su polja istog pravca mozemo im algebarski sabrati intenzitete, ako su istog smera (kao
unutar kondenzatora), odnosno oduzeti ako su suprotnog smera (kao izvan kondenzatora).
Dolazimo do zakljucka da se polja izvan kondenzatora potiru, odnosno da, uz zanemarivanje ivicnih
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efekata, nema elektricnog polja izvan kondenzatora, a da je elektricno polje unutar
kondenzatora homogeno i ima intenzitet:

E, =Y

B &S
Grafik zavisnosti intenziteta elektricnog polja je prikazan na slici I.7.1.1c.

Napon izmedu plo¢a kondenzatora racuna se kao razlika potencijala elektroda, odnosno:
1

d d d d
0 0 0 0

.80

gde je dx vektor beskonacno malog intenziteta, a pravac i smer se poklapaju sa pravcem i
smerom Xx ose.

Kapacitivnost se definSe kao odnos naelektrisanja na elektrodama i napona izmedu elektroda:
c.Q_ 0 _, s
U

0d =%y
5'80

Zamenom brojnih vrednsti iz zadatka dobijamo kapacitivhost ovog kondenzatora:

-4 2
S _ggs.1g2 F 20:107m

C=c. >
b0y m 1.102m

=1,77 -107°F =1,77 pF.

1.7.2. Dve jednake metalne ploCe naelektrisane su jednakim koli¢inama naelektrisanja suprotnog
znaka, Q= 8 pC. PloCe su postavljene paralelno jedna drugoj u vazduhu, na medusobnom
rastojanju @ = 2 mm. Povrsina plo¢a je S = 20 cm?.

a) Nacrtati grafik zavisnosti elektri¢nog polja u zavisnosti od rastojanja od pozitivhe elektrode.
b) Odrediti napon izmedu ploca.
¢) Odrediti kapacitivhost kondenzatora.

d) Odrediti energiju kondenzatora.

Resenje:
Q

a) Ove dve metalne plo¢e, sa vazduhom izmedu njih, cine
vazdusni plocasti kondenzator. Prema prethodnom zadatku,

Q

— > elektricno polje postoji samo unutar kondenzatora i njegov
Eo > intenzitet je:
> -12
> Eqy = 05: 5.7 < _452 Y
£ 0 8,85.102 = .20.10"*m? m
A m
452 . , .
m b) Napon izmedu ploca kondenzatora je :
U=E, -d=452%.2-10-3m=0,904v.
0 d=2mm X:
Slika 1.7.1.2
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c) PoSto su nam poznati svi parametri kapacitivhost kondenzatora moze se racunati bilo preko
obrasca

Q 8.10C

C = =
U 0904V

= 8,85 pF,

bilo preko obrasca

o2 F 20-10m’

> 10%m - 8,85-107'°F = 8,85 pF.
. m

C=50§:8,85.1

d) Energija kondenzatora je:

w,-L0.0-1.8.10"2C.0,904 V = 3,616-10 21 = 3,616 p]
2 2

1.7.3. Odrediti energiju vazdudnog plotastog kondenzatora Cija je povrsina elektroda S= 10 cm?,
a rastojanje izmedu elektroda @ = 1 mm, ako je napon izmedu elektroda ¢/ = 5 V. Odrediti koli¢inu
naelektrisanja na elektrodama.

Resenje:
Na osnovu zadatih parametara moze se izraCunati kapacitivnost kondenzatora:

4.2
S _ggs.q02 F 10:107m

C=¢,=> = 8,85-107"2F = 8,85 pF.
“y 1.10°m g
Energija kondenzatora je :
W, = %C -U? =%-8,85 10"2F.(5 V)’ =11,06-10™3=110,6 pJ.

Koli¢ina naelektrisanja na plo¢ama kondenzatora je:

Q=C-U=8,85-10"2F.5V =44,25.10"12C = 44,25 pC

1.7.4. Energija plocCastog vazdusnog kondenzatora je W. =5 pJ. Kondenzator je prikljuéen na
napon U = 5 V. Rastojanje izmedu plo¢a kondenzatora je d = 2 cm. Odrediti:

a) jacinu elektri¢nog polja u kondenzatoru;
b) koli¢inu naelektrisanja na elektrodama;

c¢) kapacitivnost kondenztora.

Resenje:
a) v-fd = E=Y-_ >V _ypV
d 2.-10”m m
1 2W. 2.5.107%2]
b W. ==0U = e =2nC
) f 20 = Q 0 Y 2p
-12
o) c=-92_2107C_54.102F-04pF
U 5V
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1.7.5. Energija ploastog kondenzatora je W, = 25 pl. Kondenzator je prikljucen na napon
U=10V. PovrSina plota kondenzatora je S= 10 cm? Odrediti jacinu elektrichog polja u
kondenzatoru.

Resenje:
Zadatak se moze uraditi na dva nacina:
I nacin:
12
WeleU2 = C:2M§—225 102 J =0,5pF
2 U 100 V
C=6y2 = d=52-885 1012F%—1,77cm
d °c m 0,5-10“F
U=E-d = Ezgz 10V =565X
d 0177 m m
IT nacin:
1 W 2.25.107%]
W = — U = € = = 5 C
e = Q=7 10V P
-12
E_SQ = >-10°7°C F=565X
%0 10.10"m?-8,85.10°12 - m

TRANSFIGURACIJE GRUPE KONDENZATORA

1.7.6. IzraCunati ekvivalentnu kapacitivnost & grupe

kondenzatora prikazane na slici, ako je | |1
G =20nF, G=30nF, G=45nF, G = 15nF. A ) Q B
[ —
G
| |
i G
Resenje:

Ekvivalentnu  kapacitivnost odredivacemo postupno, zamenjujuéi grupe kondenzatora
ekvivalentnim kapacitivnostima:

G
— kondenzatori G i G su vezani paralelno pa je ekvivalentna A H B
kapacitivnost: — G G. *

34
Cyy =Cy +C, =45nF +15 nF =60 nF; | |
— kondenzatori G i G4 su vezani redno pa je: ICl‘1
) 1
Chny C, Cyy C, +C;,  30nF+60nF Cys4
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— kondenzatori G i Gss Su vezani paralelno pa je ekvivalentna

)

kapacitivnost: A I B
C. = Cppsa = C, + Cyas = 20 NF + 20 nF = 40 nF. :
1.7.7. [IzraCunati ekvivalentnu kapacitivnost & grupe C C C
kondenzatora prikazane na slici, ako je C= 30 pF. ——| }———{ }———{ }——
B
—@

A C

N -
C

HF

C
i

Resenje:
Zadatak reSavamo na isti nacin kao i prethodni. Izmedu tacaka A i B imamo dve paralelne grane:

— U jednoj se nalazi redna veza tri ista kondenzatora pa ako obelezimo ekvivalentnu kapacitivnost

ove grane sa G , vazi da je:
1 1 1 1 3 c

S R S = C =—==10pF;
¢, € C C ¢ 3

— U drugoj se nalazi paralelna veza tri ista kondenzatora pa je ekvivalentna kapacitivhost ove

grane:
C,=C+C+C=3C=90pF

Kapacitivhosti G i G su vezane paralelno pa je ekvivalentna kapacitivnost jednaka zbiru ove dve
kapacitivnosti:

C, = C, +C, =10 pF + 90 pF =100 pF.

1.7.8. Dva kondenzatora, G = 100 nF i G = 25 nF, vezana su paralelno i prikljutena na napon
Us =10V.

a) Odrediti koli¢ine naelektrisanja na pojedinim kondenzatorima, kao i koli¢inu naelektrisanja na
ekvivalentnom kondenzatoru prikljucenom na isti napon.

b) Odrediti energije pojedinih kondenzatora, kao i energiju ekvivalentnog kondenzatora
priklju¢enog na isti napon.

Resenje:

Ono Sto je bitno da se zapamti kod redne i paralelne veze kondenzatora jeste sledece:
— naponi na kondenzatorima koji su vezani paralelno su jednaki, a ukupna koli¢ina
naelektrisanja paralelne veze jednaka je zbiru koli¢ina naelektrisanja na pojedinim
kondenzatorima,
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— kolic¢ine naelektrisanja na kondenzatorima koji su vezani redno su iste (ovo vazi
pod uslovom da kondenzatori nisu bili optereceni pre vezivanja u kolo, a to ¢e biti slu¢aj u svim
ovim zadacima), a ukupan napon redne veze jednak je zbiru napona na pojedinim
kondenzatorima,

— energija sadrzana u ekvivalenthom kondenzatoru jednaka je zbiru energija
sadrzanih u pojedinim kondenzatorima analizirane grupe.

a) Na slici 1.7.8.1a prikazana je paralelna veza kondenzatora G i G, a na istoj slici pod b prikazana
je ekvivalentna kapacitivnost G.

m
[
A B A +ﬁe B
—— — < 1
i + Yre .
<+ [/AB »
a) b)

Slika I.7.8.1

Ekvivalentna kapacitivnost ova dva kondenzatora je:
C.=C +C, =100 nF+25nF =125nF.

Posto su kondenzatori vezani paralelno napon na oba kondenzatora je isti:
U =U,=Uy =10V,
pa su koli¢ine naelektrisanja na pojedinim kondenzatorima:
Q=U, C,=Uy-C,=10V-100-10°F =1 C,
Q,=U, C,=U,-C,=10V-25-10°F = 0,25 1C.

Koli¢ina naelektrisanja na ekvivalentnom kondenzatoru paralelne veze jednaka je zbiru koli¢ina
naelektrisanja na pojedinim kondenzatorima

Qe =Upg - Co =Upg(C + G,) = UpgCy +UpgC, = U G + UG, =@ + @, =1,25 4C.
(Iz ove Cinjenice se upravo i izvodi izraz za ekvivalentnu kapacitivnost paralelne veze.)
Dakle, vazi:

-6
Qe 12500°C_ 0
C. 125-10°F

b) Poznati su nam svi parametri (koli¢ina naelektrisanja, napon i kapacitivnost), pa za
izraCunavanje energije kondenzatora mozemo primeniti bilo koju od tri poznate formule za
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izraCunavanje energije. Posto je paralelna veza u pitanju najbolje je u izraz za energiju uvrstiti
zajednicki parametar — napon. Dakle, energije pojedinih kondenzatora su:

1 2 1

Wer =5 G Use =E-1oo-10*9F-(10v)2=5;u,
1 1 9 2
We =5C;- U =5 +25-10°°F- (10 V)" =1,25 /2.

Energija ekvivalentnog kondenzatora je:

1 1 1 1
ee ZECe Upg’ ZE(CI +C,)-Ups” ZEC1 Upg’ +EC2 Upg” =Woy +Wey =6,25 1.

1.7.9. Dva kondenzatora, G = 100 nF i G = 25nF, vezana su redno i priklju¢ena na napon
UAB = 10 V

a) Odrediti koli¢ine naelektrisanja na pojedinim kondenzatorima, kao i koliinu naelektrisanja na
ekvivalentnom kondenzatoru priklju¢enom na isti napon.

b) Odrediti napone na pojedinim kondenzatorima.

c) Odrediti energije pojedinih kondenzatora, kao i energiju ekvivalentnog kondenzatora
priklju¢enog na isti napon.

Resenje:
a) Na slici 1.7.9.1a prikazana je redna veza kondenzatora G i G, a na istoj slici pod b prikazana je
ekvivalentna kapacitivnost .

A ot He_ B A +|(‘|‘e B
| | e [ ||

+ (/AB < (/AB

a) b)
Slika 1.7.9.1

Za rednu vezu kondenzatora vazi da je:
1 1 1
_ + —_—y

C. G G

pa je ekvivalentna kapacitivnost:

C,C,  100nF-25nF

e: = :zonF-
C;+C, 100nF+25nF

Posto su kondenzatori vezani redno koli¢ina naelektrisanja na oba kondenzatora je ista i jednaka je
koli¢ini naelektrisanja na ekvivalentnom kondenzatoru:

Q=0,=0Q,=0Q,=Uy-C.=10V-20-10°F =200 nC.
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b) Iz izraCunatih koli¢ina naelektrisanja mogu se izraCunati naponi na pojedinim kondenzatorima:

_ @ _200-10°C _
Y7 C, 100-10°°F

!

_Q, _200-10°C _
> C, 25-10°°F

Kod redne veze kondenzatora ukupan napon na rednoj vezi kondenzatora jednak je zbiru napona
na pojedinim kondenzatorima:

Q, Q, _2 .2
U -%e_ & U, +U, =10V.
", 1 Qec C2 Qe HQe C2 e C2 1%
1 1
7+7
c, G,

(Iz ove Cinjenice se upravo i izvodi izraz za ekvivalentnu kapacitivnost redne veze.)

c) Poznati su nam svi parametri (koli¢ina naelektrisanja, napon i kapacitivnost), pa za
izraCunavanje energije kondenzatora mozemo primeniti bilo koju od tri poznate formule za
izraCunavanje energije. Posto je redna veza u pitanju najbolje je u izraz za energiju uvrstiti
zajednicki parametar — koli¢inu naelektrisanja. Dakle, energije pojedinih kondenzatora su:

2 2 -9cf
9 _Gn (200-10 Cg) =200 nJ,
2C,  2C, 2-100-10°F

2 2 9\
= Q, _ Qp _ (200'10 _E) =800n].
2C, 2G, 2-25.107°F

Energija ekvivalentnog kondenzatora je:

2 2 2
w,-9% -9 _g2 L)@’ %’y Ly 1000nI-1 .
2C, 5. 1 2C 2C2 2C, 2G,
1 1
- + -
G G
1.7.10. Veza kondenzatora prikazana na slici prikljucena je
P priklj j C1 Cz

na napon Uxs = 80 V. Kapacitivnosti kondenzatora su: [ [
G =15 pF, G = 30 pF, G = 30 pF,
C =60 pF, GG = 10 pF.

a) IzraCunati ekvivalentnu kapacitivnost veze C.

b) Izracunati napon Uk na kondenzatoru G.

¢) IzraCunati energiju W, kondenzatora G.
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Resenje:
a) Kondenzatori G i G su vezani redno pa je:

1 1.1 = = G,C, _ 15pF-30pF 10 pF.
Kondenzatori GG i G su vezani redno pa je:

LZLJFL S G- C5C, :30pF.60pF:20pF.

Gy, G5 C, C;+C, 30pF+60pF

Grupe kondenzatora G, i G3 su vezane paralelno pa je ekvivalentna kapacitivnost:

Grupa kondenzatora G4 je vezana redno sa kondenzatorom G pa je:

1 1 1 1 C,>:,C 30 pF-10 pF
et T G Cme g 0
e 12345 1234 5 1234 T C5 pF +10 pF

7,5 pF .

b) S obzirom da smo izracunali ekvivalentnu kapacitivnost cele veze mozemo izracunati kolic¢inu
naelektrisanja @., koja bi se nalazila na ekvivalentnom kondenzatoru G:

Q.=Uy-C,=80V-7,5-10"?F =600 pC.

Posto vezu kondenzatora cini kondenzator G redno vezan sa grupom kondenzatora G»s4, koliCina
naelektrisanja na ova dva kondenzatora je zakode Q.:

Qs = Q134 = @ =600 pC.
Na osnovu toga mozemo odrediti trazeni napon na kondenzatoru G:

-12
Uy~ = & 600107
C;  10-10°%F

c) PoSto znamo napon (ps mozemo odrediti napon Uy, Sto je napon na paralelnoj vezi grupe
kondenzatora G, i Ga:

(Vezu izmedu napona Uas, Ubs i Unp izveli smo slicno kao u zadatku 1.3.9.)

Na osnovu ovog napona mozemo odrediti koli¢inu naelektrisanja na grupi kondenzatora G, koju
Cini redna veza kondenzatora G i G. Ta koli¢ina naelektrisanja ujedno predstavlja koli¢inu
naelektrisanja na pojedinim kondenzatorima:

Qu=0Q =Q,=Uy -Cy, =20V -10-10"F = 200 pC.

Odatle dobijamo trazenu energiju na kondenzatoru G:

@’ _ @, _(200-10cf

— =666,7 p]
275, T 2C, T 2.30.10 F P
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na napon (ks = 60 V. Kapacitivnosti kondenzatora su:

1.7.11. Veza kondenzatora prikazana na slici prikljuena je C’;l Ci
I | |
!

e Q)

!
G =10 pF, G =30 pF, G = 12,5 pF,
A _I2 B
G = 10 pF, G = 20 pF. G G
a) IzraCunati ekvivalentnu kapacitivnost veze C. I I I
b) IzraCunati napone, koli¢ine naelektrisanja i energije svih UBA +
kondenzatora. < q
Resenje:
a) Ekvivalentnu kapacitivnost odredujemo postupno, kao u prethodnim zadacima:
1 1.1 Cpy = €6, _10pF-30pF ;5 ¢
C, ¢ G C,+C, 10pF+30pF
1 1 1 . 1 o C.=Crpps = Ci23Css _ 20pF-30pF _ 2 pF
Ce Cioms Gz Cys Cip +C4s 20 pF+30 pF

b) PoSto znamo napon (ks i ekvivalentnu kapacitivnost & mozemo odrediti koli¢inu naelektrisanja
na ekvivalentnom kondenzatoru:

Q. = Ug, -C, =60V -12-10"*F = 720 pC.

Ekvivalentni kondenzator G cini redna veza grupe kondenzatora Ga; i Gs, pa Ce izraCunata
koli¢ina naelektrisanja biti ujedno i koli¢ina naelektrisanja na kondenzatorima G i Gs:

Q13 = Qs = Q. =720 pC.

Na osnovu poznate koli¢ine naelektisanja na kondenzatoru Cs odredujemo napon na tom
kondenzatoru, koji je istovremeno napon na paralelno vezanim kondenzatorima G i G:

-12
Uy =Us =Ugp = < :Q45 _720-10° °C =24V.
Css Cu  30-107%%F

Koli¢ine naelektrisanja na ova dva kondenzatora su:
Qs =Us -Cs =Upy -C5 =24 V-20-107°F = 480 pC,

a mora da vazi (Sto je provera da li smo negde pogresili):
Qus = @, + Qs =240 pC + 480 pC = 720 pC.

Posto znamo sve parametre kondenzatora G i G energiju mozemo racunati pomocu bilo koje
formule za energiju, na primer:

W., :%Q4U4 =%-240~10'12c-24 V=288n],
1 1 12
W,s :EQ5U5 :5-480-10 C-24V=5,76n].
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Napon na kondenzatoru (s, odnosno na paralelno vezanim kondenzatorima G, i G, dobijamo
osnovu poznate koli¢ine naelektrisanja:

-12
Uy =Upy = e -G 72010 °C 54,

C123 C123 20 * 10_12F
(Proveravamo da vazi Ug, = Upp +Ugp =36V +24V =60V .)

Tada je koli¢ina naelektrisanja na kondenzatoru G:
Qs =U; -C3=Up, -C3=36V-12,5-10"2F = 450 pC,

pa je energija:

We =5 QU = 2+450-1072C-36 V = 8,1n] .

Koli¢ina naelektrisanja na kondenzatoru G, odnosno redno vezanim kondenzatorima G i G, je:
Q=@ =@, =Uy €, =36V-7,5-10"F =270 pC,
pa su naponi na pojedinim kondenzatorima:

-12
C, C, 10-10°2F

_Q, @, _270-107"°C _

*°C, C, 30-102F

Nna

pri ¢emu treba voditi racuna da su pozitivni krajevi napona na svim kondenzatorima sa desne

strane kondenzatora (napon Ug, je pozitivan).
(Proveravamo da vazi:
Q. = Qip3 = Qi + Q5 =270 pC +450 pC = 720 pC .)

Energije su:
W, = %Qlu1 =%-270-10'12C-36 V=4,86n].
1 1 12
w,, =EQZU2 =E-27O-10 C-9VvV=1,215n].
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1.7.12. Veza kondenzatora prikazana na slici prikljucena Ci
je na napon Uxs = 50 V. Kapacitivhosti kondenzatora su: |

G = 20 pF, G = 12 pF, G = 40 pF, A G D
G = 18 pF, G = 15 pF. I 1 G

°w

a) IzraCunati ekvivalentnu kapacitivnost veze C. I I

b) Izracunati napon U; na kondenzatoru G. @

c) IzraCunati energiju W.4 kondenzatora G. I I

+ UAB
Resenje:
2) 1101 C, - CsC4 _ 40 pF-18pF _12.41 pF
Cy, C, C, C,+C, 40pF+18pF
L1, 1 o Gl 20pF-2442pF 0
Cisa €, Cy B4 +Chry 20 pF + 24,41 pF
b) Quo3q = Q1 = O34 = Upp - Cip34 =30 V-11-107°F = 550 pC
-12
U, = Uy 2&2 Qi34 _ 550-10 12 C 275V
c) Upg =Upg —Upp =225V

Qs = Qs = Q, = Upg - C34 = 22,5V 12,41 pF = 279,22 pC

Q2 Q2 (27922-102C

2
e4 — 1 ) = 2,16 nJ
2C,  2C, 21810 °F

1.7.13. Za kolo na slici poznato je:

& G
G =60uF, G =154F, __H___I%

G =104F, G = 30 4F, G = 15 /F. +Us,

Napon na kondenzatoru G je Us =5V Ci Cz}

doIS je elektrostaticka enengija k60ndenz,atora G _—‘ i—_—‘ i—_

W,, =45-107].

a) Odrediti kapacitivnost kondenzatora G. Jcﬁ

b) IzraCunati ekvivalentnu kapacitivnost veze C. I

c) IzraCunati napon Upg. __ﬁi_é B
o

46 1.7 Kondenzatori. Energija elektrostatickog polja - ZADACT




Resenje:
a) Na slici 1.7.13.1 prikazana je Sema kola iz

zadatka, na kojoj je jednostavnije sagledati veze ICI; ICIé
kondenzatora. Na osnovu poznatog napona na | | | |
kondenzatoru G odredujemo koli¢inu naelektrisanja + U6
na ovom kondenzatoru. Posto su kondenzatori G i Q - 7
4

G vezani redno koli¢ine naelektrisanja na njima su C|1
iste: A

Qs =Qs =Qss =Ug -Cs =40 V -15-10°F = 600 £C

mll

Iz poznate kolicine naelektrisanja odredujemo H
napon na kondenzatoru G:

Qs _ Qs _600-10°C_ ..\ Slika 1.7.13.1
C5 C5 30-10_6F

U5:

Napon Upg odredujemo kao zbir napona Uk i Us (vodeci racuna o referentnim smerovima napona):
UDB =U5 +U6 =60V,
Iz poznate energije kondenzatora G, mozemo odrediti napon i naelektrisanje ovog kondenzatora:

-4
w,-tc, up = - |Me /2-45-106 I _30v,
2 C, 10-10°°F

Q,=C,-U, =10-10°F-30 V =300 «C.

Posto su kondenzatori G i G vezani redno, koli¢ina naelektrisanja na njima je ista, pa je:
Qs =04 =5 =300 ,C.

Kako je napon Uap jednak zbiru napona na kondenzatorima G i G, moZemo izraCunati napon na
otproniku G:

Na osnovu poznatog napona i koli¢ine naelektrisanja na kondenzatoru G, mozemo odrediti
njegovu kapacitivnost:

10-6
C'3=%=300 10 C=10,uC.
U, 30V
b) LZLJFL S G- C.Cq _ 30 uF-15 4F 10 4F
Cy C5 G Cs+C¢ 30 yF+15 4F
LZL_FL = C34: C3C4 = 1O'UF15'UF =5 uF
Gy G G, C;+C, 10 uF +15 4F

1 1 1 1 C,C 60 uF - 30 uF
=  C,=Clye = - 1-23456  _ H H

= = —_— +
Ce Cl 23456 Cl C23456

20 uF
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c) S obzirom da nam je poznata ekvivalentna kapacitivhost Gssse i napon Uxp ha toj kapacitivnosti
moZzemo odrediti ukupnu koli¢inu naelektrisanja:

Q3455 = Cozase - Upg =30-107°F-60 V = 1800 xC.

Kapacitivnost Gssse je vezana redno sa kondenzatorom G pa su koli¢ine naelektrisanja na njima
iste:

Q) = Qy3a56 = 1800 1C.

Iz poznate koli¢ine naelektrisanja na kondenzatoru G i njegove kapacitivnosti mozemo odrediti
napon na ovom kondenzatoru:

Uy = & = Qasse _ 1800-10;6C 30V
C, G 60-10°°F

pa je:
Upg =Upp +Upg =30V+60V=90V.

1.7.14. Kapacitivnosti kondenzatora vezanih kao na slici su:
G=20uF, G =20uF, G =104F,

G =15uF, G =30uF, G =10 4F. | | | | ||
I I

Napon na kondenzatoru G je Uy = 5 V. A ll+ [/1

UL, D | | B
v . . g *—
a) IzraCunati ekvivalentnu kapacitivnost veze Ce. C

b) IzraCunati napon Uss, kao i napone i koli¢ine I I4 | |
naelektrisanja svih kondenzatora. ) )
Resenje:
ay -1, 1.t gostioostioiloopl o -l —5uF
Cos G G G HF HF uF HF 0 Zi
! ,LlF
L:i_‘_i — C45: C4C5 :15'UF30'UF :10/uF
Ciozas = Cioz + Cys =5 pF +10 pF =15 4F
1 1 1 1 C15345C 15 4F 10 4F
= = +— D Ce=Cyss = o2 = A -6 uF
Ce Cimusg Cimas G Ciosas +Co 15 uF +10 4F

b) Zadat je napon na kondenzatoru G pa moZzemo odrediti koli¢inu naelektrisanja na tom
kondenzatoru. Posto je G vezan redno sa kondenzatorima G i G koliCina naelektrisanja na sva tri
kondenzatora je ista i jednaka koliCini naelektrisanja na ekvivalentnom kondenzatoru G,s:

Q=@ =Q;=0Q1»;=U,-C, =5V-20-10°F =100 «C.
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Iz poznate kolicine naelektrisanja odredujemo napone na kondenzatorima G i G:

Qy _ Qs _100-10°C
UZZ_: = =

C, C, 20-10°F

-6
Uy =% Gm 10010°C 4y,

C; C; 10-10°F
Napon Uxp odredujemo preko zbira napona U, Ui Us:
a to je ujedno napon na kapacitivnosti Cs, koju Cini redna veza kondenzatora C i G, pa odatle
odredujemo koli¢inu naelektrisanja:
1z poznate koli¢ine naelektrisanja odredujemo napone na kondenzatorima G i G:

Qs Qs 200-10°C
C, C, 15-10°F

U, = ~13,33V,

_ Qs _ Qs _200-10°C _

> G G, 30-10°°F
(Provera: U,y = U, +Us =13,33V +6,67V =20V .)

6,67 V.

Ukupna koli¢ina naelektrisanja na paralelnoj vezi kondenzatora Ga; i Gs jednaka je zbiru kolicina
naelektrisanja na pojedinim kondenzatorima, a to je ujedno i koliCina naelektrisanja na
kondenzatoru G koji je redno vezan sa ovom paralelnom vezom:

Q12345 = @23 + Q5 =100 £C + 200 £C =300 £C = Q.

-6
U, v, =% 300:10°C_ 0

Ce 10-10°°F

I.7.15. Kondenzatori kapacitivhosti C; = 10 pF,
C, =20 pF i G3 =50 pF vezani su u grupu kao na
slici. Odrediti:

| N . v 4G G | G
a) ekvivalentnu kapacitivnost veze C. izmedu tacaka +1 ¥ ¥ B
AiB;

b) napon U ako je naelektrisanje na pozitivnoj
elektrodi kondenzatora C; Q; = 100 pC. Takode
odrediti koli¢ine naelektrisanja na kondenzatorima G
i G.
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Resenje:

a) Tacka izmedu kondenzatora G i G spojena je provodnikom sa tackom B, pa je ta tacka istog
potencjala kao tacka B i zato je mozemo obeleZiti sa B (slika 1.7.15.1a). Isto tako, tacka izmedu
kondenzatora G i G spojena je provodnikom sa tackom A, pa je ta tacka istog potencjala kao
tacka A i obelezicemo je sa A. Dakle, jedna elektroda svakog kondenzatora je vezana za tacku A
(potencijala 14), a druga za tacku B (potencijala %), pa su ova tri kondenzatora vezana paralelno
(slika I.7.15.1b), a napon na svakom kondenzatoru je Uas. Ekvivalentna kapacitivnost je:

C. =C, +C, + C; =10 pF + 20 pF + 50 pF = 80 pF.

G
G G | G G
+1_B 1+ B =
A [ [ A [ A B
G
a) b)
Slika I.7.15.1
b) Na osnovu prethodnog je:
-12
U, = Uy _ @ _100-10"°C _10V,

C, 10-10°“F
pa je:
Q, =U,s -C, =10V -20-10"?F = 200 pC,
Q; =U,s -C5 =10V -50-10"*F =500 pC.

Na slici I.7.15 znakom "+" obelezene su pozitivne elektrode kondenzatora.
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METALNA PLOCA U VAZDUSNOM KONDENZATORU

1.7.16. Rastojanje izmedu elektroda plo¢astog vazdusnog kondenzatora je d = 3 mm, a povrsina
elektroda je =9 cm?.

a) Odrediti kapacitivnost kondenzatora .

b) Odrediti kapacitivnost kondenzatora C posle ubacivanja metalne ploce debljine ¢ = 1 mm
izmedu elektroda paralelno sa njima (povrsina ploce je jednaka povrsini elektroda).

Resenje:
a) Kapacitivnost plo¢astog vazdusnog kondenzatora ra¢unamo kao u zadatku 1.7.1:
Co = & % -8,85-107% 5.% = 2,65 pF

b) U poglavlju 1.5 rekli smo da se unosenjem provodnika u elektrostaticko polje to polje tako
promeni da linije polja uvek budu normalne na povrsSinu provodnika, uz povrSinu provodnika se
izdvajaju slobodna naelektrisanja (elektrostaticka indukcija), a u samom provodniku je elektriéno
polje jednako nuli. Ako provodnik postavimo normalno na prvobitne linije elektricnog polja izvan
provodnika se elektricno polje nece promeniti. To je upravo slu¢aj u ovom zadatku, kao Sto je
prikazano na slici 1.7.16. Uz povrSinu provodnika koja je bliza pozitivnoj elektrodi, koli¢ine
naelektrisanja @, izdvojice se isto toliko negativno naelektrisanje, a uz povrsinu provodnika koja je
bliza negativnoj elektrodi izdvojice se isto toliko pozitivno naelektrisanje (Sto se moze dokazati
primenom Gausovog zakona), slika 1.7.16.1b.

Q -Q Q

Q
Q

0 Q-0 Q-0

E £

\ 4 V;'.IJV \4 A
F=0
My
Y VYV Y VY A
o]

Y V.V V VY

Y
A

¥ V.V V V VYV

A
A

YN X X +d.

0 d 0 x x+d, d

Go C G G

a) b) <)
Slika 1.7.16.1

v
A
A

v

Dakle, elektri¢no polje u kondenzatoru pre unosenja provodnika je bilo:

_ @

) = ——
)

a posto je metalna ploCa postavljena normalno na linije polja isto toliko polje ostaje u delu
kondenzatora ispunjenom vazduhom i posle unosenja metalne ploce.

Napon izmedu plo¢a kondenzatora racunamo na isti nacin kao u zadatku 1.7.1, s tom razlikom Sto
je polje u metalnoj ploci jednako nuli:
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d _ X X+d, o d
U=V, -V.=[E-dk=[E,-di+ [F-ax+ [Ey-ax=
0 0 X X+d;
1 1
X ~ d ~ X d X d
:on-d/fég;?ﬁ J'Eo-dlﬂﬁf/m:/)?)zjb'o-dx+ [ £y v £ [ax+ [ax |-
0 X+d, 0 X+d 0 X+d;
CE(x-04d—(x+d)=Eyfd-d,)= L T=)
5'80
Kapacitivhost kondenzatora se promenila i sada je:
Q Q S o F 9.107%m?
C==-= = =885-10"° —.————=3,89pF.
U Qd-d) “d-q, m (3-1)-107m g

5'80

Dakle, mozemo zakljuciti da kapacitivnost plocastog kondenzatora, u koji je ubacena metalna ploca
paralelno sa elektrodama (iste povrSine kao elektrode), zavisi od debljine metalne ploce, ali ne i od
mesta na koje je postavljena. (Ovo vaZi i za plocaste kondenzatore sa dielektrikom.)

S obzirom da u metalnoj plo¢i nema elektricnog polja ovaj kondenzator se moze predstaviti

rednom vezom dva ploCasta vazdusna kondenzatora istih dimenzija elektroda, a rastojanja izmedu
elektroda xi d —(x +d, ), kao $to je prikazano na slici 1.7.16.1c:

__ GG
S G+G
gde su:
S . S
C1—50; | CZ—Som.

Zamenom ovih izraza za G i G u izraz za G dobija se vec izveden obrazac za G Sto se ostavlja
studentima da dokazu matematicki.

1.7.17. Rastojanje izmedu elektroda plocastog vazdusnog kondenzatora je d= 5 mm, a povrsSina
elektroda je S. Kapacitivnost kondenzatora je G = 100 pF. Izmedu plo¢a kondenzatora, paralelno
sa njima, ubaci se metalna plo¢a debljine ¢ = 2 mm.

a) Odrediti promenu energije AW, i promenu napona na kondenzatoru AU, ako je kondenzator
bio priklju¢en na napon {, = 1000V, posle opterecivanja iskljucen i zatim uba¢ena metalna ploca.

b) Odrediti promenu energije AW, i promenu koli¢ine naelektrisanja na elektrodama kondenzatora
AQ, ako je kondenzator sve vreme priklju¢en na napon (4 = 1000 V.

Resenje:
Imajuci na umu vezu izmedu koli¢ine naelektrisanja na elektrodama kondenzatora, napona izmedu
njih i kapacitivnosti:

c_?

U
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mozemo zakljuciti da kada je jedna od tih veliCina konstantna, ako se druga promeni, mora i treca
da se pomeni. Najceséi je slucaj da se ne menja kapacitivnost kondenzatora, a u zavisnosti od
promene napona na koji smo ga vezali njegove elektrode se dopune odgovarajucom koli¢inom
naelektrisanja, tako da je odnos ove dve veliCine uvek konstantan i jednak kapacitivnosti.
Medutim, u ovom zadatku se upravo menja kapacitivnost. Na osnovu prethodnog zadatka znamo
da se kapacitivnost ploCastog kondenzatora promeni kada izmedu elektroda unesemo metalnu
ploCu. Uopste, promenom oblika ili dielektrika ploCastog kondenzatora menja mu se kapacitivnost.
Tada razlikujemo dva slucaja:

— kondenzator je iskljuen od izvora napajanja; tada je koli¢ina naelektrisanja na njegovim
elektrodama konstantna jer nema kuda da dotekne ili odtekne naelektrisanje:

Q =C-U = const

+ U

A
Y

Slika I.7.17.1

Da bi kolicina naelektrisanja, kao proizvod ove dve veliCine, ostala konstantna, koliko puta
poraste kapacitivnost kondenzatora toliko puta mora da se smanji napon na kondenzatoru, i
obrnuto.

— kondenzator je prikljucen na stalni napon, pa je, dakle, napon izmedu elektroda
kondenzatora konstantan:

Q@ -Q

y_@

= const

+~
(Y

Slika I.7.17.2

Da bi napon, kao kolicnik ove dve veli¢ine, ostao konstantan, koliko puta se poveéa
kapacitivnost toliko puta mora da se smanji koli¢ina naelektrisanja, i obrnuto. Ova razlika
naelektrisanja dotekne, odnosno otekne kroz izvor.
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Prvi deo zadatka i pod a) i pod b) je isti: kondenzator kapacitivnosti G = 100 pF je priklju¢en na
konstantan napon (4 = 1000 V i tada je koli¢ina naelektrisanja na njegovim elektrodama:

Q, =C,-U, =100-102F-1000 V =100 nC,
a energija je:

1Q,° 1 2
=== ="C,U,” =50 /.
Posle ubacivanja metalne ploce kapacitivnost kondenzatora je na osnovu prethodnog zadatka:

S S d d 5mm_§C:5-1OOpF

C=¢y———~=¢6y— =C, - =C, - = =166,7 pF.
“YW-d) 0 d=d) " @-d) " 3mm 3°7 3 P
Dakle, posle ubacivanja metalne ploce kapacitivnost se povecala.
a)
Qo 'Qo Qo 'Qo
Slika 1.7.17.3
Ovaj deo zadatka pripada prvom slucaju, kada je koli¢ina naelektrisanja konstantna:
Q=C-U=const =Q, =C, -U,.
Iz ove relacije mozemo odrediti novi napon na kondenzatoru:
v-2_-% _Gb Gy _ Sy 3y -3 1000v =600V,
c C c C 5 C 5 5
3 0

gde smo iskoristili vezu izmedu nove i stare kapacitivnosti, izvedenu u prvom delu zadatka.

Rezultat je ocekivan: kapacitivnost ser povecala g puta pa se napon na kondenzatoru smanjio g

puta. Promena napona na kondenzatoru je:
AU=U-U,=600V-1000V=-400V,

pri cemu promenu neke veli¢ine raCunamo kao razliku krajnje i poCetne vrednosti te velicine.

Mada su nam poznati svi parametri radi lakSeg poredenja za energiju ¢emo koristiti izraz u kome
figuriSe jedina konstantna velicina, koli¢ina naelektrisanja:

w,o1Q _1Q° G _ Gy
2C 2¢,C ¢ 5c
3 0

Wy = 2y =30 3.
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(Naravno, i napon i energija su se mogli izraCunati u jednom koraku prostom zamenom poznatih
veli¢ina, ali je radeno na komplikovaniji nacin da bi se doslo do izraza koji direktno pokazuju da se
napon i energija smanje onoliko puta koliko se kapacitivnost povecala.)

Promena energije sadrzane u kondenzatoru je:
AW, =W, -W,, =30 1J-50 13 =-20 4J.

b)

+ Y, + A
+,~ +~
\w \w
Slika 1.7.17.4

Ovaj deo zadatka pripada drugom slucaju, kada je napon konstantan:

Uzgzconstzﬁzuo.
C G

Slicno kao u prethodnom delu zadatka, iz ove relacije mozemo odrediti novu koli¢inu naelektrisanja
na kondenzatoru:

5
’c
Q& _ C 3°° 5 5
—CU=C-Uy=C-2==0,=3—0Q,=20Q, =2-100 nC =166,7 nC.
Q 0=C e 0-50 -3

Rezultat je ocekivan: kapacitivnost se povecala % puta pa se i koli¢ina naelektrisanja povecala g

puta. Promena koli¢ine naelektrisanja je:
AQ=Q-Q,=166,7nC-100nC =66,7 nC.

I ovde ¢emo radi lakSeg poredenja za energiju koristiti izraz u kome figuriSe jedna konstantna
veli¢ina, napon:

5

iCO
We :lC-Uoz :lCO 'U02£=£We0 =3—V’/eo ZEWEO =833 M.
2 2 G G Co 3

Promena energije sadrzane u kondenzatoru je:
AW, =W, -W,, =83,3 13-50 1 =33,3 /4.

Na ovaj nacin smo pokazali da su se koli¢ina naelektrisanja i energija povecali isto onoliko puta
koliko se povecala kapacitivnost.
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1.7.18. Dva ista ploCasta vazdusna kondenzatora vezana su redno na napon U = 400 V. PovrsSina
elektroda kondenzatora je S= 27z cm? a rastojanje izmedu njih je d=4 mm. Ako se izmedu
elektroda jednog od kondenzatora ubaci metalna ploca debljine ¢/2, odrediti promene koli¢ine
naelektrisanja i ukupne energije sadrzane u ovim kondenzatorima.

Resenje:
G G G G

e | Q] |-Q’+Q’

+ U =400V + U =400V
+ +
() \w
Slika 1.7.18.1

Na pocetku su oba kondenzatora ista i njihova kapacitivnost je:

S 10°F 27z-10*m> 3 .
C.=C, =2 = - == .10"°F = 18,75 pF,
1T T T 36, m 4.10°m 16 P

-9
pri ¢emu smo iskoristili vrednost za dielektricnu konstantu vakuuma u obliku &, = %%, koja je
T

ovde pogodnija za izraCunavanie.

Ekvivalentna kapacitivnost je :

c, -5 _9375,F,
G +GC,

Koli¢ina naelektrisanja na elektrodama svakog od kondenzatora, kao i ekvivalentnog kondenzatora,
je:

@=C,-U=3,75nC.
Ukupna energija sadrzana u kondenzatorima je:

w, =%QU =750n]

Kada se izmedu elektroda, na primer drugog kondenzatora ubaci metalna plo¢a, na osnovu
prethodnih zadataka znamo da je njegova kapacitivnost:

, S S S
2 2
Nova ekvivalentna kapacitivnost je :
Ce = GG 12,5 pF.
C, +C;
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I koli¢ina naelektrisanja na kondenzatorima se promenila:
Q'=C,-U=5nC,

pa je promena koli¢ine naelektrisanja:
AQ=Q -Q=1,25nC.

Ukupna energija sadrzana u kondenzatorima se povecala:

W, = %Q'U =1000 nJ,

pa je promena energije:
AW, =W, -W, =1000 nJ-750 nJ =250 nJ.

KAPACITIVNOST I ENERGIJA PLOCASTOG KONDENZATORA SA DIELEKTRIKOM

1.7.19. Odrediti kapacitivhost plo¢astog kondenzatora ispunjenog dielektrikom relativne
dielektri¢ne konstante ¢, = 2. Povr$ina elektroda je S = 20 cm?. Elektrode se nalaze na rastojanju

d=1cm.

Resenje:
Kada se u vazdusni plocasti kondenzator postavi dielektrik, relativne dielektricne konstante g,
kapacitivnost kondenzatora se poveca & puta:

S
C= ===
Eoér 7 g 7
Zamenom brojnih vrednosti u zadatku dobijamo:
)
C=coe, > =8,85-102 L .. 2010 M _ 364 45-12F _ 354 pF,
d m 1-10“m

1.7.20. Rastojanje izmedu elektroda plocastog vazdusnog kondenzatora je d =1 cm, a povrsSina
elektroda je S= 72z cm?®. Kondenzator se ubaci u ulje relativne dielektriéne konstante ¢, = 3.

a) Odrediti promenu energije AW, i promenu napona na kondenzatoru AU, ako je kondenzator
bio priklju¢en na napon () = 1000V, posle opterecivanja iskljucen i zatim ubacen u ulje.

b) Odrediti promenu energije AW, i promenu koliine naelektrisanja na elektrodama kondenzatora
AQ, ako je kondenzator sve vreme priklju¢en na napon () = 1000 V.

Resenje:

Ovaj zadatak je slitan zadatku 1.7.17, s tom razlikom Sto se u ovom zadatku kapacitivnost
kondenzatora menja zbog ubacivanja dielektrika. Dakle, pre ubacivanja dielektrika kapacitivnost
kondenzatora je bila:

S 10° F 7272-107*m?

e 2 WP — 20 pF,
0% " 3zm  1.102m P

Co
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koli¢ina naelektrisanja na elektrodama:
Q, =C,-U, =20-10""*F-1000 V =20 nC,

a energija:
1Q° 1
Weo = E%_OO = ECOUOZ =10 /3.
Posle ubacivanja kondenzatora u ulje kapacitivnost se promenila:

ngogrgzngo =3-20 pF =60 pF.

? Qo -Q Q -9

+ Uo

i
il

r U

\ 4

Y

Slika I1.7.20.1

U ovom delu zadatka je konstantna koli¢ina naelektrisanja:
Q=C-U=const=Q,=C,-U,.
1z ove relacije mozemo odrediti novi napon na kondenzatoru:
U:Q:&:%:ﬁ% =iU =lU0 =l-1000V=333,3V,

c C c C &C, & 3
gde smo iskoristili vezu izmedu nove i stare kapacitivnosti, izvedenu u prvom delu zadatka. Dakle,
kapacitivnost kondenzatora se povecala & puta, pa se napon smanjio & puta. Promena napona na
kondenzatoru je:

AU =U-U,=3333V-1000 V =-666,7 V.
Energiju raCunamo preko obrasca u kome figuriSe konstantna veli¢ina — koli¢ina naelektrisanja:

1 Qoz 1 Qoz G _ G Gy 1
W, ==-<0 --x0 20 0y =" W,=—W,=33.].
e 2 : 2 :0 : : e0 ngO el €, e0

Vidimo da se i energija sadrZzana u kondenzatoru smanjila & puta. Promena energije je:
AW, =W, -W,, =33 11-10 1 =-6,7 1.
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? & -G Q_-Q

) )
\ \/
Slika 1.7.20.1
U ovom delu zadatka je konstantan napon:
Uzgzconstzﬁzuo.
C G,

Sli¢no kao u prethodnom delu zadatka iz ove relacije mozemo odrediti novu koli¢inu naelektrisanja
na kondenzatoru:

Q@ C &G,
—CU=C-U,=C-2 -2 =
Q 0 G, COQO G,

Qy = &0, =3-20nC =60 nC.

Kapacitivnost se povecala & puta, pa se i koli¢ina naelektrisanja povecala & puta. Promena kolicine
naelektrisanja je:

AQ=Q-Q,=60nC-20nC=40nC.

I ovde ¢éemo radi lakSeg poredenja za energiju koristiti izraz u kome figuriSe jedna konstantna
veli¢ina, napon:

w,=1c.u? =L, v £ - L, -5
2 2 c, G, C,

WeO = ngeO =30 /UJ .
Promena energije sadrzane u kondenzatoru je:
AW, =W, -W,, =30 13-10 1 =20 /3.

Dakle, koli¢ina naelektrisanja i energija su se sada povecali isto onoliko puta koliko se povecala
kapacitivnost.

1.7.21. Kada se u vazdusni plocasti kondenzator, koji je priklju¢en na stalni napon U, ubaci
dielektrik, energija kondenzatora se poveca 5 puta. Kolika je relativna dielektricna konstanta
dielektrika?

Resenje.
Kapacitivhost kondenzatora pre ubacivanja dielektrika je:
S
Gy = 7
0= %o d
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a za energiju ¢emo koristiti izraz u kome figuriSe napon koji je konstantan:

We0=%co.uz.

Kapacitivnost kondenzatora sa dielektrikom je:

C = g8, g =¢£Cy,
a energija u tom slucaju je:
W, = Lo
2
Odnos ove dve energije je:
1 2
w, ¢V ¢
= = —= gr = 5 .
WEO ;CO . UZ CO

tj. energija se povecala & puta po ubacivanju dielektrika. Dakle, relativna dielektriéna konstanta
dielektrika je &, =5.

1.7.22. Naelektrisanje na plo¢ama vazdusnog kondenzatora je @, a kondenzator je odvojen od
izvora napona. Energija kondenzatora se smanji 3 puta po ubacivanju dielektrika. Kolika je
relativna dielektricna konstanta dielektrika?

Resenje:
Kapacitivhost kondenzatora pre ubacivanja dielektrika je:
S
Co=¢6y—,
0= <%0 d

a za energiju ¢emo koristiti izraz u kome figurise koliina naelektrisanja koja je konstantna:

2
WeO :Q_'
2C,

Kapacitivnost kondenzatora sa dielektrikom je:

S
C= 6‘06}3 =¢&.Cy,

a energija u tom slucaju je:
QZ
W, =<_.
2C

Odnos ove dve energije je:

26,

tj. energija se smanjila & puta po ubacivanju dielektrika. Dakle, relativna dielektrina konstanta
dielektrika je &, = 3.
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1.7.23. Kada se u vazdusni plocasti kondenzator kapacitivnosti C= 30 pF, koji je prikljuCen na
stalni napon U= 500V, ubaci dielektrik, energija kondenzatora se promeni za AW, =7,5J.

Kolika je relativna dielektricna konstanta dielektrika?

Resenje:
Kao u zadatku 1.7.22 kapacitivnost i energija kondenzatora pre i posle ubacivanja dielektrika su:
S
G = 7
0= %o d
w,-c, v’
e0 — 2 0 I
C =¢gye, g =¢&.Cy,
w,-Lc.2
2
Razlika ove dve energije je
AW =W, -W, —lC-U2 —lC U? —lgC U? —lC U? =
e e0 2 2 0 2 r-0 2 0
1 1

=§(ng0 _Co)'UZ :E(gr _1)Co U2,

gde je iskoris¢ena Cinjenica da se kapacitivnost kondenzatora povecala & puta. Iz ovog izraza se
dobija izraz za relativnu dielektriénu konstantu dielektrika:

2-AW 2-7,5-107°]
g = +1

= = +1=2+1=3.
C, - U? 30-1072F- (500 V)
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TEST

I.1.

I.2.

I.3.

L.4.

L.5.

1.6.

1.7.

1.8.

L.9.

I.10.

[.11.

1.12,

I.13.

Sta je Kulonova sila?
a) elektrostaticka sila
b) magnetna sila
C) gravitaciona sila

Sta je elektrostaticka sila?
a) sila kojom medusobno deluju naelektrisanja u mirovanju
b) sila kojom deluju naelektrisanja koja se krecu
c) sila kojom naelektrisanje koje miruje deluje na naelektrisanje koje se krece

Koja je jedinica za Kulonovu silu?
Koja je jedinica za jacinu elektrostatickog polja?
Koja je jedinica za elektrostaticki potencijal?

Koja je jedinica za razliku elektrostatickog potencijala?

Kakva je veli¢ina Kulonova sila?
a) skalarna
b) vektorska

Kakva je velic¢ina jacina elektricnog polja?
a) skalarna
b) vektorska

Kakva je velicina elektrostaticki potencijal?
a) skalarna
b) vektorska

Kakva je velicina napon?
a) skalarna
b) vektorska

Da li elektrostaticki potencijal zavisi od referentne tacke?
Da li napon zavisi od referentne tacke?

Koliki je napon izmedu neke tacke A Ciji je potencijal 5 V i referentne tacke u odnosu na
koju se taj potencijal racuna?

I.14. Ako je razlika potencijala dve tacke A i B, VA — & = 5V, koliki je napon (a?
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I.15.

I.16.

[.17.

I.18.

I1.19.

1.20.

1.21.

1.22.

1.23.

Sta je koli¢nik potencijalne energije i probnog optereéenja unetog u polje?
a) Kulonova sila
b) vektor jacine elektrostatickog polja
c) elektrostaticki potencijal

Od ¢ega zavisi kapacitivnost kondenzatora?
a) od napona na koji je prikljucen i naelektrisanja na elektrodama
b) od oblika i dimenzija kondenzatora i vrste dielektrika medu elektrodama
c) samo od vrste dielektrika izmedu elektroda

Sta je probojni napon kondenzatora?
a) napon pri kome kondenzator ima maksimalnu kapacitivnost
b) maksimalni napon pri kome kondenzator joS uvek ispravno radi
c) minimalni napon pri kome kondenzator jos uvek ispravno radi

Sta je kritiéno polje u dielektriku kondenzatora?
a) polje pri kome dolazi do proboja dielektrika
b) vrednost polja pri kojoj kondenzator ima maksimalnu kapacitivnost
c) minimalno polje koje sme da postoji u kondenzatoru

Sta je polarizacija?
a) pojava unoSenja dielektrika u elektrostaticko polje
b) pojava razdvajanja centara pozitivhog i negativhog naelektrisanja kada se dielektrik
unese u elektrostaticko polje
c) stvaranje polarnog kondenzatora

Sta je elektrostaticka indukcija?
a) pojava unoSenja dielektrika u elektrostaticko polje
b) izdvajanje naelektrisanja na povrsSini nenaelektrisanog provodnika unetog u
elektrostaticko polje

Kako se zovu naelektrisanja koja se izdvajaju na povrsini dielektrika unetog u polje?
a) slobodna
b) vezana

Kako se zovu naelektrisanja koja se izdvajaju na povrsini provodnika unetog u polje?
a) slobodna
b) vezana

Kako se promenio napon na plo¢astom vazdusnom kondenzatoru ako se posle odvajanja
od napona napajanja u kondenzator ulije tean dielektrik relativne dielektricne konstante
&=5?

a) povecao se 5 puta

b) smanijio se 5 puta

C) nije se promenio
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1.24.

1.25.

1.26.

1.27.

1.28.

1.29.

1.30.

1.31.

Kada se u plocast vazdusni kondenzator, priklju¢en na stalni napon ¢ = 10V, ulije te¢an
dielektrik relativne dielektricne konstante & = 5 kako se menja koli¢ina naelektrisanja na
elektrodama?

a) poveca se 5 puta

b) poveca se 10 puta

C) smanji se 5 puta

d) smaniji se 10 puta

€) ne promeni se

Kako se promenila kapacitivhost plo¢astog vazdusnog kondenzatora ako se posle
odvajanja od napona napajanja ulije teCan dielektrik relativne dielektricne konstante
&=5?

a) povecala se 5 puta

b) smanijila se 5 puta

C) nije se promenila

Kada se u plocast vazdusni kondenzator, priklju¢en na stalni napon ¢/ = 10V, ulije te¢an
dielektrik relativne dielektricne konstante & =5, kako se menja kapacitivnost
kondenzatora?

a) poveca se 5 puta

b) poveca se 10 puta

c) smanji se 5 puta

d) smaniji se 10 puta

e) ne promeni se

Koji od obrazaca sluzi za odredivanje energije kondenzatora?

1

W, ==QU

a) W, 2(2
b) W, =cU?
C) Wezg
2C

Kako se zove konstanta &?
Kako se zove konstanta &?

Kako se zove konstanta &?

Koju jedinicu ima dielektri¢na konstanta &?

C) nema jedinicu
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1.32. Koju jedinicu ima dielektricna konstanta &?
CZ
a
) Nm?
Nm?
CZ
C) nema jedinicu

b)

1.33. Koju jedinicu ima dielektricna konstanta £?
CZ
a
) Nm?
Nm?
C2
C) nema jedinicu

b)

1.34. Koju jedinicu ima konstanta &, = 1 ?
&g
CZ
a
) Nm?
Nm?
b) o

C) nema jedinicu

1.35. Upisi znak naelektrisanja Cije su linije elektrostatickog polja nacrtane na slici.

1.36. Upisi znak naelektrisanja Cije su linije elektrostatickog polja nacrtane na slici.

1.37. Kako se zove polje Cije su linije prikazane na slici.

a) homogeno
b) radijalno
c) aksijalno

Yvyyy
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1.38. Kako se zove polje Cije su linije prikazane na slici.

a) homogeno
b) radijalno
c) aksijalno

1.39. Ucrtaj linije elektrostatickog polja za dato naelektrisanje.

®

1.40. Ucrtaj linije elektrostatickog polja za dato naelektrisanje.

O

I1.41. Na kom telu je povrsinska gustina naelektrisanja konstantna.

A B

a) A
b) B
c) na oba tela

1.42. Na kom telu povrSinska gustina naelektrisanja nije konstantna.

A B

a) A
b) B
C) na oba tela
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1.43. Ucrtaj raspodelu naelektrisanja na provodnoj nenaelektrisanoj sferi kada se u nju unese
pozitivno naelektrisana kuglica.

1.44. Ucrtaj raspodelu naelektrisanja na provodnoj nenaelektrisanoj sferi kada se u nju unese
pozitivho naelektrisana kuglica.

1.45. Ucrtaj raspodelu naelektrisanja na provodnoj nenaelektrisanoj sferi kada se u nju unese
negativno naelektrisana kuglica.

1.46. Ucrtaj raspodelu naelektrisanja na provodnoj nenaelektrisanoj sferi kada se u nju unese
negativno naelektrisana kuglica.
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1.47. PloCasti kondenzator datih dimenzija ima kapacitivnost C Kolika je kapacitivnost
kondenzatora istog oblika ali 7 puta manjih dimenzija?

1.48. PloCasti kondenzator datih dimenzija ima kapacitivhost C. Kolika je kapacitivnost
kondenzatora istog oblika ali 77 puta vecih dimenzija?

1.49. Kondenzator sa slike odgovara:
a) rednoj vezi kondenzatora G i G
b) paralelnoj vezi kondenzatora G i G

c) nijednoj ni drugoj

G C
7 S 8 S
£, £,
2d d d

1.50. Kondenzator sa slike odgovara:
a) rednoj vezi kondenzatora G i G
b) paralelnoj vezi kondenzatora G i G

c) nijednoj ni drugoj

/5
&
G C
S _—~ S S
€1
d d d
<“—> <«“—> «—>

68 I Elektrostatika - 7TEST



II VREMENSKI NEPROMENLJIVE ELEKTRICNE STRUJE
(JEDNOSMERNE STRUIJE)

II.1 UVOD
TEORIJSKA OSNOVA

e Vremenski nepromenljive elektricne struje ili stalne elektricne struje su struje nepromenljive
tokom vremena. Ne menja im se ni intenzitet ni smer.

I'A
I Ovo je elektricna struja stalne vrednosti 7 tokom vremena ¢
Uvek se nalazi sa iste strane ose. Na taj nacin se graficki
prikazuje da elektri¢na struja ima isti smer.
t'
/'A
I
Na ovoj slici nisu prikazane pozitivna i negativna elektricna
struja, veC je to graficki prikaz elektricne struje koja je
t> promenila smer.
-I

e Oznaka za stalnu elektri¢nu struju je L
e Oznaka za promenljivu elektri¢nu struju je 7

o Staje jacina elektri¢ne struje?
— Protekla koli¢ina naelektrisanja kroz poprecni presek provodnika u jedinici vremena.

P

t

o Staje gustina elektri¢ne struje?
— Koli¢nik jacine elektricne struje koja prolazi kroz poprecni presek provodnika i povrSine
poprecnog preseka provodnika.

J==
s
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Koja je jedinica za jacinu elektri¢ne struje?
- Amper [A].

Koja je jedinica za gustinu elektri¢ne struje?
A

m2

Sta je elektri¢na otpornost?
— To je koli¢nik napona na krajevima prijemnika i elektri¢ne struje koja prolazi kroz njega.

Kako otpornici pruzaju otpor proticanju struje?

— Atomi metala se razlikuju po broju slobodnih elektrona i broju protona i neutrona u jezgru.
Kada se metalna Zica priklju¢i na razliku potencijala elektroni se kre¢u ka kraju Zice
priklju¢enom na pozitivni potencijal. Prilikom tog kretanja oni se sudaraju sa jezgrima atoma,
pri ¢emu se elektricna energija pretvara u toplotnu. Taj proces je razliCit kod razli¢itih metala i
definiSe se konstantom koja se zove specificna elektricna otpornost, koja se obelezava sa
P

— Kada se od metala napravi otpornik duzine Zice / i povrSine poprecnog preseka S
otpornost tog otpornika je

/
R=p—.
Ps
Koja je jedinica za elektricnu otpornost?
- Om[Q].
A za specificnu elektricnu otpornost?
- Qm.
Sta je elektri¢na provodnost?
— Velic¢ina recipro¢na elektricnoj otpornosti.
1
G=—
R

— Provodnost otpornika, napravljenog od metalne Zice, duzine /i povrSine poprec¢nog preseka
Sie:
1

G: =

i1 15
R p1

|-

Sta je specifi¢na elektri¢na provodnost?
— Velic¢ina recipro¢na specifi¢noj elektricnoj otpornosti.

o=—
P

Koja je jedinica za elektricnu provodnost?
— Simens [S].
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e Koja je jedinica za specificnu elektricnu provodnost?
1
om’
o Sta je otpornik?
— Elektricna komponenta odredene otpornosti R.

I1.1 Uvod- TEORIJSKA OSNOVA
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I1.2 OMOV ZAKON
TEORIJSKA OSNOVA

e Kod otpornika stalne otpornosti R postoji linearna veza izmedu napona na krajevima otpornika i
elektricne struje koja prolazi kroz njega. Ta veza je deifisana Omovim zakonom.

e Usaglaseni referentni smer za napon i elektriénu struju kroz otpornik je od tacke koja je na
pozitivnom potencijalu ka tacki koja je na negativnom potencijalu.

I, R
+ U I=-GU

e Neusaglaseni referentni smer za napon i elektri¢nu struju kroz otpornik je od tacke koja je na
negativnom potencijalu ka tacki koja je na pozitivnom potencijalu.

I
R = U=-RI
+ U I=-GU
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I1.3 DZULOV ZAKON
TEORIISKA OSNOVA

e Elektri¢na energija koja se pretvori u toplotnu prilikom proticanja elektri¢ne struje kroz otpornik
moze se definisati Dzulovim zakonom. Snaga Dzulovih gubitaka jednaka je proizvodu napona
na otporniku i elektricne struje koja protie kroz njega prema usaglasenom referentnom smeru.

2
p=ur-rr:=%
R

Vol

ovi izrazi se CeSce koriste
jer ne zavise od referentnih smerova

¢ Koja je jedinica za snagu Dzulovih gubitaka?
- vat [W].
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ZADACT

I1.3.1 Na otporniku R = 100 Q, koji je vezan u elektricno kolo, napon je U= 10 V.

a) Kolika struja proti¢e kroz otpornik? Nacrtati otpornik, oznaditi pozitivan kraj napona i nacrtati
njemu usaglasen smer struje.

b) Kolika se snaga razvija na ovom otporniku (tj. koliki su DZulovi gubici na otporniku)?

c) Kolika je provodnost ovog otpornika?

Resenje:
a)
I R Na slici I1.3.1.1 prikazani su usaglaseni smerovi napona i struje
4_’ | — na otporniku. Prema Omovom zakonu intenzitet struje koja
protice kroz otpornik je:
Sl 2N U 10V
I=—=——=01A=100mA.
R 1000
Slika I1.3.1.1

b) Prema DZulovom zakonu toplotni gubici na otporniku su:

2 2
pzu_zwzlw_
R 100Q

c) Provodnost je jednaka reciprocnoj vrednosti otpornosti:

1o 1 _oo1s-10ms.
R 1000

I1.3.2 Halogena sijalica snage P = 50 W, prikljuena je na jednosmerni napon od 12 V. Kolika je
otpornost vlakna sijalice?

Resenje:
Na osnovu jednog od izraza za snagu DZulovih gubitaka:
2
p_ U
R
dobijamo otpornost vlakna:
2 2
oYU _2V) e,
P 50 W

74 I1.3 Omov i Dzulov zakon - ZADACI




I1.4 GENERATORI
TEORIJSKA OSNOVA

Sta su generatori?

— To su uredaji za generisanje napona i elektricne struje. U zavisnosti od unutrasnje
otpornosti generator se u kolu ponasa kao naponski ili kao strujni.

— Ako je unutrasnja otpornost generatora zanemarljiva u odnosu na otpornost kola onda ga
tretiramo kao naponski.

— Ako je unutrasnja otpornost generatora velika u odnosu na otpornost kola onda ga
tretiramo kao strujni.

U ¢emu je razlika izmedu naponskog i strujnog generatora?

N

NAPONSKI GENERATOR STRUJNI GENERATOR
e Osnovna karakteristika naponskog e Osnovna karakteristika strujnog
generatora je elektromotorna sila. generatora je da generiSe stalnu elektri¢nu
struju u grani u kojoj se nalazi.
IDEALAN NAPONSKI GENERATOR IDEALAN STRUJNI GENERATOR
E 1,

—- ke

e Unutrasnja otpornost ovog generatora je

e Unutrasnja otpornost ovog generatora je beskona&na

e Elektrina struja koju generiSe je uvek

* Napon izmedu njegovih krajeva je uvek jednaka I bez obzira gde je prikljucen.

jednak elektromotornoj sili £ bez obzira gde
je prikljucen. e Napon na generatoru zavisi od kola u

. . . . koje je prikljucen.
e Struja koja protiCe kroz generator zavisi

od kola u koje je prikljucen.

REALAN STRUINI GENERATOR
REALAN NAPONSKI GENERATOR

E

., R

e Realan naponski generator uvek ima
unutrasnju otpornost (koja je mala ali ipak

X [EDQN

nije 0). e Realan strujni generator ima unutrasnju
otpornost koja je jako velika ali nije
beskonacna.
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REFERENTNI SMER

REFERENTNI SMER

e usaglasen referentni smer e usaglasen referentni smer elektricne
elektromotorne sile generatora i elektricne struje strujnog generatora i napona na
struje koja protice kroz njega: njemu:
E ol
I + /R
e neusaglasen referentni smer

elektromotorne sile generatora i elektricne

struje koja protice kroz njega:

:@_
SNAGA NAPONSKOG GENERATORA
e Za usaglasen referentni smer:
P.=E I
e Za neusaglasen referentni smer:
P.=-F.I

e neusaglasen referentni smer elektricne
struje strujnog generatora i napona na
njemu:

SO

SNAGA STRUINOG GENERATORA
e Za usaglasen referentni smer

P.=I,-U

e Za neusaglasen referentni smer:
P.=-1,-U

76

Zasto smo unutrasnju otpornost generatora kod naponskog nacrtali vezanu na red, a kod

strujnog u paraleli?

E_ R
At r—1 118

N

R,

— Kod realnog strujnog generatora unutrasnja otpornost
je velika ali konacna. Kod idealnog je beskonacna, a
beskonacan otpor znaci prekid u grani kola. Da je
otpornik vezan na red sa generatorom u toj grani onda ne

bi bilo struje.

— S druge strane,

redno struja realnog

posto struja
generatora ipak zavisi od kola u koje je vezan, otpornik A,
mora biti vezan paralelno, a ne redno, jer da je vezan
strujnog generatora bila bi
konstantna i jednaka Z u svakom kolu.

Kod realnog naponskog unutrasnja je otpornost mala ali

konacna i otpornik je ucrtan. Kod idealnog otpornost je 0, pa
nema ni otpornika (kratak spoj).

Sa druge strane, posto napon na realnom naponskom

generatoru ipak zavisi od kola u koje je vezan, otpornik Ry
mora biti vezan redno, a ne u paraleli, jer da je vezan
paralelno napon na krajevima realnog generatora bio bi
konstantan i jednak £u svakom kolu.

I

—>

realnog strujnog

-
X & [E)ms.
|
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I1.5 KIRHOFOVI ZAKONI
TEORIJSKA OSNOVA

e Postoje dva Kirhofova zakona.

e O ¢emu govori prvi?
—  Prvi zakon govori o strujama u granama sloZzenog kola: algebarski zbir jacina
elektricnih struja svih grana kola koje se sticu u jednom cvoru jednak je nuli. Pri
tome se struje koje izlaze iz ¢vora uzimaju sa predznakom +, a struje koje ulaze u
cvor sa predznakom -.

e O ¢emu govori drugi?

— Drugi zakon govori 0 naponima u strujnoj konturi: algebarski zbir napona u zatvorenoj
strujnoj konturi jednak je nuli. Pri tome se elektromotorne sile generatora uzimaju
sa predznakom "+" za usaglaseni referentni smer (ako se smer obilaska po konturi
poklapa sa referentnim smerom elektromotorne sile), a naponi na otpornicima sa
predznakom "-" za usaglaseni referentni smer (kada se smer obilaska po konturi
poklapa sa smerom elektri¢ne struje kroz otpornik). Naponi strujnih generatora se ne
mogu sabirati ovim zakonom jer napon na strujnom generatoru ne mozemo odrediti direktno iz
generatora (on zavisi od kola u koje je generator vezan).

AN —F Aﬁ 7

u | I |
R +
. E, 1 F
Ej()]]s sz
Vi R
X 3
R, R
> (E;-RI)=0 E,+RI,—-E,+R,I,-RI,-RI,+E, =0
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I1.6 PROSTO KOLO
TEORIJSKA OSNOVA

e Kako se zove kolo prikazano na slici?
— Prosto kolo. To je kolo koje se sastoji samo od jedne strujne konture. U njoj postoji redna
veza naponskih generatora i otpornika.

e Elektricna struja u ovom kolu se moze izracunati i Omovim zakonom za prosto kolo:
Elektricna struja u prostom kolu jednaka je kolicniku sume svih elektromotornih
sila naponskih generatora prema usaglasenom referentnom smeru, i sume svih
otpornika u kolu. Ukoliko struja protice kroz generator u usaglaSsenom referentnom smeru
generator ima predznak "+" i obrnuto. Otpornosti otpornika se uvek uzimaju sa predznakom
"

2.E
I — i
R;

1

Za prosto kolo prikazano na gornjoj slici Omov zakon glasi:
E,-E,+E
R, +R,+R, +R,’
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I1.7 PRORACUN NAPONA IZMEPU DVE TACKE
TEORIJSKA OSNOVA

Kako se moze izracunati napon izmedu neke dve tacke u elektricnom kolu?
— Prema pravilu o sumiranju naponskih ¢lanova izmedu te dve tacke:

A
UAB = Z(E;'RI)

B
Napon izmedu taCaka A i B jednak je algebarskom zbiru svih naponskih clanova
elektromotornih sila naponskih generatora i napona na otpornicima, racunatih od B ka A. Pri
tome se elektromotorne sile naponskih generatora uzimaju sa predznakom "+" za usaglasen
referentni smer, a naponi na otpornicima sa predznakom "-" za usaglasen referentni smer. Ako
je smer neusaglasen predznaci su suprotni.
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ZADACT

I1.7.1 Potrosac otpornosti B> = 48 Q vezan je na realan naponski generator elektromotorne sile
£ =50V i unutrasnje otpornosti R; = 2 Q. Odrediti:

a) napon na potrosacu;
b) snagu koja se razvija na potrosacu;

c) snagu koju razvija generator, kao i snagu koja se gubi na unutrasnjoj otpornosti generatora.

Resenje:
a)

Na slici II.7.1.1 prikazano je elektricno kolo u koje je vezan

+ i I potrosac. Struju u kolu odredujemo primenom Omovog zakona

za prosto kolo. Za usvojeni smer struje u prostom Kkolu,

2 D R intenzitet struje dobijamo kao koli¢nik algebarskog zbira

P elektromotornih sila i zbira otpornika. Pri ovome se odredena

Rg elektromotorna sila uzima sa pozitivnim predznakom ako se

- njen referentni smer poklapa sa usvojenim smerom struje, tj.

3 kada su smerovi uskladeni (i obrnuto). Referentni smer

elektromotorne sile je od negativhog ka pozitivhom kraju

(referentni smer elektromotorne sile £ prikazan je na slici

I1.7.1.1 sivom strelicom). Svi otpornici se uzimaju sa pozitivnim predznakom. Zbog toga Sto u

ovom kolu imamo samo jednu elektromotornu silu usvojili smo smer struje koji se poklapa sa

referentnim smerom te elektromotorne sile (dakle, odmah smo usvojili pravi smer struje).
Primenjujuc¢i Omov zakon za ovo prosto kolo dobijamo:

7o £ 50V

Ry +R, 48Q+2Q

o

Slika I1.7.1.1

1A.

Prema Omovom zakonu napon na potrosacu je:
Us=T-R =1A-48Q=48V.

b) Prema DZulovom zakonu je:

P =R 1> =48 Q- (LA) =48 W

c) S obzirom da su referentni smerovi elektromotorne sile i struje usaglaseni snaga koju generator
predaje kolu je:

Pe=E-IT=50V-1A=50W.
Snaga koja se gubi na unutrasnjoj otpornsti generatora odredena je Dzulovim zakonom:
2
Pr, =Ry I* =2Q (LA =2 W,

Uociti da je, po zakonu odrzanja energije, snaga koju generator ulaze u kolo jednaka zbiru snaga
DZulovih gubitaka na obe otpornosti u kolu:

PEZPRP+PR9'
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I1.7.2 Na slici je prikazan deo elektricnog kola sa stalnom elektrichom strujom jacine 7= 0,5 A.

Odrediti napone Ung, Usc i Upc, akoje R=20 Q i E=2V.

R E
A ? O+§—
7

Resenje:
Na osnovu Omovog zakona vazi:

Ug=-R-T=-10V,

pri ¢emu znak "-" poti¢e od neusaglasenosti smerova napona Uag i struje 1.

Elektromotorna sila £ je vezana izmedu tacaka B i C, i to pozitivan kraj je vezan za tacku C, pa je:

Uge =—E =-2V.

Prema pravilu proracuna napona izmedu dve tacke, kre¢uci se od tacke C ka tacki A, je:

Uy =—E-RI=-2V-10V=-12V,

odnosno, kao Sto je to pokazano u zadatku 1.3.9, vazi da je:
Unc =Upg + Upc-

I1.7.3 Generatori £ =10V, £=20V i =30V, E.
zanemarljivih unutrasnjih otpornosti, i otpornici /{+ RZ B
R=15Q, R=5Q i R =20 Q povezani su kao _/ 9
na slici. Odrediti:
a) intenzitet struje u kolu,
) j RIH Ez()
b) napon izmedu tacaka A i B,
. o . . Rs E
C) snage koju razvijaju generatori i snage Dzulovih ~F
. . ® 1

gubitaka u otporicima. A — N
Resenje:
a)

£ R,

/_\+  — o B

prosto kolo intenzitet struje je:

S

f o

;_Ei-E,-F; _10V-20V-30V _-40V _

Usvojimo smer struje kao Sto je prikazano na slici 11.7.3.1.
_/ — Referentni smerovi elektromotornih sila prikazani su sivim
strelicama pored generatora. Prema Omovom zakonu za

= = = =-1A.
R3 E3 R +R,+R; 15Q+5Q+20Q 40Q
+
Ae® O Dobili smo struju negativhog znaka, Sto znaci da smo
Slika IL.7.3.1 usvojili smer struje suprotan od pravog. Generalno, u
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zadacima zadrzavamo usvojeni smer struje (bez obzira da li se on poklapa sa pravim smerom
struje), pri ¢emu u krajnjem racunu uvrStavamo vrednost struje sa dobijenim znakom (u ovom
zadatku je to znak "-").

b) Napon Uxg mozemo racunati od tacke B ka tacki A preko gornje ili preko donje grane:
Ug=R,]—E, +RI=-5V-10V-15V
=—F,-F;-RI=-20V-30V+20V=-30V.

c) Referentni smerovi struje i elektromotorne sile £ su uskladeni, pa je snaga koju razvija ova
elektromotorna sila:

Py =E,-1=10V-(-1A)=-10W.
Dobijena je negativna snaga pa se elektromotorna sila £ ponasa kao potrosac, tj. na uredaju
elektromotorne sile £ se troSi snaga.

Smerovi elektromotornih sila nisu uskladeni sa referentnim smerom struje, pa su odgovarajuce
shage:

P, =-E,-T=-20V-(-1A)=20 W,
P, =—E5-1=-30V-(-1A)=30W.

Snage elektromotornih sila £ i £ su pozitivne, pa se ove dve elektromotorne sile ponasaju kao
generatori.

Snage Dzulovih gubitaka u otpornicima su:
P =R I*=15Q-(-1Af =15W,
Pe, =R, 2 =5Q-(-1Af =5W,
Po =R 1> =20Q-(-1Af =20 W.

Po zakonu odrzanja energije zbir snaga generatora u kolu mora biti jednak zbiru snaga Dzulovih
gubitaka na otpornicima:

P51+PEZ+PE3 :PR1+PRZ+PR3’

- 1I0OW+20W+30W=15W+5W+20W.
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I1.7.4 Generatori 5, =25V, 6£=5Vi =30V,

unutrasnjih otpornosti Ry = Rp=R3=1Q, i A El+ Rgl B R C Rs D
otpornici R =199 Q, R,=98 Q, R =125 Q i 1
R, =75 Q, povezani su kao na slici. Odrediti: E +
2
. . . U kol
a) intenzitet struje u kolu, RlH
b) napone Use, Ubg i Urs. E Ry
c) snage koje razvijaju generatori, snage DZulovih Ry R93 +/\3
y o—] —e— |

gubitaka u otpornicima, kao i snage koje se troe G E —/ E
na unutrasnjim otpornostima genertora.
Resenje:
a) E

Ay Rug R c R p

N S R R

+
£
¢l
R
g2
R R B
G F E
Slika I1.7.4.1

Na slici I1.7.4.1 prikazan je usvojeni smer struje, a njen intenzitet je prema Omovom zakonu za
prosto kolo:

E,-E,+E; B 25V-5Vv+30V 50V
Ry +Ryp +Ry3 + R +R, + Ry + Ry 3.10+199Q+98Q+125Q+75Q 500 Q

=100 mA.

b) Napon izmedu dve tacke odredujemo duz najkrace putanje:
- za napon Uxe najkraca putanja prolazi preko tataka E—F— G — A:

Une =E3~RaI Ry I -RI=30V-0,1V-75V-19,9V =25V

-za napon Uhg obe putanje su iste duzine pa ¢emo proizvoljno odabrati putanju preko tacaka
G-F-E-D:
Upg =Ry I +Rp3I —E3+RpI+E,=75V+0,1V-30V+0,1V+5V=-173V
- za napon Uk prolazi preko tacaka B— A -G - F:
Ug =Ry I -E, +RI+RI=01V-25V+199V+75V=25V

c) Snage generatora su:
P =E,-I=25V-01A=25W,

PE2 :—E2]:—5V0,1A:'0,5W,
P, =E,-I=30V-01A=3W.
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Snage DZulovih gubitaka u otpornicima su:

Pp =RI*=199Q-(01A) =1,99 W,

Pe, =R, I =98Q-(01A) =0,98W,

Po =Ry I* =125Q-(01Af =1,25W,

Pe, =R, 1> =750Q-(01 A =0,75W.

Snage koje se troSe na unutrasnjim otpornostima genertora su:

P

g1

I naravno, vazi:

:PRgz :PRg3 :Rgljz :19(0,1 A)Z :0,01 W_

PE1+PEZ+PE3 :PRgl+PR92+PRQ3+PR1+PR2+PR3+PR4'

I1.7.5 Generatori £, =12V, =24V i E i
otpornici R, =10 Q, R, =20Q, =30 Qi
R, =20 Q obrazuju prosto elektricno kolo
kao na slici. Intenzitet struje u kolu je
I=250 mA. Odrediti nepoznatu elektro-
motornu silu £, kao i snagu tog generatora.
Da li se uredaj elektromotorne sile & ponasa
kao generator ili kao potrosac?

+
o —
E g
20
I R
— >
| |

Resenje:

A
+

Slika I1.7.5.1

Najpre treba usvojiti referentni  smer
nepoznate elektromotorne sile £, kao Sto je
prikazano na slici II.7.5.1. Prema tome se
moZe napisati jednacina po Omovom zakonu
za prosto kolo:

= =250 mA,
R +R, +R;+R,

odakle se dobija nepoznata elektromotorna
sila:

Es=(R +R, +Ry+R,)[+E, —F,=80Q-025A+12V-24V=8V.

Dobili smo pozitivan znak elektromotorne sile £ tako da se usvojeni referentni smer poklapa s

pravim smerom elektromotorne sile.

Referentni smerovi elektromotorne sile £ i struje su usaglaseni, pa je snaga tog generatora:
Pr,=E5-I1=8V-025A=2W,

i posto je pozitivha to znaci da se uredaj elektromotorne sile £ ponasa kao generator.
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I1.8 METODE I TEOREME ZA RESAVANJE SLOZENIH ELEKTRICNIH MREZA
TEORIJSKA OSNNOVA

Postoje prosta i slozena (razgranata) elektri¢na kola. Prosto kolo se sastoji od samo jedne
konture, a slozena kola se sastoje od veceg broja ¢vorova i grana, odnosno od dve ili vise
kontura.

Sta je ¢vor elektri¢nog kola?
— Cvor elektri¢nog kola je tatka u kojoj se spaja tri ili vise grana kola. Broj ¢vorova u kolu
obelezavamo sa 7%.

Sta je grana elektri¢nog kola?
— Grana elektrinog kola je provodan put koji povezuje dva ¢vora kola. Broj grana u kolu
obeleZzavamo sa 1.

Metode za proracunavanje slozenih elektri¢nih kola su:
— metod neposredne primene Kirhofovih zakona,

— metod konturnih struja,

— metod potencijala ¢vorova.

Mi ¢emo prouciti prve dve metode.

Postoje i razliciti postupci za pojednostavljivanje slozenih elektri¢nih kola:
— transfiguracije kola,

— Tevenenova teorema,

— teorema superpozicije,

— Nortonova teorema,

— teorema reciprociteta,

— teorema linearnosti,

— teorema kompenzacije.

Mi ¢emo prouciti prva tri navedena postupka.

Ako u elektricnom kolu treba izraunati struje svih grana koji od ovih postupaka éemo
primeniti?

— Kirhofove zakone, metod konturnih struja ili metod potencijala ¢vorova. (Konkretnu metodu
za reSavanje biramo po minimalnom broju jednacina.) Transfiguracije kola i Tevenenova
teorema se ne smeju primeniti jer se u tim metodama gube grane kola, a samim tim i njihove
struje. Metod superpozicije se u principu moze primeniti ali je proracun struja svih grana kola
tom metodom suviSe obiman.
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I1.8.1 METOD NEPOSREDNE PRIMENE KIRHOFOVIH ZAKONA
TEORIJSKA OSNOVA

e Po Kirhofovim zakonima broj jednacina koje piSemo je:
po I Kirhofovom zakonu: n, — 1

po II Kirhofovom zakonu: iy — (1, — 1)

e Ovaj metod ima ukupan broj jednacina isti kao Sto je i broj nepoznatih struja grana kola.

e Ako kolo ima ny strujnih generatora onda je broj jednacina koje piSemo po II Kirhofovom

zakonu:
ng—(n;—-1)-ny,

a broj jednacina po I Kirhofovom zakonu ostaje nepromenjen.

e Nezgodna osobina metode je da ako kolo ima viSe od 3 grane broj jednacina za reSavanje je
vrlo veliki i reSavanje je sloZeno.
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ZADACT

I1.8.1.1 Za kolo prikazano na slici odrediti intenzitete

struja u svim granama neposrednom primenom Kirhofovih +
zakona, ako je =6V, =20V i R=7000, & £
R, =300 Q, R = 400 Q. R; *
Ry R
Resenje:
I 1 A ‘[2 v . v. . o .
> * > ReSavanje zadatka pocinjemo usvajanjem referentnih
+ T I smerova struja u svim granama, kao Sto je prikazano
E1<> ’ Ez() na slici 11.8.1.1.1. Kolo ima % = 2 €vora i ny = 3 grane.
R; * Za svaki ¢vor mozemo napisati jednacinu po I
R, m R, Kirhofovom zakonu, ali se jednacina za n-ti ¢vor moze
dobiti sabiranjem jednacina napisanih za ostalih 7 - 1
-B ¢vorova, Sto znaci da m-ta jednacina nije nezavisna od

prethodnih 7 - 1 jednacina. Konkretno, kada kolo ima

Slika I1.8.1.1.1 dva ¢vora kao u ovom zadatku, jednacine napisane po

I Kirhofovom zakonu su iste za oba ¢vora (razlikuju se samo u znaku). Dakle, po I Kirhofovom
zakonu za ovo kolo mozemo pisati:

ne - 1= 1 nezavisnu jednacinu.

Za Cvor A ova jednacina glasi:
_.[1 +]2 _]3 =0.

Po II Kirhofovom zakonu mozemo napisati:
ng— (ne—1) =3 -(2-1) = 2 jednacine,

odnosno, ovo kolo sadrzi dve nezavisne konture po kojima piSemo jednacine po II Kirhofovom
zakonu. Konture su nezavisne ako svaka kontura ima bar jednu granu koja ne pripada ni jednoj
drugoj konturi. Na slici I1.8.1.1.1 obelezene su dve proizvoljno izabrane nezavisne konture, S; i S,,
i oznaceni su njihovi proizvoljno usvojeni smerovi. Na slici 11.8.1.1.2 prikazane su joS dve
mogucnosti izbora nezavisnih kontura za ovo kolo.

+ +
£ £ £ £
R; * R; *
Ry R Ry R
Slika I1.8.1.1.2
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Jednacine po II Kirhofovom zakonu za izabrane konture sa slike 11.8.1.1.1 glase:

Napomena. Obratiti paznju da kod primene II Kirhofovog zakona, kao i prilikom racunanja napona
izmedu dve tacke, predznak elektromotorne sile ne zavisi od usaglasenosti referentnih smerova
elektromotorne sile i struje (za razliku od Omovog zakona za prosto kolo i metode konturnih struja,
sa kojom cemo se kasnije sresti), ve¢ zavisi iskljuCivo od veze izmedu referentnog smera
elektromotorne sile i smera obilaska konture. Objasnjenje je sledece: II Kirhofov zakon se odnosi
na zbir napona duz zatvorene konture, a napon izmedu dve tacke se rauna sabiranjem napona na
pojedinim elementima koji se nalaze izmedu posmatranih tacaka. Napon idealnog naponskog
generatora uvek je jednak njegovoj elektromotornoj sili i konstantan je; ne zavisi od struje koja
tece kroz generator, odnosno ne zavisi od kola u koje je vezan generator.

Ukupan broj jednacina koje reSavamo neposrednom primenom Kirhofovih zakona je:
e—=1+nmn—(—1)=n,

Dakle, imamo isti broj jednacina koliko i nepoznatih (7, grana i njihovih nepoznatih struja).

Napisimo jos jednom sistem jednacina koji treba da resimo:
~I,+1,-I;=0

“RI, +E, +R I, =0

R, +E, R, =0

Zamenimo brojne vrednosti u ovom sistemu jednacina. Pri tome, zbog lakSeg reSavanja, ne¢emo
pisati jedinice ali ¢emo voditi racuna o jedinicama u kojima je dobijen krajnji rezultat: ako
zamenjujemo napone u voltima (V) i otpornosti u omima (Q) struje ¢emo dobiti u amperima (A);
ako zamenjujemo napone u voltima (V) i otpornosti u kiloomima (kQ) struje ¢emo dobiti u
miliamperima (mA). Zamenjujuéi brojne vrednosti u osnovnim jedinicama (voltima i omima),
dobijamo slededéi sistem jednacina:

~I+1,-1;=0 (1)
—7007, +400/; = -6 ()
—-300/, —4007; =-20 (3)
Zamenimo nepoznatu 5 iz jednacine (1):
I, =-1,+1,

u jednacine (2) i (3). Tada se sistem svodi na dve jednacine sa dve nepoznate:
-11007; + 4007, = -6

4007, — 7007, = —20

koji ¢emo resiti Kramerovim pravilima. Determinanta sistema je:

-1100 400
400 -700

= (~1100)- 700) - 400 - 400 = 61-10*.
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Determinante promenljivih 4 i 5 dobijamo zamenjujuéi koeficijente uz promenljive slobodnim
¢lanovima:

-6 400
A, = = (-6)-700)—(-20)-400 =122-10°
1\_20_700“( )-(-20) :
-1100 -6
A, = =(—-1100)-20)-400-(—6) =244 -10°.
) ‘400 20 (-1100)-20)-400-(-6) 0

Nepoznate promenljive dobijamo iz ovih determinanti (s obzirm da smo zamenjivali napone u
voltima i otpornosti u omima struju dobijamo u amperima):

2
g =80 122:10° ) 660 A —20ma,

' A 61-10°
2
=82 2 10% g o4n—d0ma.
A 6110

Nepoznatu struju 5 odredujemo zamenjujuci dobijene vrednosti struja 4 i 4 u jednacinu (1):
I;=-1,+1, =-20mA +40 mA =20 mA

Prilikom reSavanja ovog jednostavnog kola direktnom primenom Kirhofovih zakona dobili smo
sistem od tri jednacine sa tri nepoznate. Broj jednacina kod nesto sloZenijeg kola bio bi znatno
vedi. Zbog toga se metoda direktne primene Kirhofovih zakona gotovo ne koristi za resavanje
sloZenih kola ve¢ se koriste metode koje su izvedene iz Kirhofovih zakona (metod konturnih struja i
metod potencijala ¢vorova), ¢ijom primenom se dobija znatno manji broj jednacina. Vide¢emo
kasnije da ovaj isti zadatak moze da se resi primenom metode konturnih struja gde se dobijaju dve
jednacine, kao i metodom potencijala ¢vorova kojom se dobija samo jedna jednacina. Dakle,
najpogodniji metod za reSavanje konkretno ovog zadatka bio bi metod potencijala ¢vorova.

I1.8.1.2 Generatori £, =12V, £=24V, =24V i A A~

L, =60mA, i otpornici R; =300 Q, R =300 Q i ? /

R, =500 Q vezani su u kolo kao Sto je prikazano na E N T £ +E
. 1 g 3

slici.

a) Odrediti intenzitete struja u svim granama R, R, R,

neposrednom primenom Kirhofovih zakona.

b) Odrediti napon Uhg. B

Resenje:
a) Na slici 11.8.1.2.1 prikazani su usvojeni smerovi struja svih grana kola. Ovo kolo ima 7 = 2
cvora i ny = 3 grane. Po I Kirhofovom zakonu piSemo:

- 1= 1 jednacinu.
Za Cvor A ova jednacina glasi:
~I,-I,+1,=0.
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Analizirano kolo sadrZi jedan idealan strujni generator.

Broj jednacina koje piSemo po II Kirhofovom zakonu
+ smanjuje se za broj idealnih strujnih generatora 7,
E fg E tako da za ovo kolo po II Kirhofovom zakonu pisemo

ng—(m—1)-ng=3-(2-1)-1=1jednatinu.

Za razliku od prethodnog zadatka, koji nije sadrzao

strujne generatore, ovde se nezavisne konture ne

B mogu prizvoljno birati: kontura za koju se pise

Slika II1.8.1.2.1 jedna¢ina po II Kirhofovom zakonu ne sme

obuhvatati strujni generator jer su u opstem

slucaju naponi na krajevima strujnih generatora nepoznati. (Ovo naravno ne znaéi da II Kirhofov

zakon ne vazi za konture koje sadrze strujne generatore!) Dakle, u ovom zadatku biramo samo

jednu konturu i postoji samo jedna mogucnost izbora te konture, a da ona ne obuhvati strujni

generator. Kontura S;, sa proizvoljno odredenim smerom, prikazana je na slici 11.8.1.2.1. Za ovu
konturu jednacina po II Kirhofovom zakonu glasi:

Zamenjujuci brojne vrednosti dobijamo sistem jednacina:
~I,+1,=0,06
~3007, - 6007, = -12
Determinanta sistema je:
-1 1
= =(-1)-600)-(-300)-1 =900,
‘—300 —600‘ (-1)-600)-(-300)

dok su determinante promenljivih 4 i 5:

L = 0061 1_ 0,06 - (- 600) - (~12)- 400 = —24,
12 600
~1 0,06
A, = 2%l - (-1)-12)- (- 300)-0,06 = 30.
| 0 o~ D-12)- (300
pa su nepoznate struje:
=A% 00267 A=26,7mA,
A~ 900
=82 30 A_0,0333A-333mA.
A~ 900

b) Napon Uz mozemo odrediti duz grane koja sadrzi generator £ i otpornik R;, ili duz grane koja
sadrzi generatore £ i £ i otpornik Rs. Napon Up neéemo odredivati duz grane sa strujnim
generatorom jer ne znamo napon na njemu. Dakle, u opstem slucaju, prilikom odredivanja napona
izmedu dve tacke putanja ne obuhvata strujni generator jer napon na njemu nije poznat.

Upg =R5I, +E5-F, =
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I1.8.2 METOD KONTURNIH STRUJA
TEORIJSKA OSNOVA

e Metod konturnih struja ima broj jednaCina jednak m, — (1, —1) (isti broj jednacina kao Sto

se pise po drugom Kirhofovom zakonu), ali nepoznate veli¢ine i u tim jednacinama nisu struje
grana vec "zamisljene" struje kontura.

e Opsti sistem jednacina, na primer, trec¢eg reda glasi:
R, I, +R I+ R Iy, =E,;
RyIi+ Ry Iy + Ry Iy = By
Ry I, +R, I +R I, =Ey,

U ovom opsStem sistemu clanovi se odreduju prema precizno definisanim pravilima:
— sve otpornosti sa istim indeksima (na primer Ry, R, Rs3) uvek su pozitivne i predstavljaju
zbir svih otpornosti u konturi ¢iji je broj u indeksu;
— sve otpornosti sa meSovitim indeksima (na primer Ry, R:3, Ri3) predstavljaju zbir otpornosti
u granama zajednickim za dve konture, Ciji broj stoji u indeksu. Mogu biti ili pozitivne ili
negativne, Sto zavisi od usmerenja kontura: ako je isti smer obe konture, ove otpornosti
dobijaju predznak "+", a za suprotan smer dobijaju predznak "-";
— sve otpornosti sa meSovitim indeksima istih brojeva, a suprotnog redosleda (na primer Ry, i
R>1) uvek su jednake;
— elektromotorne sile sa desne strane opsteg sistema jednacina (na primer £:) predstavljaju
zbir svih elektromotornih sila generatora u konturi Ciji je broj u indeksu, prema usaglasenom
referentnom smeru;

I1, I i I su konturne struje;
— kada se reSavanjem sistema jednacina izraCunaju konturne struje onda se preko njih
izraCunavaju elektri¢ne struje grana kola.

e Vazno je da prilikom izbora i ucrtavanja kontura svaka mora biti nezavisna, tj. da svaka kontura
mora imati barem jednu granu koja samo njoj pripada (na taj nacin ¢e jednacina koju piSemo
za tu konturu biti matematicki nezavisna).

e Ako postoji strujni generator u kolu, onda obavezno kroz granu sa njim sprovodimo samo
jednu konturu. Tako Ce elektriCna struja te konture biti jednaka struji strujnog generatora.
Time se broj jednacina (broj nepoznatih) opsteg sistema smanjuje za broj strujnih generatora
u kolu 7.
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ZADACT

I1.8.2.1 Za kolo prikazano na slici metodom konturnih

struja odrediti intenzitete struja u svim granama, ako je +

E=6V, £=2V i R=700Q, R=3000q, b £,

R = 400 Q. R; *
Ry R

Resenje:

Metod konturnih struja izveden je iz II Kirhofovog zakona. Kao Sto smo videli kad smo postavljali
jednacine po II Kirhofovom zakonu broj nezavisnih kontura u kolu, koje ima 7z Cvorova i r, grana,
jednak je:

g — (1 — 1).
Po metodi konturnih struja zamisljamo da kroz svaku
A od nezavisnih kontura prolazi po jedna takozvana
+ konturna struja. Za svaku konturnu struju postavlja
E E se po jedna jednacina.
+
Ry Kolo koje analizirlamo ima m =2 ¢vora i ng=3
R R, grane, pa je broj konturnih struja:
_ ng—(m—-1)=3-2-1)=2.
B

Odredimo nezavisne konture (kao Sto je pokazano u
Slika 11.8.2.1.1 zadatku II1.8.1.1) i proizvoljno usvojimo smerove
konturnih struja svake konture (slika I1.8.2.1.1).
Opsti oblik jednacina konturnih struja za ovo kolo je drugog reda (dve konturne struje) i glasi:
Ryl + R0y = E;
RoIy + Ry Iy = Ey

Ry predstavlja zbir svih otpornosti kroz koje protie konturna struja £ i uvek ima pozitivan
predznak:

R,, predstavlja zbir svih otpornosti kroz koje protiCe konturna struja Z; i uvek ima pozitivan
predznak:

Otpornosti Ry, i R su uvek jednake (imaju iste brojeve u indeksu, razli¢itog redosleda) i
predstavljaju ukupnu otpronost grane koja je zajednicka za konturnu struju £ i konturnu struju 4.
U ovom kolu je to grana sa otpornikom As. S obzirom da su smerovi konturnih struja kroz ovu
zajednicku granu suprotni, predznak otpornosti Ri, i R; je negativan:

Rlz = R21 = _R3 = _0,4 kQ .
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£ je algebarski zbir svih elektromotornih sila kroz koje protice konturna struja 4. Ako se smer
struje poklapa sa referentnim smerom odredene elektromotorne sile, ta elektromotorna sila ima
predznak "+", i obrnuto.

£ =£
£ je algebarski zbir svih elektromotornih sila kroz koje proti¢e konturna struja 4.
Ey=E,
Ako ove izraze uvrstimo u opsti oblik jednacina za konturne struje dobijamo jednacine konturnih

struja za analizirano kolo:
(R1 +R3)[1 -R Iy = £

- R +(R2 +"?3)1—11 =k,

Uvrstiécemo brojne vrednosti u prethodne dve jednacine vodeéi racuna o jedinicama krajnjeg
rezultata. Uvrstimo otpornosti u kiloomima:

1,1.[1 - 0,4[11 = 6
_0,41;, +0,71,; = 20

Dobili smo isti sistem jednacina kao u zadatku I1.8.1.1, s tim Sto ¢e rezultujuée struje biti izrazene
u miliamperima. Determinante sistema i determinante promenljivih su:

11 -04 6 -04 L1 6
=‘ ' "1=0,61, A; = =122, Aq = =244,
-0,4 0,7 20 0,7 -0,4 20
na osnovu Cega se dobijaju konturne struje:
I=ﬁ=£mA:20mA, ]Ilzﬂzzdr—’4mA:40mA.
A 0,61 A 061
I A I Struju svake grane Cine konturne struje koje prolaze
—> . —> kroz tu granu. Struja odredene grane se stoga dobija
+ T I algebarskim zbirom konturnih struja koje prolaze kroz
E 5 tu granu. Ako se smer konturne struje poklapa sa
R; * smerom struje grane, konturna struja ima pozitivan
R, R, predznak, a ako su smerovi struje u grani i konturne
struje suprotni, konturna struja ima negativan
B predznak.
_ Obelezimo nepoznate struje u granama kola, slika
Slika I1.8.2.1.2 I1.8.2.1.2. Kroz granu sa strujom Z proti¢e samo
konturna struja £ i istog je smera kao struja 7, pa je:

Kroz granu sa strujom 4 protice samo konturna struja £; i istog je smera kao struja 5, pa je:

Kroz granu sa strujom 5 proticu konturne struje 4 i 4, i to konturna struja % protice u suprotnom
smeru od struje 5, a konturna struja 4 je istog smera kao struja 5, pa je:

Iy =-I, +I; =—20 mA+40 mA = 20 mA.
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I1.8.2.2 Za kolo prikazano na slici napisati jednacine po metodi konturnih struja i izraze za struje
pojedinih grana.

R, R, R,
+ + +
£ £ £
Jl
R R R
Rs

Resenje.
.[1 Rz .[3 R4 -[5 R7
+ [2¢ [4¢ + +
£ £ £
el
R Rs Rs
o K
Slika 11.8.2.2.1

Posmatrano kolo ima 7 = 4 Cvora i ny = 6 grana pa je broj konturnih struja (i jednacina koje
reSavamo) jednak:

- (m—1)=6-(4-1) =3.

Na slici I1.8.2.2.1 prikazana je jedna mogucnost za izbor konturnih struja i obelezene su nepoznate
struje grana.

Opsti sistem jednacina konturnih struja treceg reda je (imamo tri konturne struje):
R I + RpIy + Ris Iy = E
Ry Iy + Ry Iy + Rz = £y
Ry Iy + Rap Iy + Ryz Ty = £y
Otpornosti kroz koje proticu pojedine konturne struje su:
Ri1=R +R, +R;,
Ry =R;3+R, +Rs +Rg,
Rys=Rs +R, + Rg.
Otpornost grane koja je zajednicka za konturne struje £ i Z; je:

R12 = R21 = _R3-
suprotan smer struja £ i f; kroz
granu sa otpornikom R;
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Otpornost grane koja je zajednicka za konturne struje 4 i Ay je:

Ry =Rz =+Rs.
isti smer struja Zp i Ay kroz
granu sa otpornikom Rs

Konturne struje £ i f;; nemaju zajednickih grana pa je:
R13 = R31 = O .

Elektromotorne sile kroz koje proti¢u pojedine konturne struje su:

isti referentni smer kao struja 4
£y =-F, 5
suprotan referentni smer od struje Z;
Ey=-Es+ £

isti referentni smer kao struja A
suprotan referentni smer od struje I

Konacno, sistem jednacina za analizirano kolo glasi:

(R, + Ry + Ry )1, — Ryl +0-Iyy =5

odnosno
(Rl +R, + R3)—’1 - Ry = E
—RyI; +(Ry + Ry + Rs + R )Iyy + RsIyyy = —F
RsIy + (Rs +R, + Rs)—fm =-£5 + £y

Struje pojedinih grana su:
I, =+1;,
isti smer kao struja [
I =+ - I,
suprotan smer od struje 5

isti smer kao struja 5
Iy =1y,
Iy =TIy + Iy,
Iy =—Iy,
Io=1;.
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I1.8.2.3 Generatori £ =12V, £=24V, =24V i A ~F
L, =60mA, i otpornici R =300 Q, R =600Q i | Y
R, =500 Q vezani su u kolo kao Sto je prikazano na E N I E +E
slici. Metodom konturnih struja odrediti intenzitete g 3
struja u svim granama kola.

B

Resenje:
a)
4, Al ~
+ % +
2 I \\DE
R, R, R;
[z,
B
Slika 11.8.2.3.1

rg. Dakle, u ovom zadatku reSavamo

Posmatrano kolo ima =2 Cvora i ;=3 grane i
sadrzi ny = 1 idealan strujni generator. Broj konturnih
struja je:

= (ne—1) = 2.

Po pravilu se tako biraju nezavisne konture da kroz
svaki strujni generator prolazi tacno jedna
konturna struja. Na taj nacin je konturna struja koja
prolazi kroz strujni generator odredena vrednoScu
struje generatora, pa se ukupan broj jednacina koje
reSavamo smanjuje za broj idealnih strujnih generatora

ng— (me—1) — ny =1 jednacinu.

Na slici 11.8.2.3.1 prikazana je jedna mogucénost izbora konturnih struja i obeleZzene su nepoznate
struje grana. Opsti oblik jednacina po metodi konturnih struja je drugog reda (dve konturne struje)

i glasi:

Ridy + Ry Iy = By (1)

Iy =1 (2)

Obratiti paznju da se za konturnu struju koja prolazi kroz idealni strujni generator (u
ovom slucaju je to struja %) ne postavlja jednacina u opstem obliku.

Zbir svih otpornosti kroz koje protic¢e konturna struja £ je

Otpornost grane koja je zajednicka za konturne struje % i Z, i kroz koju struje teku u istom smeru,

je:

Rlz :R3 =6OOQ.

Zbir elektromotornih sila kroz koje proti¢e konturna struja £ Cini desnu stranu jednacine (1):
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Dobijeni sistem jednacina glasi:
(R1+R3)'[I+R3-[11251 (1)
fn=1q (2)
Zamenom poznate konturne struje 4; u jednacinu (1) dobijamo izraz za nepoznatu konturnu struju
I
CE+Ey-E3-Ryl; 24V
R, + R, 900 Q

(R +R) +R I =E, = I = -0,0267 A = -26,7 mA

Struje grana su:

I1.8.2.4 U kolu na slici poznato je: R3
1 —
-[gl= 12A, .[gz=6A,

E=30V,5=20V,5=40V, H& +<>Ez ; +<>E3

R1=10Q,R3=40Q,R4=20Q,R5=3OQ

@

a) Odrediti struje svih grana kola primenom

1 2
metode konturnih struja. "'C) E, E'] R CD —791
4

b) Odrediti snagu strujnog generatora Ig;. R
 —
5
Resenje:
a)
Posmatrano kolo ima 7 =4 ¢&vora, n,=6
4 3 R 3 J
—> ', | <« grana i sadrzi ng=2 idealna strujna
+ ¢[ 6 + generatora. Broj konturnih struja jednak je
R; <> Ez 7 <>E3 broju nezavisnih kontura ovog kola:
1 ng ny—(m-1) =3.
[_’ 2 Po pravilu kroz svaki strujni generator prolazi
¥ 2 A tacno jedna konturna struja i njen intenzitet je
E K I
odreden strujom tog strujnog generatora, tako
4 T R 91 odreden strujom tog struj tora, tak
¢ 5———1 da je broj nepoznatih konturnih struja smanjen
4 ]'1_> 5 za rq. Dakle, broj jednacina koje reSavamo je:
Slika 11.8.2.4.1 ng—(m—=1)—mg = 1.
Opsti sistem jednacina glasi:
Ii=1g (1)
Iy =1y (2)
Raiy + Ryplyy + RysIyyy = Eqyy 3
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Zbir svih otpornosti kroz koje proti¢e konturna struja 4y je
R33 = R4 + R5 .
Otpornost grane koja je zajednicka za konturne struje £ i 4y, i kroz koju struje teku u istom smeru,

je:
R31 = RS .

Za konturne struje 4 i Ay zajednicka je grana koja sadrzi samo generator £. Dakle, otpornost te
grane je 0:
R32 = 0 .

Zbir elektromotornih sila kroz koje proti¢e konturna struja Ay je:

Zamenom koeficijenata i poznatih struja u jednacinu (3) dobijamo nepoznatu konturnu struju Ay:

E,-E,-Rsly; 350V
RI ,+\R,+R )y =F, —F Iy = CL =
54g1 ( 4 5) III 4 2 = I R, +R. 500

-7 A

Struje grana su:
I =1, =1, =12A,
I,=Iy=1,=6A,
I,=I+I; =12A+6 A=18A,
Iy =Iy=-7A,
Io=I,+I; =12A-7A=5A,
Io=I+I;+I; =12A+6 A-7A=11A.

b) Snaga strujnog generatora jednaka je proizvodu struje generatora i napona na njegovim
krajevima pri usaglasenim referentnim smerovima. Prema tome, snaga strujnog generatora ; je:

P[gl :U25‘[gll
pri cemu je:

= P, = Uy 15, =1000V-12 A =12000 W =12 kW
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I1.8.2.5 U kolu na slici izraCunati:

| I | | I
a) struje u svim granama kola primenom
metode konturnih struja,

. + +
b) snagu strujnog generatora I, () E () E () E,
Vrednosti elemenata: +
E=1V, =4V, 6=5Y, & E5 R E7
E=6V,5=7V, =8V, — t ——
Lo=2A L3=3A, — / — /
R=R=100Q,R=R=R=200Q, HR
R, =R =30 Q. 1 8
<>‘792 HRs
O
R 93
—2 o
| I | U

Resenje:
SN
Vs
+ +
Qs Qe O
1 R +/E% ” i
A —

1
| |
D

0

I3
I g
ek G

Slika 11.8.2.5.1

Posmatrano kolo ima m =5 c¢vorova,
ng=48 grana i sadrzi mg =2 idealna
strujna generatora. Broj nezavisnih
kontura je:

mg—(me—1) =4
a broj jednacina koje postavljamo je:
Ng—(me—1)—rmg = 2.

Vodeéi raCuna o pravilu da kroz svaki
strujni generator mora prolaziti tacno

jedna konturna struja usvojene su
nezavisne  konture sa  proizvoljno
usvojenim referentnim smerovima

konturnih struja, kao Sto je prikazano na
slici 11.8.2.5.1.

Posto imamo Cetiri konturne struje opsti sistem jednacina je Cetvrtog reda:

Ridy + Riply + Rzl + Ry Iy = £ (1)
Ip =1, 2)
Iy =1 (3)
Rardy + Ryply + Rzl + Rag Iy = Eyy (4)
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Koeficijenti su:
R,=R +R;=100+200=300Q,
R, =-R; =-200Q,
R,; =0 (struje £ i £y nemaju zajednickih grana),

R, = R, =0 (struje 4 i &y imaju zajednicku granu,
koja sarzi samo naponski generator),

R,, =0 (struje Z; i fy nemaju zajednickih grana),
Ry;=-R,=-30Q,
Ry =R, +R, =200+300Q=50Q,
Ei=E -E¢+E;=1V-6V+5V=0V,
Ey=E¢+E,—-E,=6V+4V-7V=3V.

Zamenjujudi koeficijente dobijamo sistem:

(R1+R5)[I_R5[H=E1_Es +Es (1)
IIIZ'[gZ (2)

Iy = 1Ig3 3)
—R7[111+(R4+R7)—’1v=56+E4—E7 4)

Zamenjujuci poznate struje u jednacinama (1) i (4) dobijamo dve jednadine sa po jednom
nepoznatom strujom:
R, + R 300

(R +Rs)Iy — Ry, = E, — Eg + E = I =1,33A

_EG+E4_E7+R7[g3 93V
- R, +R, 500

~R I+ Ry +R )y =Eg+E,-E, = I =1,86 A

Struje grana su:

I,=1,=186A,
I =-I)+1I; =067A,
Io=1, -1, =-053A,
I, =-I,+I; =114 A,
Ig =1Iy -1y =-1A.
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b) Na slici I1.8.2.5.1 obelezeni su krajevi strujnog generatora Z; tackama 1 i 2, pa je napon na
njemu pri usaglasenim referentnim smerovima:

Up =Ry, — Eg + Relg + Es + RiIs =20 V-8V -30V+5V+13,4V =04V,

pa je snaga ovog strujnog generatora:
P,gz =U;; 1,=04V-2A=08W.

I1.8.2.6 Odrediti struje svih grana kola primenom —
metode konturnih struja, kao i snage svih elemenata R,

u kolu. Poznato je:

— t 2
£ =138V, [ = 34 mA, - . E—1
R1=2kQ,R2=2kQ,R3=3kQ, E4 '[9
Ry =500 Q, Rs =6 kQ. R K R
4
Resenje:
| |
—> L
A R Posmatrano kolo ima m =4 Cvora, ;=6
1. grana i sadrzi mg=1 idealni strujni
+ 5 g
1 |_|4_[ O 2 @ 23 generator. Broj nezavisnih kontura je:
A = '[g ng—(ne—1) =3,
H Ry H R H R a broj jednacina koje postavljamo je:
sz ¢[6 ¢'[3 ny=(e—=1)—mg = 2.
4
Slika I1.8.2.6.1
Posle sredivanja sistem jednacina glasi:
Iy =1 )
RyIy + Ry +(R1 +R, +R3)—’111 =0 3)

Zamenom brojnih vrednosti otpornosti (u kQ), elektromotorne sile i poznate struje, dobijamo
sistem dve jednacine sa dve nepoznate:

Cije su determinante sistema i promenljivih:
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85 2

=85-7-2-2=555,

2 7

66 2
A; = -=66-7-(-102)-2 =666,
-102 7
85 66
A = -8,5-(-102)-2-66 = -999.
2 -102
Nepoznate konturne struje su:
7, =896 A 1oma, Iy =2m =99 A - 18 ma.
A 555 A 555

Struje grana su:
[1 = [III :'18 mA,

I, =I +Iy =-6mA,

Iy = Iy + Iy =16 mA
I, =-I, =-12mA,
Is =I; =34 mA,

Io=I —I;=-22mA.

Za odredivanje snage strujnog generatora potrebno je da odredimo napon (4;:

pa je snaga:
P,g =U; - I;=180V-0,034 A=6,12W.

Zbog usaglasenih referentnih smerova struje 4 i generatora £, snaga ovog generatora ima
pozitivan predznak:
Pr, = E4I, =138V -(-0,012 A)=-1,656 W

Posto je stvaran smer struje I, suprotan od usvojenog, konacna brojna vrednost snage je
negativna, Sto znaci da se generator £, ponasa kao potrosac.

Snage otpornika su:

Pe = R =2000 0-(-18-10°Af 0,648 W,
P =R,I,% =2000 0-(-6-10°Af = 0,072 W,
P =RyI;* =3000 Q- (-16-10°Af =0,768 W,
Po =R I, =500 @-(-12-103Af = 0,072 W.

Py = RyIs* =6000 Q- (-22.10%Af = 2,904 W.
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I naravno, vazi zakon o odrzanju energije:
PE4+P[g :PR1+PR2+PR3+PR4+PR6'
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I1.8.3 TRANSFIGURACIJE KOLA
TEORIJSKA OSNOVA

e Transfiguracije kola se dele na transfiguracije otpornika i transfiguracije generatora.
e Transfiguracije kola se smeju primeniti ako ne treba odrediti struje u svim granama u kolu.

e Pri svim ovim transfiguracijama naponi i struje u delu kola koji se ne transfiguriSe moraju ostati
nepormenjeni. Zato se transfiguracije rade prema tacno definisanim pravilima.
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I1.8.3.1 TRANSFIGURACIJE OTPORNIKA

TEORIJSKA OSNOVA

Sta znaci transfigurisati grupu otpornika?

— To znaci nadi ekvivalentnu otpornost otpornika koji bi zamenio tu celu grupu.

A

REDNA VEZA

Ry

R

B

— - e

PARALELNA VEZA

Ry:=R, +R,
Karakteristika redne veze je da su elementi vezani u
istoj grani, Sto znaci da imaju zajednic¢ku struju koja
kroz njih prolazi

1 1 1 R,R
=—+-— = Ryp=—12
R: R, R, R, + R,
Karakteristika paralelne veze je da su elementi vezani
izmedu dve iste tacke, Sto znaci da je napon na njima
isti.

1 1 1 1
+ +
RAB Rl R2 R3

R,R;R,
RAB = RR
R, + R,R; + R,R,
R,R
R =Rt 0
2 3
(R1 + Rz)(Rs + R4)
RAB =

R, +R, +R; +R,

RZ
=% R
R, R, R, R, +R, R;+R,
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— Jako je vazno izmedu kojih taaka u kolu traZimo ekvivalentnu otpornost posto je ona
razliCita za jednu istu grupu otpornika u zavisnosti od tacaka izmedu kojih se posmatra.

Primer:

Obelezena grupa otpornika sa slike ima
potpuno drugadiju ekvivalentnu
otpornost u ova tri slucaja, jer se traZi
ekvivalentna otpornost izmedu razlicitih
tacaka. (Pogledaj zadatak 11.8.4.1.3)

R, +R;
R,R,
R, + R,

R, RR]
R, + R,

R,R,
R, +R;

(R3 +R, )R4R5
(R3 +R, )R4 + (R3 +R, )R5 + R,Rs

R_{R2 +7R“R5 }
Re =R +R || (R, +R, | |R)+R, =R, + +R,

R; + R, +

R{
R =R + Ry |1 (Rs+R, | | Rs)=R, +
R, +R; +

Ry =R +(Ry + R IR, | | R =R, +

e Postoje i nesto slozenije veze otpornika koje nisu ni redne, ni paralelne, ni meSovite. To su
otpornici povezani u "trougao" i otpornici povezani u "zvezdu". Koriste se transfiguracija
"trougao u zvezdu" i transfiguracija "zvezda u trougao".

TRANSFIGURACIJA "TROUGAO U ZVEZDU"

_ R,R;; R. = R,R;; R. = RyR;;
1= 2 = 3 =
R, +R; + Ry, R, + Rz + Ry, R, +R; + Ry,
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TRANSFIGURACIJA "ZVEZDA U TROUGAQO"

R,R;

R,=R +R, + R.R, R;=R, +R; + R;R:” Ry:;=R, +R; +

3 2 1

Transfiguracija "trougao u zvezdu" smanjuje broj kontura za jednu, pa se kolo lakse resava.

Najcesci primer za formu trougla u zadacima je:

i

|l

{

Transfiguracija zvezda u trougao ne smanjuje broj kontura, naprotiv. Zato na prvi pogled i nije
logi¢na. Medutim, dobija se mnosStvo paralelnih veza koje u jednom koraku mogu da se

ekvivalentiraju.

Najcesci primer za formu zvezde u zadacima je:

il

b
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ZADACT

I1.8.3.1.1 Za deo kola prikazan na slici odrediti napone na otpornicima R; i A.

Brojnipodaci: R =3 Q,R=7Q,U=3V.

Ry R
+ U + U
s U .
Resenje:

I, R R, I, Re
- - s B e
+ Y + U <~
s U g s U g

Slika I1.8.3.1.1.1

Otpornici R, i R, su vezani redno pa je ekvivalentna otpornost:

Smer struje u ovoj rednoj vezi prikazan je na slici I11.8.3.1.1.1, a intenzitet je, na osnovu Omovog
zakona:

=YY 3V _g3a.
R, R +R, 10Q

Dakle, prema Omovom zakonu napon na otporniku R, je:

U R, _30

L+ R, L+ R, 10 Q

3V=09V.

Ovakva redna veza dva otpornika, koja su priklju¢ena na zajednicki napon, naziva se razdelnik
napona, jer se ukupan napon deli na dva napona na otpornicima u zavisnosti od njihovih
vrednosti. Napon na odredenom otporniku (na primer na otproniku R;) dobija se kada se ukupan
napon (U) pomnoZi sa kolicnikom otpornosti otpornika na kome se odreduje napon (dakle
otpornika R;) i zbira otpornosti (R, i R,). Na osnovu izraza za razdelnik napona, napon na otporniku
R je:

U, = = 3V=21V.
R +R, 100

Dakle, kroz redno vezane otpornike protice ista struja 7, a ukupan napon je jednak zbiru napona
na pojedinim otpornicima:
U = Ul + UZ .
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I1.8.3.1.2 Za deo kola prikazan na slici odrediti struje kroz grane sa otpornicima R; i R..
Brojnipodaci: R =3 Q, R =7 Q,I=5A.
I, R
e ey
é} 2

Resenje:

Slika I1.8.3.1.2.1

Otpornici R, i R, su vezani paralelno, pa vazi:

1_1. 1 e g RR 3070

R, R R, R +R, 3Q+7Q

=21Q.

Pozitivan kraj napona na otpornicima prikazan je na slici I11.8.3.1.2.1 i prema Omovom zakonu ovaj
napon je:

v-ri=SLR 1 _s10.5n-105V.
R +R,
Struja kroz otpornik R; je prema Omovom zakonu:
RIRZ
=Y KRR R 7O 5p 354,
R, R, R +R, 10 Q

Ovakva paralelna veza dva otpornika pri kojoj se struja napojne grane deli na struje kroz
otpornike, Ciji intenziteti zavise od vrednosti otpornika, naziva se strujni razdelnik. Struja kroz
odredeni otpornik (na primer kroz otpornik R;) dobija se kada se ukupna struja (/) pomnozi sa
koli¢nikom otpornosti otpornika kroz koji se struja ne trazi (u ovom slucaju otpornika &), i zbira
otpornosti (R; i R,). Na osnovu izraza za strujni razdelnik, struja kroz otpornik R, je:

R 30
R +R,T 100

I, I 5A=15A.
Dakle, napon na paralelno vezanim otpornicima je isti, U, a struja kroz napojnu granu je jednaka

zbiru struja kroz pojedine otpornike:
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I1.8.3.1.3 Za grupu otpornika na slici C
odrediti ekvivalentne otpornosti izmedu A
svih parova tacaka oznacenih na slici.

Resenje:

Krenimo od najjednostavnijih ekvivalentnih otpornosti koje se mogu uociti direktno na slici:

(i) otpornost izmedu tacaka A i C: kada bismo izmedu tacaka A i C vezali generator, struja bi
tekla samo kroz otpornik Ry, jer su svi ostali putevi kroz kolo od tacke A ka tacki C otvoreni ili
kratko spojeni. To znali da je ekvivalentna otpronost izmedu ove dve tacke jednaka
otporniku Ay:

RAC = R1

(i) otpornost izmedu tacaka B i E odredujemo slicno kao otpornost Rac: izmedu tacaka B i E
nalazi se samo grana sa otpornikom R, pa je:

RBE = Re

(iii) otpornost izmedu taCaka E i F odredujemo slicno kao otpornost Rac: izmedu taCaka E i F
nalazi se samo grana sa otpornikom R;, pa je:

Rer = Ry

(iv) otpornost izmedu tacaka B i F Cine redno vezani otpornici Rs i R,. Ostali otpornici su u ovoj
vezi kratko spojeni ili nisu ukljuceni u kolo.

Rer = Rs + Ry = Ree + Rer

Posmatrajmo sada grupu otpornika R,, Rs, Ri, Rs. Cilj ovog
zadatka je da uocimo da ista grupa otpornika u istom kolu moze
imati drugaciju ekvivalentnu otpornost u zavisnosti od tacaka
izmedu kojih odredujemo ekvivalentnu otpornost. Ekvivalentna
otpornost ove grupe otpronika izmedu tacaka CiE,CiD,iDi E
se razlikuje. Ono Sto je zajednicko za svaku od ovih
ekvivalentnih otpornosti jeste da otpornici R, R i R, nisu
ukljuceni u ekvivalentnu otpornost, jer ako bismo izmedu bilo
koje od ovih parova tacaka (Ci E, CiD, i D i E) vezali generator,

kroz R:, Rs i R, ne bi tekla struja (drugi kraj svakog od otpornika A Ras
R, (tacka A), Rs (tacka B) i R, (tacka F) je slobodan). Takode, °
otpornici R4 i Rs su u svakoj kombinaciji vezani paralelno: E
1LY L R R R = KR Slika 11.8.3.1.3.1
Ris Ri R Ry +Rs
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Odredimo svaku od ovih otpornosti:

(v) otpornost izmedu tacaka C i E:
— izmedu tacaka C i D nalazi se jedna grana sa otpornikom
R»; otpornik R, je redno vezan ekvivalentnoj otpornosti Ris:

Rys = Ry +Rys = Ry +R4 R,

— izmedu tacaka C i E nalazi se grana sa otpornikom Rs i
paralelno sa njom ekvivalentna otpornost Rys. Ovo u stvari
jeste otpornost Rec:

1 1 1
Re R; 245
Ry R, + RiRs
Ry + R
Ree =Ry || Ross = Ry || (R, + Ry || Rs) = RR
Ry +R, + 475
Ry + R

(vi) otpornost izmedu tacaka C i D:
— otpornik R; je vezan redno otpornosti Rs:

R,R
Riss = Rs +Rys = Ry +ﬁ
— otpornik R, je vezan paralelno sa ekvivalentnom otpornosti
Rs45:
11,1
Ro Ry Rus
R,| Ry + RiRs
R, +Rs
RCD:R2||R345:Rzll(R3+R4||R5)= RR
45
R, +R; +
R, + Rs

(vii) otpornost izmedu tacaka D i E:
— otpornici R, i R5 su vezani redno:

—  grupe otpornika R»3 i R4s su vezane paralelno:
R,Rs

Ry +Rs
R,R:

Ry +Rs

(Rz + R3)

Roe =
R, +R; +

| | [Russ

m

me—{ 0O

R345=Ree
C R D
—{ +—o
Ri4s
| I |
C RCD D
—{ |—o
D
R | |Res
E
D
Roe
E
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Otpornost R se nalazi u sastavu sledecih otpornosti:

— otpornost izmedu tacaka A i E (otpornici Rs i R, nisu ukljuceni):

A R Cc R D A R C

Rie =R +Re =R, +R; ||(R2+R4 ||R5):R1+

— otpornost izmedu tacaka C i B (otpornici R; i R, nisu ukljuceni):

C Ry D C C
5 R, Rs Ry | |Rs <:> 5 R, Ree <:> Rac
o— * ®

E E B

R3(R2+ RiRs J
Rec =R +Rs = R3 || (Ry + Ry || Rs )+ Rg = +Rs

A R C R D A R C

=
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— otpornost izmedu tacaka C i F (otpornici R, i Rs nisu ukljuceni):

R F
E
J’_
R =Ree +R; =Ry || (R, + Ry || R )+ R, = 4RR5 R
Ry + R, + 42
Ry +Rs

— otpornost izmedu tacaka A i F (otpornik Rs nije ukljucen):

A R C R, D A R C

A
R; Ri| |Rs Ree = Rar
S E F

R3(R2+ RaRRs J
Ry
+R,

+Rs
Ry +R, + RiRs
Ry +Rs

E

Ry =R +Rs +R, =R +R; || (Ry + Ry || Rs)+ R, = R, +

Otpornost Rp se nalazi u sastavu otpornosti izmedu tacaka A i D (otpornici Rs i R, nisu

ukljuceni):
e — Do o oD F—
R Ryl |Rs
E
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Otpornost Roe se nalazi u sastavu sledecih otpornosti:

— otpornost izmedu tacaka F i D (otpornici R; i Rs nisu ukljuceni):

C R D D D
R3 R4 R5 @ R DE @ R DF
R, F R F
——{ |-
E E F

R,R
(Rz +R3)R 1;
45
R, + Ry +
Ry +Rs
— otpornost izmedu tacaka B i D (otpornici R; i R nisu ukljuceni):
c Ak D D D
| I
R, Ryl |Rs e Roe Y e Rep
B K B R
— —
E E
R,R
(Rz +R3)R 4+;
RBD:R6+RDE:R6+((RZ+R3)”R4”RS):R6+ ‘:QRE
R, + Ry + 4+;
4 5

I1.8.3.1.4 IzraCunati ekvivalentnu otpornost izmedu tacaka A i B, ako je R =10 kQ,
Rz =20 kQ, R3 =60 kQ.

Resenje:

a) b)
Slika 11.8.3.1.4.1
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Prisetimo se zadatka 1.7.15: u tom zadatku smo imali istu vezu kondenzatora. Rekli smo da je

tacka izmedu otpornika R, i R; na istom potencijalu kao tacka A, jer je sa tackom A spojena

provodnikom, i da je tacka izmedu otpornika R; i R, na istom potencijalu kao tacka B, pa ova veza

predstavlja paralelnu vezu posmatranih otpornika, kao Sto je prikazano na slici 11.8.3.1.4.1. S toga

vazi:
1

"

S SO S SN SR Y73 S S T T

i+—+—: + + kQ =6 kQ
R, R, R; 10kQ 20k 60kQ kQ 0,167

e

I1.8.3.1.5 Izracunati struje u granama kola sa slike, kao i R4
snagu naponskog generatora.

Dato je:
Ri=7KkQ, RR=8kQ, RB=10 kQ, R = 30 kQ,
Re=3kQ,R=6kQ, R =25kQ, R =8 kQ,
E=40V

Resenje:

(N

Slika I1.8.3.1.5.1

Odredimo najpre ekvivalentnu otpornost:
— otpornici R i R4 su vezani paralelno:

1 1 1 RsR 10 kQ - 30 kQ

_ =7,5kQ
Ry R, R, R, +R, 10KQ+30kQ

— otpornik R, je vezan redno s otpornoscu Rss:
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— otpornici Rs i Rs su vezani paralelno:

LZLJFL = Ry =R ||Rs = RsRe _3kQ-6ka
Ry Rs R Rs + Ry 3kQ+6kQ

=2kQ

— otpornik R; je vezan redno s otpornosScu Rse:

— otpornosti Rs47 i Rse2 SU vezane paralelno:

1 1 1 R37R 10 kQ - 10 kQ
. R _R R... — 3477562 _ =5
= R =R 1 Rse = R = 10ka + 10 kO

R234567 R347 R562

— otpornici R, i R su vezani redno sa otpornoScu Rysase7:

Prema Omovom zakonu intenzitet struje je:

r=£_-8Y _5ma.
R, 20kQ

e

S obzirom da su otpornosti Rs4; i Rss; Vezane paralelno, a da je ukupna struja kroz ove otpornosti
I, struje L i 5L mozemo odrediti pomocu strujnog razdelnika:

I, = = -2mA =1mA
I, = Rug  p__ 10KQ 5 op_1ma
Pomocu strujnog razdelnika odredi¢emo i struje:

=R g 30K 4 075mA

R; +R, 10 kQ + 30 kQ
f=— B g 10KO 4 025mA

R; + R, 10 kQ + 30 kQ
L= R 5o 8K2 A _067mA

Rs + R 3kQ+6kQ
_ A I 3k -1mA =0,33mA

TR +R, 2 3KQ+6kQ
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I1.8.3.2 TRANSFIGURACIJE GENERATORA
TEORIJSKA OSNOVA

e Ovde ¢emo prouciti samo transfiguraciju realnih generatora.

e Kako se transfiguriSe realan strujni generator?

AL A L
+ + + E:IgRIg
KO A| v RS e R
g = Ry,
B B

Ova transfiguracija ocigledno uproséava kolo: smanjuje broj kontura. Primenjujemo je, na
primer, u slede¢em slucaju:

T

/s
%

N —— O
U |

F
-

e Kako se transfiguriSe realan naponski generator?

A I IR , _E
+ + + o R,
UAB Rpé E @ Ig CD R_@ |::| UAB Rp ; E
R, T T R, =R,
B B

Ovu transfiguraciju primenjujemo u sledec¢im slucajevima:

a) + ) ) ) +

=0 [J]=® []-
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ZADACT

I1.8.3.2.1 Za kolo prikazano na slici poznato

Je: L |
E=40V,5=100V, =30V, ,=0,2A, +

D= Ds
R =300 Q,R =150 Q, R, =200 Q, +

A
R =100 Q,Rs=75Q H Rs <>"9
Primenom transfiguracija generatora odrediti [HRI R
struju kroz otpornik Rs. R E,
2
[ 2

Resenje:

Uocimo karakteristicne veze generatora koje ¢emo transfigurisati:

— generator £ sa redno vezanim otpornikom R;, paralelno vezan sa otpornikom Rs;. Primeni¢éemo
transfiguraciju ovog naponskog generatora u ekvivalentni strujni generator. Struja ekvivalentnog
strujnog generatora jednaka je odnosu elektromotorne sile generatora i njemu redno vezane
otpornosti:

= 0V 4334,
R, 300Q
pri ¢emu treba voditi raCuna o referentnom smeru strujnog generatora, koji je isti kao i za
naponski generator £ - od Cvora 1 ka cvoru 4. Otpornost strujnog generatora jednaka je

otpornosti koja je redno vezana naponskom generatoru:
R =R =300Q.
Rs

]
|

I, 3

D&
& | = Dx D1,

R

R E
M B
1 — /2

Slika I1.8.3.2.1.1

Time dobijamo paralelno vezane otpornike Ry i R, koje ekvivalentiramo jednim otpornikom:

1+ Ry

R =R/ IR, = =750Q.
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Slika 11.8.3.2.1.2

Transfiguracijom generatora £ dobili smo realni strujni generator unutrasnje otpornosti Ry4. U cilju
smanjivanja broja kontura u kolu ovaj strujni generator ¢emo transfigurisati u ekvivalentni
naponski, vodeci racuna o referentnom smeru (od ¢vora 1 ka ¢voru 4):

Rs Iy

1> 3
E" =Ry I,=750Q-0133A =10V +()E +<>E2
R" =Ry =750 D)
Rig HRz
R /L_'-%Jr
1 N

Slika I1.8.3.2.1.3

— generator £ sa redno vezanim otpornikom R, paralelno vezan sa strujnim generatorom Z,.
Transfigurisatemo ovaj naponski generator u ekvivalentni strujni generator vodeéi racuna o
referentnom smeru (od ¢vora 3 ka ¢voru 2):

Rs 1
TR ML US
+ n
E, 100V Qe
Ip="2 =27~ 0,667 A
9 R, 1500 HRZ O,
R" =R, =150 Q HR14
R; £,
[ 1 ®
1 = /2

Slika I1.8.3.2.1.4
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Na ovaj nacin smo dobili dva paralelno vezana
strujna generatora, koja mozemo
ekvivalentirati jednim. Posmatrajmo  sliku
I1.8.3.2.5 na kojoj se nalaze izdvojena ova dva
strujna generatora. Na osnovu I Kirhofovog
zakona struja napojne grane je:

I=17-1,

i konstantna je. Prema tome, u ostatku kola se
niSta nece promeniti (sve struje i naponi ostaju
isti) ako ova dva strujna generatora
ekvivalentiramo jednim generatorom dija je
struja:

1Y =I=17-1,-0,667A-0,2A=0,467A.

Na slici I1.8.3.2.6 su strujni generatori 7, i /7
ekvivalentirani strujnim generatorom ]g“/. Broj

kontura u kolu smanjujemo transfiguracijom
ovog strujnog generatora, unutrasnje
otpornosti R, u haponski generator:

EY :RZ.I';V =150Q-0,467 A=70V

R" =R, =150 Q

Dobili smo prosto kolo, prikazano na slici
11.8.3.2.7, u kome struju odredujemo
primenom Omovog zakona za prosto kolo:

;o EV-EsvET
R +R, +R +R,

~ 70V-30V+10V 50V
C750+1500Q0+200Q+75Q 500 Q

=01A

[ JOV)
w

WP, < o)

s
¢

N®
N

Slika I1.8.3.2.1.5

SR N O
.
0L
04
Ris
Ry =
1 /2

-\
O
m:
=)
P
hL

Slika I1.8.3.2.1.7
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I1.8.4 TEVENENOVA TEOREMA
TEORIJSKA OSNOVA

e Ova teorema nam govori da deo kola izmedu neke dve tacke mozemo zameniti realnim
naponskim generatorom. Zasto? Pa zato Sto izmedu te dve tacke sigurno postoji napon U, a i
taj deo kola sigurno ima ekvivalentan otpor R.

e Prilikom odredivanja elektromotorne sile Tevenenovog generatora postuj proceduru:
— ako u kolu treba naci struju (ili otpornost potrosaca, ili elektromotornu silu naponskog
generatora) u jednoj grani onda se prvo ta grana iskljuci iz kola;
— obeleze se krajevi koji su ostali otvoreni (na primersa Ai B, ili 1i2);
— reSi se napon U pri tako otvorenim krajevima. To je onda elektromotorna sila
Tevenenovog generatora.

e Zasto?
Ma kako kolo na pocetku bilo slozeno primenom Tevenenove teoreme mozemo ga svesti na

prosto.
A

E;

L

R;

e

Kada odvojimo granu sa Ry, ostaje:

A
—e
,
& Use | = E;
K
RT
B

Ako u proraunu uzmemo da je £; = U,z | , onda Ce pozitivan kraj Tevenenovog generatora
OK

biti kod tacke A, i obrnuto. Simbol | znaci "otvoreno kolo".
OK

Treba uoditi da je U,; | # U,z u pocetnom kolu, jer kad su krajevi otvoreni nema
OK

elektricne struje u toj grani, tj. napon na R; jednak je 0.
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e Prilikom odredivanja otpornosti Tevenenovog generatora postuj proceduru:
— kada se iskljuci grana iz kola preostalo kolo sa otvorenim krajevima treba uciniti pasivnim.
To znaci da treba ponistiti dejstvo svih generatora u kolu (odnosno svesti ih na nulu);
e Kad je napon na naponskom generatoru jednak 0?
— Onda kad je u kratkom spoju.
e Kad je struja strujnog generatora jednaka 0?
— Onda kad je generator u otvorenoj vezi.
Zato se pasivno kolo pravi tako da se svi naponski generatori kratko spoje, a strujni se izvade
iz grana kola. Ako su generatori realni njihove otpornosti ostaju u kolu.
— nade se ekvivalentan otpor Ras pri otvorenim krajevima i to Ce biti otpor Tevenenovog
generatora;
— na kraju se sklopi prosto kolo od Tevenenovog generatora, Tevenenovog otpora i grane
koju smo izvadili iz kola na pocetku. ReSavanjem tog prostog kola dobija se trazena elektricna
struja (ili otpornost potrosaca, ili elektromotorna sila naponskog generatora).

: 24
& TR

E;

R+

e Tevenenovom teoremom se u opStem slucaju moze ekvivalentirati bilo koji deo kola izmedu
proizvoljne dve tacke. U tom slucaju se otkaci ceo ostatak kola koji se ne ekvivalentira.
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ZADACT

I1.8.4.1 U kolu sa slike odrediti jacinu

struje u grani sa otpornikom As, primenom

Tevenenove teoreme. Poznato je: E N _/-g E
£=20V, 5 =12V, I; = 150 mA, R3H +
R =400 Q, R, = 600 Q, Ry = 160 Q, Ry Ry R

R, =100 Q.

Resenje:

Prema Tevenenovoj teoremi kolo izmedu bilo koje dve tacke moze se zameniti ekvivalentnim
realnim naponskim generatorom a da se u ostatku kola nista ne promeni (sve struje i naponi
ostaju isti). Oznacimo tacke izmedu kojih ¢emo ekvivalentirati deo kola Tevenenovim generatorom
Er sa A i B (slika 11.8.4.1.1a). To je deo kola koji ne sadrZi otpornik R; i prikazan je na slici
I1.8.4.1.2a. Na slici I1.8.4.1.1b prikazano je ekvivalentno kolo sa Tevenenovim generatorom na koji
je prikljuen otpornik Rs, i obeleZzene su tacke A i B koje odgovaraju tackama A i B sa slike
11.8.4.1.1. Zbog ¢ega smo smeli da zamenimo deo kola Tevenenovim generatorom? Zato Sto se taj
deo kola ponasa upravo kao Tevenenov generator i, u ovom slucaju, kroz opornik R; e teéi ista
struja bez obzira da li je povezan u kolo na slici I1.8.4.1.1a ili na slici I1.8.4.1.1b. Bilo kakav deo
nekog kola da vezemo izmedu tacaka A i B u kolo na slici 11.8.4.1.1a ili na slici 11.8.4.1.1b, sve
struje i naponi u posmatranom delu kola bice isti. I, naravno, ako niSta ne vezemo izmedu tacaka
A i B napon Uz mora biti isti u oba slucaja — slika 11.8.4.1.2. Na slici 11.8.4.1.2b napon U je
jednak elektromotornoj sili Tevenenovog generatora £ (jer kolo nije zatrvoreno i ne tece struja, pa
nema pada napona na unutrasnjoj otpornosti Tevenenovog generatora Ry). Dakle, taj napon,

odnosno elektromotorna sila Tevenenovog generatora £, mora biti jednaka naponu U na slici
11.8.4.1.2a. Ovaj napon ¢emo zvati naponom otvorene veze (otvorenog kola) U,s | -
OK

A A
£ + s lf3 £ + E|.+ ¢f3
R
R, R, © ]l & & I
B 5
a) b)

Slika I1.8.4.1.1

Da rezimiramo: elektromotornu silu Tevenenovog generatora odredujemo kada iz kola uklonimo
sve ono Sto ne Zelimo da ekvivalentiramo Tevenenovim generatorom izmedu odredenih tacaka (u
ovom slucaju je to grana sa otpornikom Rs; izmedu tacaka A i B):

ET =UAB | ’
OK

pri ¢emu treba voditi racuna o referentnom smeru Tevenenovog generatora. Za ovaj slucaj
referentni smer je od tacke B ka tacki A (A je pozitivan kraj).
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p >

+
£ I, £,
"
R, R, R,
Py A
B
a)
Slika I11.8.4.1.2
A U ovom zadatku treba odrediti napon Usg u kolu na slici
+ l I, 11.8.5.1.2a. Kolo ima rx = 2 ¢vora, ng = 3 grane i sadrZi
E _/'g E ng = 1 idealni strujni generator. ReSimo kolo primenom
+ metode konturnih struja. Broj nezavisnih kontura,
R, R, R odnosno broj konturnih struja, je:
/79 - (né - 1) = 2/
B a broj jednacina koje postavljamo je:
Slika 11.8.4.1.3 ng—(Ne—1)—ng = 1.

Na slici I1.8.4.1.4 oznacene su konturne struje. Podsetimo se da tacno jedna konturna struja mora
prolaziti kroz idealni strujni generator. Jednacine konturnih struja glase:

-R [ +(R1 +R2)-[II =E, +E,

(1)
(2)

Zamenom poznate konturne struje u jednacinu 2 dobijamo izraz za nepoznatu konturnu struju:

Ev+E,+RIy 92V

1000 ©Q

=92 mA

Kroz granu sa elektromotornom silom £ i otpornikom R, teCe samo konturna struja 7#;, koja je

istog smera kao i struja struja 5, pa je:

Elektromotorna sila Tevenenovog generatora je:

OK

Otpornost Tevenenovog generatora Rr jednaka je
ekvivalentnoj otpornosti izmedu tacaka A i B kada
se iz dela kola, koji se ekvivalentira, iskljuce svi
generatori, i to: naponski se kratko spajaju, a

>

umesto strujnih ostaje otvorena veza. Takvo R, R,
pasivho kolo, napravljeno od kola sa slike Ry
11.8.4.1.3 iskljucivanjem generatora, prikazano je B
na slici I1.8.4.1.4. Slika 11.8.4.1.4
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Otpornik R4 nije priklju¢en u kolo jer mu je jedan kraj slobodan. Otpornici R; i R, , gledano izmedu

tacaka A i B, vezani su paralelno pa je:
RlRZ

RT:R1||R2:R +R
1 2

=240 Q.

Kada smo odredili elektromotornu silu i otpornost Tevenenovog generatora vratimo se na sliku
11.8.4.1.1b. Sada mozemo odrediti struju kroz otpornik R; na osnovu Omovog zakona za prosto
kolo:

E; 43,2V

I, = = =108 mA.
R +R; 2400 +160Q

I1.8.4.2 U kolu prikazanom na slici poznata je struja
L3 =50 mA kroz otpronik R;. Primenom Tevenenove
teoreme odrediti otpornost Rs, ako je:

E=6V,E=405V, =5V,
R1=2kQ,R2=6kQ,R3=750Q,R5=750Q.

Resenje:

U kolu sa slike I1.8.4.2.1 uklonicemo granu sa
generatorom £, i otpornikom A, jer je poznata struja te

grane, i izmedu tacaka 2 i 3 ekvivalentiracemo ostatak

kola Tevenenovim generatorom: El_,_(

— na slici 11.8.4.2.2a prikazano je kolo za odredivanje )
elektromotorne sile Tevenenovog generatora A. U tom 1
kolu odrediéemo napon izmedu tacaka 2 i 3, jer je taj
napon jednak elektromotornoj sili A. Kolo moZemo
najlakSe resiti transfiguracijama generatora i time kolo

od dve konture svesti na prosto kolo. Transfigurisaéemo

najpre naponski generator £ sa otpornikom R; u strujni E1+ R, Rs
generator /g (slika II.8.4.2.2b). Referentni smer ovog R,
strujnog generatora je isti kao referentni smer 1 1 )
elektromotorne sile £ (od ¢vora 3 ka ¢voru 1): Kolo za odredivanje &
I :i :ﬂ _3ma, Slika 11.8.4.2.2a
R, 2kQ

E:
3 a\
a otpornost je jednaka otpornosti transfigurisanog -/
naponskog generatora, R;.

:|R1 RZ RS

Ry

Sftka 11.8.4.2.2b
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U kolu na slici I1.8.4.2.2b otpornici R, i R, vezani su
paralelno:

RiR,

Ry, =R, ||R, =
12 1 2 1+2

-15kQ.

U kolu na slici II1.8.4.2.3c transfigurisacemo strujni
generator Iy sa unutraSnjom otpornoS¢u Ry, u naponski
generator £

E"=R;,I;=15kQ-3mA=45V,

o ‘. . 3 14, /L':%J’
Cija je unutrasnja otpornost takode Ry,. Sada smo dobili N
prosto kolo prikazano na slici 11.8.4.2.3d. Struju u kolu 2 E"
racunamo primenom Omovog zakona za prosto kolo: Rs
__Es-F" 30V rma. ~ Rs
R, +R;+Rs  3kQ 1 1 )

Elektromotorna sila Tevenenovog generatora je: Slika I1.8.4.2.2d

Fr=Uy | =Fs—RI=315V.
OK

— na slici I1.8.4.2.3 prikazano je pasivno kolo za odredivanje otpornosti Tevenenovog generatora
R:, iz koga su iskljuceni generatori.

Ry 3 3
R, R HRI R Rs <}:ﬂ
R3 R3 RT
|
1 — 2 1 2

Slika I1.8.4.2.3 Kolo za odredivanje Ry

ﬂ + R3 Rs
R +R,
Rr = (R 11 R,)+ R)IIRs = ~p = 562,5 Q.
1722
+R; +Rs
R +R,
— na slici I1.8.4.2.4 prikazano je ekvivalentno kolo sa Tevenenovim
generatorom. Obratiti paznju na referentni smer Tevenenovog ~:’ T
generatora: posto je £; = U, | , referentni smer je od tacke 3 ka +[ 23
OK
tacki 2 (pozitivan kraj je kod tacke 2). Prema Omovom zakonu za Er IS £
prosto kolo je:
;. _Er+E, Ry Ri
23 RT i R4 / .
2

pa je nepoznata otpornost:

Er+E, Slika 11.8.4.2.4

R, = -R; =730Q-562,5Q0=1675Q.

23
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I1.8.4.1 PRILAGODENJE PRIJEMNIKA PO SNAZI
TEORIJSKA OSNOVA

e Ponekad postoji potreba da se potrosac prilagodi generatoru. Tada se na potrosacu razvija
maksimalna snaga. Uslov za to je da se otpornost potrosaca izjednadi sa otpornoséu
generatora.

A
L 4
E+ l IP
H R Py, = Py 3koje R, = R,
B
. . . E E . .
Struja u prilagodenom koluje I = ———— | = ——, pa je maksimalna snaga

R, + R, r.=r, 2R,

2 2 2
Pmaf”f[ﬁ] &) =(zi]RP=fR
g T Rp Ro=R P P

(4

Na slici je prikazana zavisnost snage na potroSacu u zavisnosti od vrednosti otpornika R

A
RP
R=R,

e Kola najcesce nisu prosta vec slozena. Na prvi pogled ovo prilagodenije je tesko izvesti. Ali, ako
se setimo Tevenenove teoreme, zakljuCujemo da svako slozeno kolo mozemo transfigurisati u
prosto:

A

@
: V1
E P, P. koje R, =R

Rp: maxao]e p — Ny
Iz

Ry

B
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ZADACT

I1.8.4.1.1 U kolu sa slike poznato je:
R=20Q,R=10 Q,
R=10Q,R=5Q,

Li=26A

Odrediti otpornost prijemnika R, tako da se na njemu
razvija maksimalna snaga. Kolika je ta snaga?

Resenje:

Jedna od primena Tevenenove teoreme je kod reSavanja
problema prilagodenja prijemnika po snazi. Kada je prijemnik
vezan u slozeno kolo bez primene Tevenenove teoreme
veoma tesko bismo odredili njegovu otpornost tako da se na
njemu razvije maksimalna snaga. Zato se ostatak kola (bez
prijemnika) ekvivalentira Tevenenovim generatorom i tada je
uslov maksimalne snage na prijemniku jednostavan: na
prijemniku se razvija maksimalna snaga kada je njegova
otpornost jednaka otpornosti Tevenenovog generatora.

Odredimo najpre tu otpornost. Oznacimo tacke izmedu kojih
je prikljuéen prijemnik R, sa A i B, slika 11.8.4.1.1.1.
Tevenenovim generatorom ekvivalentiramo deo kola iz kog
je izvaden prijemnik R,, slika I1.8.4.1.1.2. Na slici 11.8.4.1.1.3
prikazano je pasivho kolo za odredivanje otpornosti
Tevenenovog generatora, koje je dobijeno iskljucivanjem
strujnog generatora iz kola sa slike 11.8.4.1.1.2. Lako se
uoCava da se otpornici R i R nalaze u istoj grani, pa su
vezani redno. Grana sa otpornicima R; i R4 nalazi se izmedu
istih tataka kao i grana sa otpornikom R, pa su ove dve
grane paralelno vezane. Redno ovoj paralelnoj vezi je
prikljucen otpornik R.

R; =(R3+R4)||R2+R1 _M

= +R =260Q
R; +R, +R,

Dakle, uslov prilagodenja prijemnika po snazi je:
R, =R: =26 Q.

Da bismo odredili kolika je ta maksimalna snaga, koja se
razvija na otporniku, treba da odredimo elektromotornu silu
Tevenenovog generatora, odnosno napon Uy u kolu sa
slike 11.8.4.1.1.2. Ovo kolo najlakSe je resiti primenom
strujnog razdelnika (zadatak II1.8.3.1.2):

Slika 11.8.4.1.1.1

. R R .
L
L5

Kolo za odredivanje £
Slika 11.8.4.1.1.2

3

R R
Ae—] B

R Ry

Kolo za odredivanje Rr
Slika 11.8.4.1.1.3
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Ry+Ry , 150

>

5 = g = 26 A=156A.
R, +R; + R, 250 L Vi
+ p
OK
R
Na slici I11.8.4.1.1.4 prikazano je ekvivalentno kolo sa P
Tevenenovim generatorom (referentni smer Tevenenovog RT
generatora od tacke B ka tacki A). Struja u kolu odredena je .
Omovim zakonom za prosto kolo: B
E 67,6 V
I, = LI =13A, :
PR+ R, 52Q Slika 11.8.4.1.1.4
pa je snaga koja se razvija na prijemniku:
Pe, = I,°R, = 43,94 W.
I1.8.4.1.2 U kolu prikazanom na slici R, R; R:
odrediti otpornost otpornika R; tako da se na
njemu razvije maksimalna snaga. Odrediti tu
shagu. +
2 R H R H E

E£ =10V, & =100V, 1<>+ 2 : (D

R1=ZQ,R2=4OQ,
Ri=20Q,R=200Q

Resenje:

Slika I1.8.4.1.2.1

Na slici I1.8.4.1.2.1 oznacene su tacke A i B izmedu kojih ¢éemo ekvivalentirati deo kola
Tevenenovim generatorom. Na slici I11.8.4.1.2.2 prikazano je kolo za odredivanje elektromotorne
sile Tevenenovog generatora. Na slici 11.8.4.1.2.3 prikazano je pasivho kolo za odredivanje
otpornosti Tevenenovog generatora. Sa slike se vidi da je otpornost:

RT=(R1||R2)+(R4||R5)=RR1R; +RR4R; =1,90+100=11,90Q.
TRAY) 4+ Ks

Uslov prilagodenja prijemnika po snazi je:
R, =R =119Q.
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+
0 0
L L
Kolo za odredivanje £T Kolo za odredivanje Ry
Slika 11.8.4.1.2.2 Slika 11.8.4.1.2.3

Odredimo elektromotornu silu £ iz kola na slici 11.8.4.1.2.2. Oznacene su struje ; i 5, koje
mozemo odrediti na osnovu Omovog zakona za prosto kolo, jer levi i desni deo kola predstavljaju
dva prosta kola koja imaju jednu zajednicku tacku — tacku O.

E, 10V

I, = =024 A
R +R, 420
- E; =100V=2,5A
R,+Rs 40Q
Na osnovu odredenih struja, dobijamo: A
Ex =Us | =Uop +Uso = —RoI, =Ry = 59,6 V. N l I,
E;
Prema Omovom zakonu za prosto kolo sa slike 11.8.4.1.2.4 struja je: R;
I - E; :—59,6V:_2,5A, R+
R +R, 23,8Q
pa je snaga koja se razvija na prijemniku: B
Pr, = [szp = 74,375 W . Slika 11.8.4.1.2.4
I1.8.4.1.3 U kolu prikazanom na slici odrediti
otpornost potroSaca R, tako da se na njemu L +
razvije maksimalna snaga. Odrediti tu snagu. <>[gl £ R4H £ ()EG
3
E=15V,6=12V, =09V, 5=04V B A %_
— U/ +
L1 = 60 mA, L, = 100 mA & D
R=200,R =100, V% RU HR7
R 5

Ri=200Q,R=200Q,R =10 Q —
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Resenje:

+
Ou A
5
Dk HR7
R, KR
]

Slika I1.8.4.1.3.1

Za odredivanje Tevenenovog generatora otkacicemo iz kola celu granu u kojoj se nalazi potrosac
R, i ekvivalentiratemo kolo izmedu tataka A i B. Na slici 11.8.4.1.3.2 prikazano je kolo za
odredivanje elektromotorne sile Tevenenovog generatora.

Slika I1.8.4.1.3.2

Na slici 11.8.4.1.3.3 prikazano je pasivno kolo za odredivanje otpornosti Tevenenovog generatora.
Sa slike se vidi da je jedan kraj otpornika Rs i R, slobodan, pa ova dva otpornika nisu vezana u
kolo. Otpornost je:

R =R, || (Rs + Ry)= RaBs +Ry) 15 )
R, +Rs +R,
Uslov prilagodenja prijemnika po snazi je:
R, =R; =12Q
EI "
B A B
~ R,
R, R,
Rs
a) b)

Slika I1.8.4.1.3.3
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Elektromotornu silu £ odredujemo iz kola na slici I1.8.4.1.3.2. Primenimo metod konturnih struja.
Kolo ima rn: = 4 ¢vora, ny; = 6 grana i sadrzi ng = 2 idealna strujna generatora. Broj nezavisnih
kontura, odnosno broj konturnih struja, je:

Mg — (/75 - 1) =3,
a broj jednacina koje postavljamo je:
Nng—(Ne—1)—ng = 1.

Na slici 11.8.4.1.3.2 oznacene su konturne struje. Tacno jedna konturna struja mora prolaziti kroz
svaki idealni strujni generator. Jednacine konturnih struja glase:

Iy =1y (1)
Iy =1y (2)
_R4[I+R5[II+(R4+R5+R7)[III =E5-F 3)

Zamenimo poznate konturne struje u jednacinu 3:

Es—E¢+R Iy —RI, -05V
R I +RI,+ (R, +R- +R )My =F- —F, = I, = 9 9 ~  — _10mA
44 g1 54 g2 (4 5 7)111 5 6 111 R4+R5+R7 50 Q

Napon Uss je najbolje izracunati duz najkraée putanje, a to je u ovom slucaju putanja preko
otpornika R; i elektromotorne sile £. Oznacimo struju kroz otpornik R; sa Z (slika I1.8.4.1.3.2).
Ovu struju ¢ine konturne struje £ (u istom smeru kao struja L) i f; (suprotnog smera od struje
L):

I, =1, —I; =60mA-(-10mA)=70 mA.

OK

7 [p_> A 7 '[p_>
+
+ + '
F £ -
D C @ D C
R T RP R T RD

ook J
ook J

Slika I1.8.4.1.3.4

PoSto smo otkacili celu granu u kojoj se nalazi potrosaC R,, kao i generator £, dobijamo kolo na
slici 11.8.4.1.3.4, u kome postoje dva generatora, £ i £. Ova dva generatora mozemo
ekvivalentirati jednim generatorom, Cija je elektromotorna sila jednaka razlici elektromotornih sila,
kao sto je prikazano na slici 11.8.4.1.3.5. Naime, napon izmedu tacaka Ci D je

Up =Er - £7,
pa se u ostatku kola nece niSta promeniti (svi naponi i struje ostaju isti) ako ova dva generatora
zamenimo jednim idealnim naponskim generatorom, elektromotorne sile:
E'=Uyp=E;-E,=-05V-04V-=-09V
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(slicno kao Sto smo u zadatku II1.8.3.2.1 (slika I1.8.3.2.1.5) ekvivalentirali dva paralelno vezana
strujna generatora).
Dakle, i dalje vazi uslov prilagodenja po snazi. Struja u kolu je:

E' -09V
[ = =
PRI tR, 240

=375mA,

pa je snaga koja se razvija na prijemniku:

P, =1,’R, =16,875 mW.

Napomena. Kolo sa slike 11.8.4.1.3.1 moglo se ekvivalentirati i izmedu tacaka C i B. Tada bi
elektromotorna sila Tevenenovog generatora bila jednaka:

ET =UCB | =UAB_E7I
oK

jer bi u ovom slucaju tacka C bila na nizem potencijalu od tacke A za £. Dakle, elektromotorna sila
Tevenenovog generatora u ovom slucaju bila bi jednaka elektromotornoj sili £, koju smo dobili
ekvivalentirajuéi kolo izmedu tacaka A i B. Kao Sto je i ocekivano krajnji rezultat je isti, samo je
drugacdiji redosled reSavanija.
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I1.8.5 TEOREMA SUPERPOZICIJE
TEORIJSKA OSNOVA

e Ova teorema govori o tome da svaki generator u linearnom kolu generise elektricnu struju u
svakoj grani kola i, ako kolo ima dva ili viSe generatora, moguce je elektri¢nu struju u pojedinoj
grani odrediti sabirajuéi elektri¢ne struje koje u datoj grani stvaraju pojedini generatori.

e Kada kazemo da je kolo linerano?
— Onda kada se kolo sastoji od linearnih elemenata. To su elementi kod kojih postoji linearna
zavisnost izmedu napona na krajevima elementa i elektricne struje koja protice kroz njih.

Primer: Primena teoreme superpozicije na kolo sa dva generatora za izraCunavanje elektricne
struje 4:

L"1+ |1, I,=I,+1I
DRz CDIQ I£=IZ(E1)
Ry IZ"=IZ(IQ)

N
A FE ] ¥z

|~ & O

R1 I Rl

1

Znaci, prvo napravimo kolo u kome deluje samo naponski generator £ i nademo elektricnu
struju & prema usvojenom referentnom smeru (4'). Strujni generator se tom prilikom iskljudi iz
kola (u grani ostaje otvorena veza). Zatim napravimo kolo u kome deluje samo strujni
generator i nademo struju 5 u tom slucaju, prema usvojenom referentnom smeru (5").
Naponski generator se tada kratko spaja.

Na kraju te dve elektri¢ne struje (5'i 5") saberemo i dobijamo elektricnu struju A.

e Teorema superpozicije vazi i za napone.
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ZADACT

I1.8.5.1 Primenom teoreme superpozicije odrediti
struju &.

Poznato je: 1

£ =10V, 5 =30V, [, = 80 mA,

R=2000Q,R=2kQ, R=1kQ, R=2kQ, E+(
1

R5=2,5 kQ.

Resenje:
Princip superpozicije generalno vazi u svim linearnim sistemima, a tu spadaju i linearna elektri¢na
kola.

Prema teoremi superpozicije za linearna elektricna kola struju u jednoj grani kola mozemo dobiti
kao algebarski zbir struja (prema istom referentnom smeru) koje u posmatranoj grani stvaraju
pojedini generatori ili grupe pojedinih generatora. Teorema superpozicije vazi i za napone.

Dakle, elektricno kolo mozemo predstaviti kao superpoziciju stanja koja postoje u kolu kada se
ukljuce pojedini generatori ili grupe generatora (tako da je svaki generator uklju¢en tacno
jednom). Ostali generatori se iskljucuju, i to naponski generatori se kratko spajaju (elektromotorna
sila se svodi na nulu), a umesto strujnih ostaje otvorena veza (struja strujnih generatora se svodi
na nulu).

—e —{ 1— —e o—[ ] a1
R R I, R
1 2 1 2 1 2
. R R . R R | . R R
4 ? 4 4
£(D Ry | x Ry | R
R R 2 R
a) b) c)
Slika 11.8.5.1.1

Na slici I1.8.5.1.1 prikazana su pojedina kola nastala od analiziranog kola: u kolu na slici pod a)
ukljuen je samo naponski generator £, u kolu na slici pod b) ukljuten je samo naponski
generator £ i u kolu na slici pod c) ukljucen je samo strujni generator. ReSimo pojedina kola i
odredimo struju u grani sa otpornikom Rs u svakom kolu:
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(a) Na slici I1.8.5.1.2 prikazano je kolo sa slike I1.8.5.1.13,
nacrtano u pogodnijem obliku za reSavanje. Resimo kolo

primenom  strujnog razdelnika (zadatak 11.8.3.1.2).
Izracunajmo ekvivalentnu otpornost Rg, na koju je vezan

generator £.
R2R3
2 t 13

Riys = Ry || Repy = —RaRs23 4 93103 Slika 11.8.5.1.2
4 T Rsy3
R{R5 4 Rals J
~ ~ B R, + R, ~
Re =R+ Rusps = Ry +("?4 ||(R5 +R, ||R3))—R1 + R R =1,43kQ
213
Ry +Rs +
R, +R;
Struja kroz generator £ je:
I =i= 10V =7 mA.
Re  143kQ

Posmatrajmo paralelne grane: granu sa otpornikom R, i granu sa ekvivalentnom otpornoScu Rs;s,
koje Cine strujni razdelnik. Struja 75 je:

n-—R 1 _27ma.
R4+ Rsy3
Obratiti paznju na referentni smer struje 75 koji je od tacke 1 ka tacki 2, isto kao zadati referentni

smer struje L.

(b) Na slici II.8.5.1.3 prikazano je kolo sa slike
11.8.5.1.1b, nacrtano u pogodnijem obliku za reSavanje.
Resimo i ovo kolo primenom strujnog razdelnika.
Izracunajmo ekvivalentnu otpornost Rg, na koju je vezan
generator 5.

1Ry
Reis = R + Ry, = 2,68 kQ
Pl s T e Slika I1.8.5.1.3
R.R
Ricia =Ry || Reps = =351 _ 0,73 kQ
3514 3 514 R3+ 14
R{R5 +RR1R; J
J’_
Re, =Ry + Rysia =Ry +(Rs |1 (R + Ry | Ry )) = Ry + R = 273k0
1%
Ry +Rs +
R +R,
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Struja kroz generator £ je:
[zziz 30V =11 mA.
Re,  2,73kQ

Posmatrajmo paralelne grane: granu sa otpornikom A i granu sa ekvivalentnom otpornoscu Rsis.
Na osnovu strujnog razdelnika struja /¢ je:
R3

Il=———
R3 +Rsy4

I ovde se, naravno, referentni smer struje /¢ poklapa sa zadatim referentnim smerom struje %, od

tacke 1 ka tacki 2 (iako se na prvi pogled, zbog drugacije nacrtane slike, moze uciniti da nije tako).
Zbog toga se dobija negativan predznak za struju ¢ (generator £ stvara struju od tacke 2 ka

tacki 1 kroz otpornike Rs u ovom kolu).

() Na slici I1.8.5.1.4 prikazano je kolo sa slike
11.8.5.1.1c, nacrtano u pogodnijem obliku za reSavanje.

Primenimo strujni razdelnik i na ovo kolo, i to na granu sa 1
otpornikom Rs i njoj paralelno vezanu granu sa 1 I 2
ekvivalentnom otpornoséu Ri4zs. &

Ry =Ry + R =R IRy + Ry || R; =
=0,18kQ+0,67 k2 = 0,85 kQ

17 = &[g =20,3mA
Rs + Ry

Slika I1.8.5.1.4

(Referentni smer je od tacke 1 ka tacki 2.)

Prema teoremi superpozicije struju % dobijamo kao zbir izaraCunate tri struje:
Io=Ii+I{+18=27mA-3mA+20,3mA=20mA.
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TEST

II.1.

I1.2.

I1.3.

I1.4.

I1.5.

I1.6.

I1.7.

I1.8.

I1.9.

Sta su slobodni nosioci naelektrisanja u metalnom provodniku?
a) Supljine
b) elektroni
c) joni

Sta su slobodni nosioci naelektrisanja u elektrolitima?
a) Supljine
b) elektroni
c) joni

Sta je jacina elektri¢ne struje?
a) proteklo naelektrisanje kroz poprecni presek provodnika
b) proteklo naelektrisanje kroz poprecni presek provodnika u jedinici vremena
c) kolicnik proteklog naelektrisanja kroz poprecni presek provodnika i povrsine
poprecnog preseka provodnika

Sta je gustina elektri¢ne struje?
a) proteklo naelektrisanje kroz poprecni presek provodnika
b) proteklo naelektrisanje kroz poprecni presek provodnika u jedinici vremena
c) koli¢nik jacine elektricne struje koja protice kroz poprecni presek provodnika i
povrsnine poprecnog preseka provodnika

Sta je elektri¢na otpornost?
a) koli¢nik napona na krajevima otpornika i struje koja kroz njega protice
b) koli¢nik elektricne struje koja protice kroz otpornik i napona na otporniku

Sta je elektri¢na provodnost?

a) koliénik napona na krajevima otpornika i elektricne struje koja kroz njega protice

b) koli¢nik elektri¢ne struje koja protice kroz otpornik i napona na otporniku

Koja je jedinica za elektri¢nu otpornost?
a) Q

b) Q-m

c) S

Koja je jedinica za specifi¢nu elektriénu otpornost?
a) Q
b) Q-m
c) S

Koja je jedinica za elektricnu provodnost?
1
a [
) Q-m
b) Q-m
c) S
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I1.10. Koja je jedinica za specificnu elektricnu provodnost?
1
a [
) Q-m
b) Q-m
c) S

II.11. Sta je otpornik?
a) sposobnost provodnika da pruza otpor proticanju struje
b) elektricna komponenta sa nazivhom vrednoscéu otpora

I1.12. O ¢emu govori Omov zakon?
a) o linearnoj vezi izmedu napona na krajevima otpornika i struje koja protice kroz
njega
b) o transformisanju elektricne energije u toplotnu prilikom proticanja elektricne struje
kroz otpornik

I1.13. O ¢emu govori Dzulov zakon?
a) o linearnoj vezi izmedu napona na krajevima otpornika i struje koja protice kroz
njega
b) o transformisanju elektri¢ne energije u toplotnu prilikom proticanja elektricne struje
kroz otpornik

I1.14. Kako glasi prvi Kirhofov zakon?

a) algebarski zbir jacina elektri¢nih struja svih grana kola, koje se sti¢u u jednom ¢voru
jednak je nuli. Pri tome se elektricne struje koje izlaze iz ¢vora uzimaju sa
predznakom "+", a elektricne struje koje ulaze u ¢vor sa predznakom "-".

b) algebarski zbir napona u zatvorenoj strujnoj konturi je jednak nuli. Pri tome se
elektromotorne sile generatora uzimaju sa predznakom "+" za usaglaseni referentni
smer, a naponi na otpornicima sa predznakom "-" za usaglaseni referentni smer.

I1.15. Struje grana koje izlaze iz ¢vora prema I Kirhofovom zakonu dobijaju u jednacinama:
a) predznak "+"
b) predznak "-"

I1.16. Struje grana koje ulaze u ¢vor prema I Kirhofovom zakonu dobijaju u jednacinama:
a) predznak "+"
b) predznak "-"

I1.17. Elektromotorne sile u konturi prema II Kirhofovom zakonu dobijaju u jednacinama (za
usaglaseni referentni smer):
a) predznak "+"
b) predznak "-"

I1.18. Naponi na otpornicima u konturi prema II Kirhofovom zakonu dobijaju u jednacinama (za
usaglaseni referentni smer):
a) predznak "+"
b) predznak "-"
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I1.19. Otpornost idealnog naponskog generatora je:

a) 0
b) mala, ali konacna
c) velika, ali konacna
d) oo

I1.20. Otpornost realnog naponskog generatora je:
a) 0
b) mala, ali konacna
c) velika, ali konacna
d) o

I1.21. Otpornost idealnog strujnog generatora je:
a) 0
b) mala, ali konacna
c) velika, ali konacna
d) o

I1.22. Otpornost realnog strujnog generatora je:
a) 0
b) mala, ali konacna
c) velika, ali konacna
d) oo

I1.23. Usaglaseni referentni smer elektricne struje i elektromotorne sile kod naponskog

generatora je:

I1.24. Neusaglaseni referentni smer elektricne struje i elektromotorne sile kod naponskog

generatora je:

I1.25. Neusaglaseni referentni smer napona na strujnom generatoru i njegove struje je:

a) b)

O
SO
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I1.26. Usaglaseni referentni smer na strujnom generatoru i njegove struje je:

a) b)

SO

SO

I1.27. Usaglasen referentni smer za napon na krajevima otpornika i elektri¢nu struju koja kroz

njega protice je:

a) b)
A, R A R
+ U U +

I1.28. Neusaglaseni referentni smer za napon na krajevima otpornika i elektri¢nu struju koja

kroz njega protice je:
b)

a)
1L r I, r
+ U U +

I1.29. Na kojoj slici je snaga naponskog generatora P- = £ -1 :
a) b) c)

—I>E+ !_E+ L*E
o A A

I1.30. Na kojoj slici je snaga naponskog generatora P- = -£ - I':
a) b) c)

—I>E+ !_E+ <1-_+E
o Ey A

I1.31. Na kojoj slici je snaga strujnog generatora £, =U-1,:

a) b) C)

SO

SO
<@~
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I1.32. Na kojoj slici je snaga strujnog generatora £, =-U-1,:
a) b) c)

SO

-\
a) E,+ R, -T—E,+Ry-T+E;=0 O %'—
E 1
b) £, -R, - I+E,+R, - I-FE,=0 + +
) £ 1 2 2 3 E3<> EZC)
e B —
R
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I1.37. Zaokruzi sliku za koju vazi jednacina £, - R, - I +E, —R,- I+ E; =0 :

a) b) c)
S = S
E R 2} R, . E R
£ ZOR0 ZOR0 &(D
1 ! ’ 1 1
R ) )

I1.39. Kako glasi Omov zakon za prosto kolo prikazano na slici?

E +E
a J = =1t =2 7
) R, + R, A O+ —>
E, -E =
b) 7 = 1752
) R, +R, &5 R
+
R +R, P B
2
I1.40. Kako glasi Omov zakon za prosto kolo prikazano na slici?
R +R, Y —
U | I |
£ R
by I - E,+E, +E5
Rirk, 50D Z20
+ +
C) I=—7—" e I —
R +R, L |
I
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I1.41. Odredi napon U,g u kolu sa slike:
a) Upg =Ry -1 - E; ?

Q) Us =R, - T +E, 5D |:|R1

+
I ®
B
R
I1.42. Odredi napon U,z u kolu sa slike: I
A i
_/
a) Uy =—R, -1 —F, £
b) Uns =R, T+, 5D R
+
R B

I1.43. Odredi napon Uy u delu kola sa slike:

b) Usc = R,1, - £,
C) Ugc =-R 1, +E,

I1.44. Odredi napon Ug, U delu kola sa slike:

b) Upa = (Rs + Ry) 15 — £, + Ry 1,
C) Upp =-RyI, +E;, —(R3 + Ry,

I1.45. Ako slozeno kolo ima 3 ¢vora i 6 grana koliko jednacina treba napisati po I Kirhofovom
zakonu?
a) 3
b) 2
c) 4
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11.46. Ako slozeno kolo ima 3 ¢vora i 6 grana i nema idealnih strujnih generatora, koliko
jednacina treba napisati po II Kirhofovom zakonu?
a) 3
b) 2
c) 4

11.47. Koliko jednacina treba napisati po metodi konturnih struja ako u kolu nema strujnih
generatora?
a) n=n.-1
b) n;=ny-(n,-1)
C) ny=ng—(ng-1)—ny

11.48. Koliko jednacina treba napisati po metodi konturnih struja ako u kolu ima strujnih
generatora?
a) ny=n.-1
b) ny=ny-(n-1)
C) ny=ng—(ng-1)—ny

11.49. Koliko kontura sme da se "provuce" kroz granu sa strujnim generatorom ako reSavamo
kolo metodom konturnih struja?
a) 1
b) 2
¢) nije bitno koliko

I1.50. U opStem sistemu jednacina kod metode konturnih struja otporni Clan R,; je:

a) zbir svih otpornosti u prvoj konturi

b) zbir svih otpornosti u granama koje se sti¢u u ¢voru 1
c) otpornik R, u prvoj konturi

I1.51. U opStem sistemu jednacina kod metode konturnih struja otporni ¢lanovi R,;, R,,, Rs;

su:
a) uvek pozitivni
b) uvek negativni
C) mogu biti pozitivni ili negativni

I1.52. U opstem sistemu jednacina kod metode konturnih struja ¢lan R,, je:

a) zbir svih otpornosti u prvoj i drugoj konturi

b) zbir svih otpornosti u granama koje su zajednicke za prvu i drugu konturu
c) otpornik R, u prvoj ili drugoj konturi

I1.53. U opStem sistemu jednacina kod metode konturnih struja otporni ¢lanovi R;,, R;5, Ry;

su:
a) uvek pozitivni
b) uvek negativni
C) mogu biti pozitivni ili negativni
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I1.54. Ako su dva otpornika povezana u istoj grani onda je to:
a) redna veza
b) paralelna veza
c) meSovita veza

I1.55. Ako su dva otpornika povezana izmedu dva ¢vora u razli¢itim granama onda je to:
a) redna veza
b) paralelna veza
c) meSovita veza

I1.56. Veza otpornika na slici je
a) redna veza
b) paralelna veza
c) meSovita veza

R R
I1.57. Veza otpornika na slici je Ly
a) redna veza 1 2
b) paralelna veza
c) mesSovita veza R; R,
—
I1.58. Veza otpornika na slici je
a) redna veza 1 Ry R
b) paralelna veza i —
c) mesovita veza
I1.59. Veza otpornika na slici je Ry
| |
a) redna veza —
1 2
b) parialelna veza .« | S
C) mesovita veza R
2
L T

I1.60. Karakteristika redne veze je:
a) ista elektricna struja prolazi kroz otpornike
b) isti napon je na oba otpornika

I1.61. Karakteristika paralelne veze je:
a) ista elektri¢na struja prolazi kroz otpornike
b) isti napon je na oba otpornika
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I1.62. Koja transfiguracija otpornika smanjuje broj kontura:
a) "trougao" u "zvezdu"
b) "zvezda" u "trougao"

I1.63. Koja transfiguracija smanjuje broj kontura:
a) realan strujni generator u realan naponski
b) realan naponski generator u realan strujni

I1.64. Cemu je jednaka elektromotorna sila Tevenenovog generatora?
a) naponu izmedu otvorenih krajeva u kolu kod kojeg smo prethodno odstranili granu
sa trazenom elektricnom strujom
b) naponu izmedu ¢vorova kola medu kojima je prikljuena grana u kojoj trazimo
elektricnu struju

I1.65. Cemu je jednaka otpornost Tevenenovog generatora:
a) ekvivalentnoj otpornosti kola posmatranoj izmedu otvorenih krajeva pasivhe mreze
kojoj smo prethodno odstranili granu sa trazenom strujom
b) ekvivalentne otpornosti celog kola

I1.66. Sta je pasivno elektri¢no kolo?
a) kolo koje se sastoji samo od idealnih generatora
b) kolo koje se sastoji samo od otpornika
c) kolo koje se sastoji i od generatora i od otpornika

11.67. Cemu je jednaka otpornost otpornika na kome se razvije maksimalna snaga u prostom
kolu?
a) otpornosti generatora
b) ekvivalentnoj otpornosti kola

I1.68. Teorema superpozicije primenjuje se:
a) samo na elektricne struje u kolu
b) samo na napone u kolu
c) ina elektri¢ne struje i na napone u kolu
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MATEMATICKI PODSETNIK

EKSPONENTI

1) 10*:
10° =1
10' =10
102 =10-10 =100...

2)107* = 1 :
10~
10 = L

10

1

1

1072 = = =
10> 10-10 100

3) 10~ -10” =10**":
102 .10° =10°

4)(10%) =10~:

(102f =10°
5) 10 =10*":
10’
5
10° 102
103
1
6)%10 = 10~
1
J10 =102
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GEOMETRIJA

e Kvadrat
— stranica duzine g,
— obim 0 =44,

povrdina P= &,
dijagonala d = a2 ; obe dijagonale su iste
i seku se pod pravim uglom.

e Pravougaonik

stranice duzina ai b,

obim O =2a+ 25,

povrSina P = ab,

dijagonala d =+va? + b* ; obe dijagonale su
iste i seku se pod proizvoljnim uglom (koji nije
prav, a zavisiod ai b).

¢ Jednakostranicni trougao
— sve tri stranice duZine g,

— sva tri ugla jednaka % (60°)

— obim 0 =33,
v. ah
— povrsina P= -
. av'3
— visina h = i
2
— preseci visina i teziSnih linija, centar
upisane i centar opisane kruznice su u istoj
tacki; ta tacka deli visinu u razmeri 2:1,
— visine polove uglove i polove stranice.

e Pravougli trougao
— katete duzina ai b,
— hipotenuza duzine ¢
— vaZi Pitagorina teorema: a’ + b* = ¢?
— obimO=a+ b+ ¢

— povrSina P= ?,

. a b sina a
Sinag =— Cosa =— tga = =—
c c cosa b
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Ravanski ugao « =é

=

Krug

— poluprecnik r,

— obim O = 2rr,

— povrdina P= r’r,

Lopta
— poluprecnik r,
— povrdina sfere P= 4xr?,

— zapremina V= %m’3
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FUNKCIJE

o Sta je funkcija?
— Preslikavanje jednog skupa u drugi. Svakom elementu prvog skupa (koji se najcesce
obelezava sa x) odgovara tacno jedan element drugog skupa (koji se najées¢e obelezava sa p).

Primer; y = f(x)=sinx

yA

X
e Sta je linearna funkcija?
— Funkcija oblika y = F(x)=kx + n, gde su k i n realni brojevi.
k>0 k>0
A A
Y n>a0 Y n<aog
> >
70 X 0 / X
k<0 k<0
A A
y n>a y n<ao
0 N X 0 X
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e Sta znadi “direktno srazmerno”, a Sta “obrnuto srazmerno”?
— Kod linearne funkcije y = f(x)z kx promenljiva y je direktno srazmerna promenljivoj x, a

konstanta srazmernosti je k.

— Ako je k=1 tada je y = x, (yi xsu jednaki). Grafik ove funkcije je prava koja je nagnuta
pod uglom od 45° (ili 7 /4 ) u odnosu na x osu.

yA
-zax=1jey=1 3
-zax=2jey=2. 2
1
1 2 3 X>
— Ako je na primer k =2 tada je y =2x
yA
4 =2
3
-zax=1jey=2 2
-zax=2jey=4. 1
0 1 2 X
— Ako je na primer k£ =0,5 tadaje y =0,5x
yA
4
3 k=05
-zax=1 jey=0,5 2 -~
-zax=2 jey=4.. 1

00 1 2 3 4 x

. N ) Kk, x ) .
— Posmatrajmo funkciju dve promenljive y = .z ; promenljive su xi z
2
y je direktno srazmerno x, a to znaci da koliko puta poraste promenljiva x toliko puta
poraste promenljiva y;
y je obrnuto srazmerno 2, a to znaci da koliko puta poraste promenljiva z toliko puta se
smanyji premenljiva y.

e Sta znadi “direktno srazmerno”, a $ta “obrnuto srazmerno” sa nekim stepenom (na primer sa

kvadratom)?

2

K X
— Na primer, u funkciji y = /(1 S yje direktno srazmerno X, a obrnuto srazmerno 2.
z

2
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SKALARI I VEKTORI

e Skalari su brojne vrednosti.
e Vektori su usmerene duzi. DefiniSu se intenzitetom, pravcem i smerom.

e Intenzitet vektora (ili moduo vektora) je duzina vektora.

yA

1G1= 14, +13, |

\ 4

e Pravac vektora je definisan uglom u odnosu na jednu od osa koordinatnog sistema (xili )).
e Svaki pravac moze imati dva smera, na primer: udesno ili ulevo, nagore ili nadole, ka ili od.

e Svaki vektor ima i sebi suprotan vektor. To je vektor istog intenziteta, istog pravca, a
suprotnog smera.

- -
d -d

» i
» <

e Jedinicni vektor (ili ort) je vektor koji ima intenzitet jednak jedinici, a pravac i smer su
zadati. Svaki vektor se moze prikazati proizvodom svog algebarskog intenziteta i jedinicnog
vektora. Algebarski intenzitet je intenzitet koji moze biti pozitivan i negativan, za razliku od
intenziteta koji je iskljucivo pozitivan.

Primer:

jedini¢ni vektor

9
To
->
_) — —
a a=3n
T o
intenzitet je 3
algebarski intenzitet je 3

b
7 b -3,
intenzitet je 3
algebarski intenzitet je -3

Vektori & i b su istog pravca a suprotnog smera; istog intenziteta, a algebarski intenziteti su
im suprotnog znaka.
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RACUNSKE OPERACIJE SA VEKTORIMA

Sabiranje vektora se moze vrsiti nadovezivanjem i po paralelogramu.

SABIRANJE VEKTORA NADOVEZIVANJEM

[, C=a+B—]
3 %
—da

e Zbirni vektor se dobija kada se pocetak
narednog vektora nadoveze na  kraj
prethodnog, a onda se spoji pocetak prvog i
kraj poslednjeg.

eNa ovaj nadin se moze sabrati

neogranicen broj vektora odjednom.

SABIRANJE VEKTORA PO PRAVILU
PARALELOGRAMA

9

d >
e Vektori se dovedu na zajednicki pocetak.
Na njih se docrta paralelogram. Zbirni vektor

predstavlja dijagonalu paralelograma koja
polazi iz zajednicke tacke vektora.

¢ Na ovaj nacin se mogu sabrati najvise dva
vektora odjednom.

Oduzimanje vektora se moze vrsiti nadovezivanjem i po paralelogramu.

ODUZIMANJE VEKTORA NADOVEZIVANJEM

E}
3 %/5) 2:3@3’
—a 5

e Vektor razlke se dobija sabiranjem
vektora & i suprotnog vektora vektoru b
(to je vektor — 5).

e Poletak vektora — b se nadoveze na kraj
vektora &, a onda se spoji pocetak prvog i
kraj poslednjeg.

e Na ovaj naCin se moZze oduzeti

neogranicen broj vektora odjednom.

¢ Nadovezivanjem vektora se istovremeno
moze i sabirati i oduzimati neogranicen broj
vektora.

ODUZIMANIJE VEKTORA PO PRAVILU
PARALELOGRAMA

J /‘4/5
—d 5

i vektor b se dovedu na
zajednicki pocetak. Na njih se docrta
paralelogram. Vektor razlike predstavlja
dijagonalu paralelograma koja ne polazi iz
zajednicke tacke vektora (smer je od kraja
vektora b ka kraju vektora a).

e Vektor a

¢ Na ovaj nacin se mogu oduzeti najvise dva
vektora odjednom.

MATEMATICKI PODSETNIK — Skalari i vektori
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e Mnozenje vektora skalarom. Ako vektor &
pomnozimo nekim brojem & dobi¢emo vektor istog
pravca i smera, a intenzitet novog vektora bice &
puta veéi od intenziteta vektora &. (Ukoliko je &
negativan broj vektor ¢e biti suprotnog smera.)

k=2
_1

k=35

k=-1,5

e Proizvodi vektora. DefiniSu se skalarni i vektorski proizvod dva vektora.

SKALARNI PROIZVOD ¢ = 3 - b

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

/ N

D;/lcos (é, b )

e Skalarni proizvod dva vektora je skalar Ciji

je intenzitet jednak
c=5&-b-3|-|b]|cos3,b)

To je povrsina pravougaonika stranice |a| i

stranice | 5 | cos(é,l;).

e Skalarni prizvod dva vektora koristimo

kada trazimo koliki doprinos daje vektorska
veli¢ina & u pravcu neke druge vektorske

veli¢ine b.

VEKTORSKI PROIZVOD G = G x b

¢ |
/ k| b sin(é,/ﬁl)x
, /"/

e Vektorski proizvod dva vektora je vektor
Ciji je:
~ intenzitet | € || & |- 5 |sin(d, b) i
jednak je povrSini paralelograma koji
odreduju vektori & i /),
— pravac normalan na ravan koju
odreduju vektori & i b,
— smer odreden jednim od sledeca tri

pravila:

= pravilom desne
zavojnice: smer vektora C
poklapa se sa smerom
kretanja zavojnice, ako bi
se ona okretala zajedno
vektorom & tako da se

najkrac¢im putem poklopi sa vektorom 5;

= pravilom desne ruke:
ispruzeni palac ¢e pokazivati
smer vektora ¢ ako savijeni
prsti pokaziju smer okretanja
vektora &, kojim bi se
najkra¢im putem poklopio sa

= pravilom tri prsta: ako
palac  usmerimo  kao
vektor &, kaZiprst kao

vektor 5, srednji prst ¢e
pokazivati smer vektora
C.
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RAZLAGANJE VEKTORA NA OSE

e Svaki vektor se moze razloziti u Dekartovom koordinatnom sistemu na svoju xi y komponentu:

d=a,+a,

a =la |7=alcosa-i
a, =la, | jalsina-j

gdeje 7/ - jedini¢ni vektor x-ose (ima intenzitet jednak 1, pravac i smer x-ose),

j - jedinicni vektor y~ose (ima intenzitet jednak 1, pravac i smer j-ose),

|§| - intenzitet vektora & .

e Zaove veliCine vazi da je:

la, " +la, =&l

X

a
a= arctg'a—yI

la, |
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SISTEMI LINEARNIH JEDNACINA

Za proracun linearnih sistema jednacina drugog i treceg reda koristi¢emo determinante:

SISTEM JEDNACINA I DETERMINANTA
DRUGOG REDA
e Sistem linearnih nezavisnih jednacina
drugog reda je:
apy X t+a,py==¢

dyXtayny==qc
e Glavna determinanta ovog sistema je:
a11 a12
a21 a22

A= =dy 8y, — ayray,

e Pojedinacne determinante promenljivih

Su:
C, a;
A, = =Ca,;, —a,,C,
C, a,
a, ¢
Ay = =@a,,C, —C1ay,
a G

e Nepoznate u jednacinama se
izraCunavaju Kramerovim pravilima:

SISTEM JEDNACINA I DETERMINANTA
TRECEG REDA
e Sistem linearnih nezavisnih jednacina
treceg reda je:
a,X+a,y+a;Z=c,

a, X +a,,y+a,nzZ=c,
a; X +asy +a;Z==Cc,
e Glavna determinanta ovog sistema je:
a11 a12 a13
A=a, a, ay|=
a31 a32 a33

= @y @833 + @y,35385 + dyzadyds;; —
- a13azzas1 - a11azsasz - a12a21as3

e Pojedinacne determinante promenljivih
su:

a,, a,, ¢
Az =l|dy a, G
ds;; dai C;

e Nepoznate u jednacinama se
izracunavaju Kramerovim pravilima:
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KOMPLEKSNI BROJEVI

o Sta je kompleksni broj?
— Broj koji ima svoj realan i svoj imaginaran deo u kompleksnoj ravni.

e Koliko kompleksni broj ima oblika?
Tri:

A

Im

— analiticki A=x+jy, py

— trigonometrijski A= Acosa + jAsina, Im [Al4 N _3

. \2

— eksponencijalni A=A.e”.
a R
0 Re[A] Re

e Stajej?

j=+-1
e Analiticki i trigonometrijski oblik mogu se direktno prevoditi jedan u drugi.

e Eksponencijalni i trigonometrijski oblik se mogu direktno prevoditi jedan u drugi. Veze izmedu
ta dva oblika su moduo A4i argument « kompleksnog broja:

A= Re*[A]+Im?[A] = /x? + y? , moduo je iskljutivo pozitivan;

Im[A] y G
o = arct = arctg~—, argument moze biti i pozitivan i negativan.
9—[—]R elA g x g p g
Ovo proistice iz Ojlerove formule:

e’” =cosa + jsina.

e Sta je konjugovani broj kompleksnom broju?
— To je broj koji ima isti znak realnog dela a suprotan znak imaginarnog dela datog
kompleksnog broja, odnosno broj koji ima isti moduo a suprotan znak argumenta datog
kompleksnog broja.

A =x-jy=Ae"

e Za kompleksne brojeve vazi jos i:

A-A =A
ji=-1
Ji=-j
Jjt=1

1 .
—=-]

J
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RACUNSKE OPERACIJE SA KOMPLEKSNIM BROJEVIMA

e Sabiranje. Zbir dva kompleksna broja je takode kompleksni broj. Sabiraju se realan deo sa
realnim i imaginaran sa imaginarnim:

A=X1+jy1
B =x, + jy,
£=A+§=(X1 +jy1)+(x2 +jy2)=(X1 +X2)+j(y1+y2)=x3 + J¥s

e Oduzimanje. Razlika dva kompleksna broja je takode kompleksni broj. Oduzimaju se realan
deo od realnog i imaginaran od imaginarnog:

A=x,+jy,
§=X2+jy2
C=A-B=(x,+jy,)-(x, + jy,)=(x, - x;)+ j(yy - ¥2) = x5 + jiys

e MnozZenje. Mnozenje dva kompleksna broja je takode kompleksni broj. Mnoze se realni i
imaginarni delovi kompleksnih brojeva, svaki ¢lan sa svakim:

A=Xx,+Jjy,

B=x,+Jjy,

C=A-B=(x,+jy,) 0+ Jy,)= XX, + jX, ¥, + XY, + V1Y, =
= (X1X2 - }’1}’2)"' j(X1y2 + Xzy1)= X3+ JY3

Ili ako su kompleksni brojevi dati u eksponencijalnom obliku:

A=A e”

B=B. e*

C=A-B=A-e” .B-e” =AB.e/*F =C.e”

e Deljenje. Kolicnik dva kompleksna broja je takode kompleksni broj. Brojilac i imenilac
koli¢nika pomnozimo sa konjugovano kompleksnim brojem imenioca:

A=x,+jy,
§=X2+jy2

C - A_X,+Jy, X,—JyY, _ X, Xy = JXo ¥, + Y — T V1Y

B X,+jy, X,-J¥s  XZ+ KoY, - Xy, — JY2

_ (X1X2 +y1y2)+j(x2y1 _X1y2)= X, X, + ViV, - X ¥, — X1,

+ = X3 + J
X3yl X3+ vl xvyr Tt
Ili ako su kompleksni brojevi dati u eksponencijalnom obliku:
A=A-e”
B=B-e”
C - A_ A-e” _ A _ i) - C.e”

XII MATEMATICKI PODSETNIK — Kompleksni brojevi



e Za proracun sa kompleksnim brojevima korisno je znati jos i:

T T T T T
a 0 g Z 5 E V2 O _E 2
] 1
sina | 0 > g ? 1 0 0 -1 0
V3 Nb) 1
cos 1 N2 il = 0 -1 -1 0 1
@ 2 2 2
1
tga 0 el 1 V3 + oo 0 0 — 0
- 31| 2 11 .3 - -
e’ 1 | X242 X i Y 1 1 —J 1
> tI5 15 1+) St

— Trigonometrijski krug je krug cdiji je poluprec¢nik jednak 1, a centar se nalazi u
koordinatnom pocetku. Za dati ugao « kosinus oitavamo na x osi, a sinus na y osi.

A
1 Iz trigonometrijskog kruga se vidi da je
Sing sinus — neparna funkcija: sin(- )= -sina
cosinus — parna funkcija: cos(- a) = cos
-1 5 o 1 5 tangens — neparna funkcija: tg(- o) = —tga
sin(-a)
-1

MATEMATICKI PODSETNIK — Kompleksni brojevi XTI



INTEGRALI

o Staje integral?
— Moze se shvatiti kao suma beskonacno mnogo beskonacno malih veli¢ina.
— Oznaka integrala je J'

e Kakvi integrali postoje?
— QOdredeni i neodredeni.

e Sta je redenje neodredenog integrala?
— Funkcija.

Primer: J.dx = x = f(x), redenje ovog integrala je linearna funkcija.

e Sta je redenje odredenog integrala?
— Brojna vrednost.

n— W
S5
Il
>
r—O
Il
Sy
|
h N
Il
D)

e Zaintegrale vazi:
B A
0] -]
A B
C C
-
B A

e U matematici postoji nekoliko osnovnih integrala Cija se reSenja uce tablicno. Mi ¢éemo koristiti
samo dva:

2)

Ne—

Idx=x

Ix’ldx =I%dx =Inx

e Pojam odredenog integrala se moze razumeti na primeru linijskog i povrsinskog integrala.
— Liniiski integral. Posmatrajmo liniju ciju
duzinu Zelimo da odredimo. Podelimo liniju na
male (elementarne) delove duzine A/ (neka ih
ima n). Duzina linije jednaka je zbiru duzina svih
malih delova A/:
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Ako podelimo liniju na jako veliki broj ovih delova (7 — «) duZina ovih delova postaje jako
mala (A/ — 0) i piSemo je kao ), a sumu piSemo kao linijski integral (Cija je podintegralna
funkcija jednaka 1):

I=> Al = j dl,

A/—0 /
n—o

gde je ispod integrala oznaceno da se sabiranje vrsi po liniji /

— Ako je linija zatvorena obi¢no je obelezavamo sa C (zatvorena kontura), a oznaka linijskog
integrala je §3, i oznacava integraljenje (sabiranje) po zatvorenoj konturi:

/=$dl,
c
Primer: Ako je zatvorena kontura C krug poluprecnika rtada je Al
linijski integral po konturi C jednak obimu kruga: A/ C
[ ={§dl =2ar. Al
C

—  Povrsinski integral. Posmatrajmo povr$ Ciju povrsinu Zelimo da odredimo. Podelimo povrs
na male delove (elementarne) povrSine AS (neka ih ima 7). Ukupna povrSina S jednaka je
zbiru povrsina svih malih delova AS :

) AS
S=2AS,.

i=1

.
AP
P
Ako podelimo povrS na jako veliki broj ovih delova ’0":““‘7}"‘“‘“‘

povr3 ne j o 7RSI
(n—> «), povrSina ovih delova postaje jako mala "““““
(AS > 0) i piSemo je kao dS, a sumu piSemo kao “‘
povrsinski integral (Cija je podintegralna funkcija
jednaka 1):

S= ZAS:jds,

AS—0 S
n—ow

gde je ispod integrala oznaceno da se sabiranje vrsi po povrsi S.

— Ako je povrS zatvorena oznaka povrSinskog integrala je f§’ i oznacava integraljenje
(sabiranje) po zatvorenoj povrsini:

5:§d5,

s
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Primer: Ako je zatvorena povrS S sfera poluprecnika R
tada je povrsinski integral po sferi S jednak povrsini

sfere: AS

5:§d§=%#ﬁ
S

e Linijski i povrsinski integral mogu biti vektorski:
— Svakom elementarnom delu d/ dodeljuje se /+
pravac koji se poklapa sa pravcem tangente na liniju
/ u posmatranoj tacki, a smer po liniji se usvaja.

Integral tada predstavlja vektorski zbir vektora dl SN

- - Al Al
[=[d Al "
/ —.
Al*

— Svakom elementarnom delu dS dodeljuje se pravac koji se poklapa sa pravcem normale na
povréinu S u posmatranoj tacki, a smer se usvaja, pa se moze napisati da je dS = 7i-dS. Ako
je S zatvorena povrsSina usvojen je dogovor da je normala uvek usmerena iz povrsine. Integral
tada predstavlja vektorski zbir vektora as :

AS

e Linijski i povrsinski integral mogu imati i podintegralne funkcije razlicite od jedinice.
Na primer: jL-:-d7, §D~d§.
/ S
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