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Uvodne napomene

Sta je regresija?

U velikom broju eksperimenata uocava se veza izmedu dve ili vise promenljivih.
* Na primer,

moze se uociti veza izmedu stepena erozije i koli¢ine padavina,
moze se uociti veza izmedu Sirine reke i maksimalnog godisnjeg proticaja,

moze se uociti veza izmedu broja rodene dece po zeni, nivoa obrazovanja i vrste zaposlenija,
itd.



Uvodne napomene

Sta je regresija?

* Ako posmatramo obelezja X, X5, ..,Xp 1Y, tada trazimo funkciju cp(xl,xz, ...,xp) za koju ce
biti:

Y = o(X1,Xo, o, Xp)

2
* Funkcija @ se bira tako da srednje-kvadratno odstupanje E (Y — go(Xl,Xz, ...,Xp)) bude
najmanje.

* Funkcija @ se zove regresija Y po X1, X5, ...,Xp.




Jednostruka regresija

Sta je jednostruka regresija?

* Najjednostavnija regresija je jednostruka regresija kada se posmatraju dve promenljive X i Y.
 Trazi se funkcija @ takvadajeY = @(X).
* |z populacije se izdvaja realizovani uzorak ((xl,yl), (X5,V2), very (Xp, yn)) i predstavlja se u
Dekartovoj ravni.
 Na osnovu dobijenog dijagrama, koji se zove dijagram rasturanja, bira se familija funkcija sa
kojom ce se raditi, npr:
* y=ax+b,
+ y=ae”,
* y=alnx +b.
* Na kraju se odreduju vrednosti parametara regresije.




Jednostruka regresija

Jednostruka linearna regresija.

* Ako je zavisnost @ izmedu promenljivih X i Y linearna, tj. oblika Y = aX + b, tada kazemo da je
@ jednostruka linearna regresija.
e Jednostruka linearna regresija moze biti:
e prve vrste, ukoliko obelezje Y zavisi od slucajne promenljive X,
e druge vrste, ukoliko obelezje Y zavisi od neslucajne (kontrolisane) promenljive X.




Jednostruka regresija

Jednostruka linearna regresija prve vrste.

e Zavisnost je oblikaY = aX + b.

 Parametri a i b su nepoznati parametri koji se odreduju iz uslova da je srednje-kvadratno
odstupanje E(Y — aX — b)? najmanije.
 Ocene parametara su:

1
Z&W—EZ&ZW

S X2~ (T X)?

a=

b=Y,—aX,

* Vrednost ¥; dobijena kao ¥; = @X; + b je procena vrednosti ¥; na osnovu vrednosti X;.




Jednostruka regresija

Jednostruka linearna regresija prve vrste.

e @Greska ocenjivanja se definise na sledeci nacin:

n

1 "
Sfp =30 (6= 1)

=1

e Greska ocenjivanja sadrzi informaciju o tome koliko izabrana funkcija dobro aproksimira
zavisnost obelezja Y po X.

* U slucaju da je uzorak mali, greska ocenjivanja se definise na sledeci nacin:

n

1 ~
Stp=—2) (1)

=1




Jednostruka regresija

Primer.

 Na osnovu merenja pretprole¢cnog minimalnog srednjemesecnog nivoa podzemnih voda (X), i
srednjeg godisnjeg nivoa (Y) u godinama 1952-1958. dobijeno je:

e (Odrediti pravu linearne regresije Y po X i na osnovu nje prognozirati Y za izmerenu vrednost
x=16,99 u 1959. godini. IzraCunati gresku ocenjivanija.

godina 1952 1953 1954 1955 1956 1957 1958
X 19,51 19,02 19,04 15,80 17,52 15,96 16,31
Y 17,57 17,66 18,74 14,48 15,44 13,92 15,22




Jednostruka regresija

Primer — dijagram rasturanja.
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Jednostruka regresija

Primer — resSenje.

» Koeficijenti prave linearne regresije su:

2005,18 — % X 123,16 X 113,03
a= T = 1,076
2182,25 — 7 X 123,162
~ 113,03 123,16
b = T 1,076 X = —2,784

* Trazena prava linearne regresije je: Y =1,076 x X — 2,784.
* Procenjujemo da je u 1959. godini srednji godisnji nivo bio:
y(16,99) = 1,076 X 16,99 — 2,784 = 15,50
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Jednostruka regresija

Primer — resSenje.

Greska ocenjivanja je:

2,3795
Sy_p =——— = 0,3966

Posto je greSka mala u odnosu na vrednosti obelezja Y, zakljucujemo da smo dobro
aproksimirali vrednosti obelezja Y po X.
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Jednostruka regresija

Primer — grafik prave linearne regresije.
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Jednostruka regresija

Jednostruka linearna regresija prve vrste.

 Moze se posmatrati i linearna regresija X po Y.

* Onajeoblika X =cY + d, gde su c i d nepoznati parametri koji se odreduju iz uslova da je
srednje-kvadratno odstupanje E(X — cY — d)? najmanje.

 Ocene parametara su:

1
Z&W—EZ&ZW

S¥2 (Y2

c =

d=2X,—¢cY,
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Jednostruka regresija

Jednostruka linearna regresija prve vrste.

e @Greska ocenjivanja se definise na sledeci nacin:

525 = Z(x £)°

e U slucaju da je uzorak mali, greska ocenjivanja se definise na slededi nacin:

n—lz(x X)

2 ~
Sx-%
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Jednostruka regresija

Jednostruka linearna regresija druge vrste.

e Zavisnost jeoblikaY = aX + b + ¢, gde je € slucajna promenljiva koja se najéesée identifikuje
kao greska merenja.
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Nelinearni modeli zavisnosti

Sta su nelinearni modeli zavisnosti?

* Nelinearni modeli zavisnosti su modeli koji jednostavnim transformacijama mogu da se svedu
na linearne modele.
e Posmatracemo:
 model linearan po parametrima,
* stepeni model,
e eksponencijalni model.
* Nelinearni modeli mogu biti prve i druge vrste.
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Nelinearni modeli zavisnosti

Model linearan po parametrima.

Model linearan po parametrima prve vrste je oblika
Y=ag(X)+b

* gde je g unapred poznata funkcija od slu¢ajne promenljive X, a a i b nepoznati parametri.
* Model se smenom Z = g(X) svodi na linearan model prve vrste Y = aZ + b.

* Nepoznati parametri a i b se ocenjuju na osnovu uzorka ((Zl, Y1), ..., (Z,, Yn)) koji je dobijen
transformacijom Z; = g(X;),i = 1, ..., n od pocetnog uzorka ((Xl, Y)), ..., (X, Yn)).
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Nelinearni modeli zavisnosti

Model linearan po parametrima.

Ocene parametara a i b regresionog modelaY = aZ + b su:

1
Zan—ﬁzazn

¥ 22—~ (22>

a =

b=Y,—az,
U tom slucaju pocetni regresioni model je oblika:

Y =ag(X)+b
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Nelinearni modeli zavisnosti

Primer.

* Odrediti regresionu krivu Y = alog X + b veze izmedu Sirine reke Y i maksimalog godisnjeg
proticaja X (u m3/sec) na osnovu uzorka od deset reka:

maks. proticaj

5,7

17

22

31

50

61

85

120

12
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Sirina reke

63

260

92

230

720

890

2500

1150

93

210
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Nelinearni modeli zavisnosti

Primer — dijagram rasturanja.
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Nelinearni modeli zavisnosti

Primer — resSenje.

 Realizovane vrednosti ocena d i b su redom:

25857,48 — 1—10 X 33,781 X 6208
a= T = 611,360
122,108 — == % 33,7817
10
~ 6208 33,781
b=——-—611,360 X = —1407,754

10

 Regresiona prava izmedu obelezja Y i Z je oblika: ¥ = 611,360 X Z — 1407,754.
e Regresiona kriva koja opisuje vezu izmedu Sirine reke i maksimalnog godisnjeg proticaja je:

A\

Y =611,360logX — 1407,754
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Nelinearni modeli zavisnosti

Primer — grafik regresione krive.
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Nelinearni modeli zavisnosti

Stepeni model.
» Stepeni model prve vrste je oblika
Y = bX?

 gdesuaib nepoznati parametri.

e ModelsesmenamaZ =1InX, W =InY ic = In b svodi na linearan model prve vrste, odnosno
naW =aZ +c.

* Nepoznati parametri a i ¢ se ocenjuju na osnovu uzorka ((Zl, wy), .., (Z,, Wn)) koji je dobijen
transformacijama Z; =InX;,i=1,..,niW; =InY;,i = 1, ...,n od pocetnog uzorka
(X1, Y1), o, (X, Y)).
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Nelinearni modeli zavisnosti

Stepeni model.

* QOcene parametara a i ¢ regresionog modela W = aZ + c su:

1
2 ZiW; _EZZL'ZWL'
1

Y Zf _ﬁ(zzi)z

a =

¢ =W, —az,

 Parametar b ocenjujemo kao b = e€.
U tom slucaju pocetni regresioni model je oblika:

A -~

Y = bxa
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Nelinearni modeli zavisnosti

Primer.

e Na obali zaliva se ispituje vlaznost mulja (u gramima vode na 100 grama suve materije). Iz jedne
busotine je dobijeno:

dubina (X)

1,5

4,5

7,5

10,5

vlaznost (Y)

84

50

32

28

24

23

25

e Odredite regresionu krivu Y = bX% + ¢.
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Nelinearni modeli zavisnosti

Primer — dijagram rasturanja.

Y
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Nelinearni modeli zavisnosti

Primer — resSenje.

Realizovane vrednosti ocena nepoznatih paramaetara su:

37,614 — % x 11,363 X 24,450
a= T = —0,738
21,259 — = X 11,3632
24,450 11,363
¢ = + 0,738 X = 4,961

7
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Nelinearni modeli zavisnosti

Primer — resSenje.
* Regresiona prava izmedu obelezja W i Z je oblika: W = —0,738 X Z + 4,691.

* Regresiona kriva koja opisuje vezu izmedu dubine i vlaznosti mulja je:
Y =108,962X70738 4 ¢
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Nelinearni modeli zavisnosti

Primer — grafik regresione krive.

Y
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Nelinearni modeli zavisnosti

Eksponencijalni model.
* Eksponencijalni model prve vrste je oblika
Y = be®X

 gdesuaib nepoznati parametri.

e Model se smenama W =1InY i ¢ = In b svodi na linearan model prve vrste W = aX + c.

* Nepoznati parametri a i ¢ se ocenjuju na osnovu uzorka ((Xl, wy), ..., (X, Wn)) koji je dobijen
transformacijom W; = InY;,i = 1, ..., n od pocetnog uzorka ((Xl, Y1), ..., (X, Yn)).
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Nelinearni modeli zavisnosti

Eksponencijalni model.

Ocene parametara a i ¢ regresionog modela W = aX + c su:

1
> XiW; _EZXL'ZWL'
1

X7 —H(in)z

a =

Parametar b ocenjujemo kao b = e€.
U tom slucaju pocetni regresioni model je oblika:

Y = pe?X
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Nelinearni modeli zavisnosti

Primer.

e Na obali zaliva se ispituje vlaznost mulja (u gramima vode na 100 grama suve materije). Iz jedne
busotine je dobijeno:

 Odredite regresionu krivu Y = be®X + ¢.

dubina (X)

1,5

4,5

7,5

10,5

vlaznost (Y)

84

50

32

28

24

23

25
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Nelinearni modeli zavisnosti

Primer — dijagram rasturanja.

Y
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Nelinearni modeli zavisnosti

Primer — resSenje.

Realizovane vrednosti ocena nepoznatih paramaetara su:

137,8 — % X 42 X 24,450
1

N 2
315 7><42

a= = —0,146

24,450 42
7 + 0,146 X - = 4,369

c =

h = e*366 = 78 965

35



Nelinearni modeli zavisnosti

Primer — resSenje.
* Regresiona prava izmedu obelezja W i X je oblika: W = —0,146 X X + 4,369 + ¢.

* Regresiona kriva koja opisuje vezu izmedu dubine i vlaznosti mulja je:
Y = 78,965 0146X 4 ¢
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Nelinearni modeli zavisnosti

Primer — grafik regresione krive.

Y
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Zavrsne napomene

Sama rec regresija znaci vraanje unatrag.

Naziv regresija za ovakve modele potice od statitiCara Sir Fransis Galtona, (1822 - 1911) koji je
prvi upotebio date modele za ispitivanje bioloskih i psiholoskih pojava.

Galton je ispitivao vezu izmedu visina roditelja i dece — ustanovio je da roditelji sa
natprosecnom visinom teze da imaju decu koja su takode viSa od proseka, ali ne toliko visoka
kao roditelji. Ta Cinjenica vazi i za decu izuzetno niskih roditelja — deca su taode bila niska ali ne
toliko niska kao roditelji. Visine su se ,vracale natrag” regresirale prema proseku.

Galton je ovu Cinjenicu nazvao ,regresija prema proseku®, a naziv je ostao i za metodu.
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