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IspitivaƬe toka i
skiciraƬe grafika f-ja



IspitivaƬe funkcija:

1. Oblast definisanosti funkcije

(ili domen funkcije) Df

2. Nule i znak funkcije; presek sa y-osom

3. Parnost i periodiqnost funkcije

4. Graniqne vrednosti funkcije (limesi) na
krajevima domena Df i asimptote funkcije

5. Prvi izvod, monotonost i lokalni
ekstremi funkcije

6. Drugi izvod, konveksnost i prevojne
taqke funkcije

⇒ SkiciraƬe grafika funkcije.



1. Oblast definisanosti funkcije
(ili domen funkcije) Df

• f(x) =
g(x)

h(x)
def ⇒ g(x),h(x) def, h(x) 6= 0;



1. Oblast definisanosti funkcije
(ili domen funkcije) Df

• f(x) =
g(x)

h(x)
def ⇒ g(x),h(x) def, h(x) 6= 0;

• f(x) = ln g(x) def ⇒ g(x) def, g(x) > 0

(isto i za bilo koji log: f(x) = loga g(x));



1. Oblast definisanosti funkcije
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1. Oblast definisanosti funkcije
(ili domen funkcije) Df
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arcsin g(x)
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def ⇒ g(x) def,−1 6 g(x) 6 1;



1. Oblast definisanosti funkcije
(ili domen funkcije) Df

• f(x) =
g(x)

h(x)
def ⇒ g(x),h(x) def, h(x) 6= 0;

• f(x) = ln g(x) def ⇒ g(x) def, g(x) > 0

(isto i za bilo koji log: f(x) = loga g(x));

• f(x) =
√

g(x) def ⇒ g(x) def, g(x) > 0

(isto i za 4
√

, 6
√

. . . ; 3
√

g(x) def⇒ g(x) def!);

• f(x) =
arcsin g(x)
arccos g(x)

def ⇒ g(x) def,−1 6 g(x) 6 1;

• ostale f-je (sem tg i ctg) su UVEK def!



2. Nule i znak funkcije; presek sa y-osom

• Nule i znak funkcije → II sredƬe!



2. Nule i znak funkcije; presek sa y-osom

• Nule i znak funkcije → II sredƬe!

• Presek sa y-osom je Y
(
0, f(0)

)
.

Nakon ove 2 taqke poqiƬemo crtaƬe fukcije!!!



3. Parnost i periodiqnost funkcije

• f(x) je parna: (∀x ∈ Df ) f(−x) = f(x).

• f(x) je neparna: (∀x ∈ Df ) f(−x) = −f(x).



3. Parnost i periodiqnost funkcije

• f(x) je parna: (∀x ∈ Df ) f(−x) = f(x).

• f(x) je neparna: (∀x ∈ Df ) f(−x) = −f(x).

Ako nije:

f(−a) 6= f(a) ⇒ nije parna.

f(−a) 6= −f(a) ⇒ nije neparna.



3. Parnost i periodiqnost funkcije
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Ako nije:

Kako funkcija f(x) nema simetriqan domen u
odnosu na x = 0 ona nije ni parna ni neparna!



3. Parnost i periodiqnost funkcije

• f(x) je parna: (∀x ∈ Df ) f(−x) = f(x).

• f(x) je neparna: (∀x ∈ Df ) f(−x) = −f(x).

Ako nije:

f(−a) 6= f(a) ⇒ nije parna.

f(−a) 6= −f(a) ⇒ nije neparna.

Ako nije:

Kako funkcija f(x) nema simetriqan domen u
odnosu na x = 0 ona nije ni parna ni neparna!

• f(x) periodiqna:

(∃T > 0)(∀x ∈ Df ) f(x) = f(x + T ).



4. Graniqne vrednosti funkcije (limesi) na
krajevima domena Df i asimptote funkcije



4. Graniqne vrednosti funkcije (limesi) na
krajevima domena Df i asimptote funkcije



Ako je Df unija intervala oblika (a, b)
potrebno je za svaki od Ƭih odrediti:
lim

x→a+
f(x) i lim

x→b−
f(x).

Ako je Df = R = (−∞, +∞) odre�ujemo:
lim

x→−∞
f(x) i lim

x→+∞
f(x).

Ako imamo (a, b] odre�ujemo:

lim
x→a+

f(x) i vrednost f(b)

(za x = b f-ja je def. i tu izraqunavamo
vrednost funkcije, a ne limes!)



C · 0 = 0
0

C
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e+∞ = +∞ e−∞ = 0

ln(0+) = −∞ ln(+∞) = +∞
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ln(0+) = −∞ ln(+∞) = +∞
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e+∞ = +∞ e−∞ = 0

ln(0+) = −∞ ln(+∞) = +∞

0

0
= ???

±∞
±∞ = ???

0 · ±∞ = ??? 1∞ = ??? 00 = ???



0

0
= ???

±∞
±∞ = ???

0 · ±∞ = ??? 1∞ = ??? 00 = ???

Za prva dva lim koristimo i Lopitalovo prav-

ilo (samo za limese oblika 0
0 ili ∞

∞ !)
L.P.
=
0
0

L.P.
=
∞

∞

:

lim
x→a

g(x)

h(x)
= lim

x→a

g′(x)

h′(x)
.

Kad imamo g · h oblika 0 · ∞ to svodimo na
g
1
h

=
g

h−1
(xto je 0

0) ili
h
1
g

=
h

g−1
(xto je ∞

∞).

Jedan od ova dva svo�eƬa vodi ka rexeƬu, dok
drugi daje jox sloжeniji limes!



Tabliqne graniqne vrednosti:

lim
x→0

sin x

x
= 1, lim

x→0

ex − 1

x
= 1,

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1, lim

x→0

(1 + x)α − 1

x
= α,

lim
x→+∞

(1 + 1
x )x = e, lim

x→0
(1 + x)

1
x = e.



Postoje tri vrste asimptota:

vertikalne, horizontalne i kose.



Vertikalne asimptote se javƩaju kad imamo
prekid u domenu Df .

Prava x = a je vertikalna asimptota ako

• a ne pripada Df ,

• bar jedan od limesa lim
x→a+

f(x) i lim
x→a−

f(x)

postoji i beskonaqan je (+∞ ili −∞).



Ako je lim
x→−∞

f(x) = b, gde je b konaqan broj,

tada je y = b leva horizontalna asimptota.

Ako je lim
x→+∞

f(x) = b, gde je b konaqan broj,

tada je y = b desna horizontalna asimptota.

Ako je prava y = b i leva i desna
horizontalna asimptota, onda je obostrana

horizontalna asimptota.



Ukoliko je lim
x→−∞

f(x) beskonaqan,

tada traжimo levu kosu asimptotu.

Ako postoje 2 lim:

k = lim
x→−∞

f(x)

x
– ako je k konaqan i k 6= 0,

onda traжimo n = lim
x→−∞

f(x) − k · x i ako je

n konaqan tada je leva kosa asimptota

prava y = kx + n.

lim
x→+∞

−||− ⇒ desna kosa asimptota.

Ako je y = kx + n i leva i desna kosa asimpto-
ta, onda je obostrana kosa asimptota.



Ponekad se za odre�ivaƬe horizontalnih i
kosih asimptota mogu iskoristiti Tejlorovi
(tj. Maklorenovi) razvoji:



5. Prvi izvod, monotonost i lokalni
ekstremi funkcije

Funkcija je monotono rastu�a na (a, b), xto
oznaqavamo strelicom ր, ako

(
∀x1, x2 ∈ (a, b)

)
x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2).

Funkcija je monotono opadaju�a na (a, b), xto
oznaqavamo strelicom ց, ako

(
∀x1, x2 ∈ (a, b)

)
x1 < x2 ⇒ f(x1) > f(x2).



5. Prvi izvod, monotonost i lokalni
ekstremi funkcije



5. Prvi izvod, monotonost i lokalni
ekstremi funkcije

Prema pravilima diferenciraƬa se odredi
I izvod f ′(x) funkcije f(x).

DaƩa analiza se svodi na odre�ivaƬe nula i
znaka I izvoda:
kada je f ′(xM ) = 0 i xM ∈ D imamo kandidata
za lokalni ekstrem (max ili min).

na int. gde je f ′(x) > 0 ⇒ f(x) ր,
na int. gde je f ′(x) < 0 ⇒ f(x) ց,

kandidat xM = a je lok.max ako je f : ր a ց
(da je max moglo i na osnovu f ′′(a) > 0)

kandidat xM = a je lok.min ako je f : ց a ր
(da je max moglo i na osnovu f ′′(a) < 0)



kada je f ′(xM ) = 0 i xM ∈ D imamo kandidata
za lokalni ekstrem (max ili min).

na int. gde je f ′(x) > 0 ⇒ f(x) ր,
na int. gde je f ′(x) < 0 ⇒ f(x) ց,

kandidat xM = a je lok.max ako je f : ր a ց
(da je max moglo i na osnovu f ′′(a) > 0)

kandidat xM = a je lok.min ako je f : ց a ր
(da je max moglo i na osnovu f ′′(a) < 0)

Do ekstrema moжemo do�i i kada imamo

xpiceve ( ili ), kao i kad
je f-ja def. u taqki i samo sa 1 Ƭene strane.

Ostala dva sluqaja (ց a ց i ր a ր) nisu
ekstremi.



Ako smo dobili ekstrem tad treba izraqunati
vrednost funkcije, f(a), i taqku M(a, f(a))
oznaqavamo na grafiku.



Kod prekida i xpiceva, treba ispitati
i naqin kako (tj. pod kojim uglom) funkcija
,,ulazi“ u neku taqku ili ,,izlazi“ iz Ƭe.

Npr. kada u prekidu x = a imamo da je
lim

x→a−

f(x) = b konaqan, onda je koeficijent

pravca k pod kojim grafik ulazi u taqku T (a, b)
dat sa k = lim

x→a−

f ′(x).

Koeficijent n (presek prave sa y-osom)
dobijamo iz jednakosti b = k · a + n.



f(x) = x + 1 −
√

x2 + x



6. Drugi izvod, konveksnost i prevojne
taqke funkcije

Funkcija je konveksna (ili konveksna nadole)
na (a, b), xto oznaqavamo ∪, ako

(
x1, x2 ∈ (a, b)

)

x1 6= x2 ⇒ f(x1) + f(x2)

2
> f

(
x1 + x2

2

)

.

Funkcija je konkavna (ili konveksna nagore)
na (a, b), xto oznaqavamo ∩, ako

(
x1, x2 ∈ (a, b)

)

x1 6= x2 ⇒ f(x1) + f(x2)

2
< f

(
x1 + x2

2

)

.



6. Drugi izvod, konveksnost i prevojne
taqke funkcije

Izraqunamo II izvod f ′′(x) =
(
f ′(x)

)′
.

DaƩa analiza se svodi na odre�ivaƬe nula i
znaka II izvoda:
za f ′′(x) = 0 imamo kandidata za prevojnu taqku.

na int. f ′′(x) > 0 ⇒ f(x) ∪ (konveksna),
na int. f ′′(x) < 0 ⇒ f(x) ∩ (konkavna),

kandidat xM = a je prevojna taqka ako je f :
∪ a ∩ ili ∩ a ∪
I kod p.t. odre�ujemo vrednost funkcije, f(a),
i taqku P (a, f(a)) oznaqavamo na grafiku.



Napomena. Pogrexno je re�i da je funkcija
konveksna na uniji intervala (tj. tamo gde je
f ′′(x) > 0), jer je ona konveksna na svakom od
tih intervala ponaosob!

Sliqno vaжi i za monotonost.

Stoga, je monotonost i konveksnost boƩe
samo zapisivati u tablici.



⇒ SkiciraƬe grafika funkcije.

Sve prethodno dobijene taqke (nule funci-
je, presek sa y-osom, minimumi, maksimumi,
prevojne taqke), kao i graniqne vrednosti su
ve� unete na grafik, tako da ostaje samo
posledƬi korak:

,,Spojiti taqkice i crtice, ali voditi raquna
o monotonosti i konveksnosti!“



1. Ispitati tok i skicirati grafik funkcije

f(x) =
(x − 2)2

ln(x − 2)
.



1. f(x) =
(x − 2)2

ln(x − 2)
.

RexeƬe.

1◦ Razlomak je def. kada su i imenilac i
brojilac def. i kad je imenilac 6= 0:

• polinom (x − 2)2 je uvek def;

• log. ln(x− 2) je def. za x− 2 > 0, tj. x > 2;

• ln(x−2) 6= 0 = ln 1, pa je x−2 6= 1, tj, x 6= 3.

Oblast definisanosti je: Df = (2, 3)∪ (3, +∞).



1. f(x) =
(x − 2)2

ln(x − 2)
.

RexeƬe. 1◦ Domen je: Df = (2, 3) ∪ (3, +∞).

x

f(x)

2 30



1. f(x) =
(x − 2)2

ln(x − 2)
.

RexeƬe. 2◦ Nule:

f(x) = (x−2)2

ln(x−2) = 0 ⇒ (x − 2)2 = 0 ⇒ x − 2 = 0

⇒ x = 2



1. f(x) =
(x − 2)2

ln(x − 2)
.

RexeƬe. 2◦ Nule:

f(x) = (x−2)2

ln(x−2) = 0 ⇒ (x − 2)2 = 0 ⇒ x − 2 = 0

⇒ x = 2 6∈ Df , pa nije nula!



1. f(x) =
(x − 2)2

ln(x − 2)
.

RexeƬe. 2◦ Nule:

f(x) = (x−2)2

ln(x−2) = 0 ⇒ (x − 2)2 = 0 ⇒ x − 2 = 0

⇒ x = 2 6∈ Df , pa nije nula!

0 6∈ Df ⇒ nema presek sa y-osom!



1. f(x) =
(x − 2)2

ln(x − 2)
.

RexeƬe. 2◦ Znak:

(−∞, 2] (2, 3) 3 (3, +∞)

(x − 2)2 x + + +

ln(x − 2) x − x +

f(x) x − x +



1. f(x) =
(x − 2)2

ln(x − 2)
.

RexeƬe. 2◦ Znak:

(−∞, 2] (2, 3) 3 (3, +∞)

(x − 2)2 x + + +

ln(x − 2) x − x +

f(x) x − x +

x

f(x)

2 30



1. f(x) =
(x − 2)2

ln(x − 2)
.

RexeƬe. 3◦

Kako Df = (2, 3) ∪ (3, +∞) nije simetriqan u
odnosu na x = 0, f-ja f(x) nije ni parna, ni
neparna.

Negativne vrednosti f-je
(
za x ∈ (2, 3)

)
se ne

ponavƩaju periodiqno, pa funkcija f(x) nije
ni periodiqna.



1. f(x) =
(x − 2)2

ln(x − 2)
.

RexeƬe.

4◦ Df = (2, 3) ∪ (3, +∞) ⇒ treba na�i:

lim
x→2+

f(x), lim
x→3−

f(x), lim
x→3+

f(x) i lim
x→+∞

f(x).



1. f(x) =
(x − 2)2

ln(x − 2)
.

RexeƬe.

4◦ Df = (2, 3) ∪ (3, +∞) ⇒ treba na�i:

lim
x→2+

f(x), lim
x→3−

f(x), lim
x→3+

f(x) i lim
x→+∞

f(x).

lim
x→2+

f(x) =

[
(2+ − 2)2

ln(2+ − 2)
=

(0+)2

ln(0+)
=

0+

−∞

]

= 0



1. f(x) =
(x − 2)2

ln(x − 2)
.

RexeƬe.

4◦ Df = (2, 3) ∪ (3, +∞) ⇒ treba na�i:

lim
x→2+

f(x), lim
x→3−

f(x), lim
x→3+

f(x) i lim
x→+∞

f(x).

lim
x→2+

f(x) =

[
(2+ − 2)2

ln(2+ − 2)
=

(0+)2

ln(0+)
=

0+

−∞

]

= 0

lim konaqan ⇒ f(x) nema vert. asimp. x = 2.



1. f(x) =
(x − 2)2

ln(x − 2)
.

RexeƬe.

4◦ Df = (2, 3) ∪ (3, +∞) ⇒ treba na�i:

lim
x→2+

f(x), lim
x→3−

f(x), lim
x→3+

f(x) i lim
x→+∞

f(x).

lim
x→3−

f(x) =

[
(3− − 2)2

ln(3− − 2)
=

(1−)2

ln(1−)
=

1

0−

]

= −∞

lim
x→3+

f(x) =

[
(3+ − 2)2

ln(3+ − 2)
=

(1+)2

ln(1+)
=

1

0+

]

= +∞



lim
x→3−

f(x) =

[
(3− − 2)2

ln(3− − 2)
=

(1−)2

ln(1−)
=

1

0−

]

= −∞
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x

ln x

ln(0+)→−∞

ln(+∞)→+∞

ln 1=0

lim
x→3+

f(x) =

[
(3+ − 2)2

ln(3+ − 2)
=

(1+)2

ln(1+)
=

1

0+

]

= +∞



1. f(x) =
(x − 2)2

ln(x − 2)
.

RexeƬe.

4◦ Df = (2, 3) ∪ (3, +∞) ⇒ treba na�i:

lim
x→2+

f(x), lim
x→3−

f(x), lim
x→3+

f(x) i lim
x→+∞

f(x).

lim
x→3−

f(x) =

[
(3− − 2)2

ln(3− − 2)
=

(1−)2

ln(1−)
=

1

0−

]

= −∞

lim
x→3+

f(x) =

[
(3+ − 2)2

ln(3+ − 2)
=

(1+)2

ln(1+)
=

1

0+

]

= +∞



1. f(x) =
(x − 2)2

ln(x − 2)
.

RexeƬe.

4◦ Df = (2, 3) ∪ (3, +∞) ⇒ treba na�i:

lim
x→2+

f(x), lim
x→3−

f(x), lim
x→3+

f(x) i lim
x→+∞

f(x).

lim
x→3−

f(x) =

[
(3− − 2)2

ln(3− − 2)
=

(1−)2

ln(1−)
=

1

0−

]

= −∞

lim
x→3+

f(x) =

[
(3+ − 2)2

ln(3+ − 2)
=

(1+)2

ln(1+)
=

1

0+

]

= +∞

lim beskonaqni ⇒ f(x) ima vert. asimp. x = 3.



1. f(x) =
(x − 2)2

ln(x − 2)
.

RexeƬe.

4◦ Df = (2, 3) ∪ (3, +∞) ⇒ treba na�i:

lim
x→2+

f(x), lim
x→3−

f(x), lim
x→3+

f(x) i lim
x→+∞

f(x).

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

(x − 2)2

ln(x − 2)

L.P.
=
∞

∞

lim
x→+∞

2(x − 2) · 1
1

x−2 · 1 =

lim
x→+∞

2(x − 2)2 = +∞



1. f(x) =
(x − 2)2

ln(x − 2)
.

RexeƬe.

4◦ Df = (2, 3) ∪ (3, +∞) ⇒ treba na�i:

lim
x→2+

f(x), lim
x→3−

f(x), lim
x→3+

f(x) i lim
x→+∞

f(x).

lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

(x − 2)2

ln(x − 2)

L.P.
=
∞

∞

lim
x→+∞

2(x − 2) · 1
1

x−2 · 1 =

lim
x→+∞

2(x − 2)2 = +∞

lim beskonaqan ⇒ f(x) nema desnu hor. asimp.



4◦ lim
x→2+

f(x) = 0 ⇒ f(x) nema vert. asimp. x = 2.

lim
x→3−

f(x) = −∞, lim
x→3−

f(x) = −∞ ⇒
f(x) ima vert. asimp. x = 3.

lim
x→+∞

f(x) = +∞ ⇒ f(x) nema desnu hor. asimp.

x

f(x)

2 30

x = 3

lim
x→2+

f(x)=0

lim
x→3−

f(x)=−∞

lim
x→3+

f(x)=+∞

lim
x→+∞

f(x)=+∞



4◦ f(x) nema desnu hor. as, pa moжe da ima
desnu kosu as.

k = lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞

(x−2)2

ln(x−2)

x
= lim

x→+∞
(x−2)2

x ln(x−2)



4◦ f(x) nema desnu hor. as, pa moжe da ima
desnu kosu as.

k = lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞

(x−2)2

ln(x−2)

x
= lim

x→+∞
(x−2)2

x ln(x−2)

L.P.
=
∞

∞

... moжe i tako ali komplikovani izvodi



4◦ f(x) nema desnu hor. as, pa moжe da ima
desnu kosu as.

k = lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞

(x−2)2

ln(x−2)

x
= lim

x→+∞
(x−2)2

x ln(x−2)

= lim
x→+∞

x−2
x · x−2

ln(x−2) = lim
x→+∞

x/(1− 2
x
)

x/
· x−2

ln(x−2)

∗
= lim

x→+∞
(1 − 2

x ) · lim
x→+∞

x−2
ln(x−2)



4◦ f(x) nema desnu hor. as, pa moжe da ima
desnu kosu as.

k = lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞

(x−2)2

ln(x−2)

x
= lim

x→+∞
(x−2)2

x ln(x−2)

= lim
x→+∞

x−2
x · x−2

ln(x−2) = lim
x→+∞

x/(1− 2
x
)

x/
· x−2

ln(x−2)

∗
= lim

x→+∞
(1 − 2

x )ր1

· lim
x→+∞

x−2
ln(x−2) = 1 · lim

x→+∞
x−2

ln(x−2)

∗ moжe kada je bar jedan od ova 2 limesa
konaqan broj 6= 0 (1)



4◦ f(x) nema desnu hor. as, pa moжe da ima
desnu kosu as.

k = lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞

(x−2)2

ln(x−2)

x
= lim

x→+∞
(x−2)2

x ln(x−2)

= lim
x→+∞

x−2
x · x−2

ln(x−2) = lim
x→+∞

x/(1− 2
x
)

x/
· x−2

ln(x−2)

∗
= lim

x→+∞
(1 − 2

x )ր1

· lim
x→+∞

x−2
ln(x−2) = 1 · lim

x→+∞
x−2

ln(x−2)

L.P.
=
∞

∞

lim
x→+∞

1
1

x−2

= lim
x→+∞

x − 2 = +∞.

∗ moжe kada je bar jedan od ova 2 limesa
konaqan broj 6= 0 (1)



4◦ f(x) nema desnu hor. as, pa moжe da ima
desnu kosu as.

k = lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞

(x−2)2

ln(x−2)

x
= lim

x→+∞
(x−2)2

x ln(x−2)

= lim
x→+∞

x−2
x · x−2

ln(x−2) = lim
x→+∞

x/(1− 2
x
)

x/
· x−2

ln(x−2)

∗
= lim

x→+∞
(1 − 2

x )ր1

· lim
x→+∞

x−2
ln(x−2) = 1 · lim

x→+∞
x−2

ln(x−2)

L.P.
=
∞

∞

lim
x→+∞

1
1

x−2

= lim
x→+∞

x − 2 = +∞.

lim beskonaqan ⇒ f(x) nema ni desnu kosu as.



4◦ f(x) nema desnu hor. as, pa moжe da ima
desnu kosu as.

k = lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞

(x−2)2

ln(x−2)

x
= lim

x→+∞
(x−2)2

x ln(x−2)

= lim
x→+∞

x−2
x · x−2

ln(x−2) = lim
x→+∞

x/(1− 2
x
)

x/
· x−2

ln(x−2)

∗
= lim

x→+∞
(1 − 2

x )ր1

· lim
x→+∞

x−2
ln(x−2) = 1 · lim

x→+∞
x−2

ln(x−2)

L.P.
=
∞

∞

lim
x→+∞

1
1

x−2

= lim
x→+∞

x − 2 = +∞.

lim beskonaqan ⇒ f(x) nema ni desnu kosu as.

−∞ 6∈ Df ⇒ nema ni levu hor. as ni levu kosu as.



5◦ f ′(x) =

(
2 ln(x − 2) − 1

)
· (x − 2)

ln2(x − 2)
.

f ′(x) = 0 ⇒
(
2 ln(x − 2) − 1

)
· (x − 2) = 0.

x 6= 2 (jer 2 6∈ Df), pa je 2 ln(x − 2) − 1 = 0.

Iz ln(x − 2) = 1
2 = ln e

1
2 ⇒ x − 2 = e

1
2 =

√
e,

pa je jedina nula I izvoda x =
√

e + 2.



5◦ f ′(x) =

(
2 ln(x − 2) − 1

)
· (x − 2)

ln2(x − 2)
.

(−∞, 2] (2, 3) 3 (3,
√

e+2)
√

e+2 (
√

e+2, +∞)

2 ln(x−2)−1 x − − − 0 +

x − 2 x + + + + +

ln2(x − 2) x + x + + +

f ′(x) x − x − 0 +

f(x) x ց x ց M ր
min



5◦ f ′(x) =

(
2 ln(x − 2) − 1

)
· (x − 2)

ln2(x − 2)
.

(−∞, 2] (2, 3) 3 (3,
√

e+2)
√

e+2 (
√

e+2, +∞)

2 ln(x−2)−1 x − − − 0 +

x − 2 x + + + + +

ln2(x − 2) x + x + + +

f ′(x) x − x − 0 +

f(x) x ց x ց M ր
min

f(
√

e+2)=f(e
1
2 +2)=

(e
1
2 + 2 − 2)2

ln(e
1
2 + 2 − 2)

=
(e

1
2 )2

ln(e
1
2 )

=2e.

min je M(
√

e + 2, 2e).



5◦ f ′(x) =

(
2 ln(x − 2) − 1

)
· (x − 2)

ln2(x − 2)
.

(−∞, 2] (2, 3) 3 (3,
√

e+2)
√

e+2 (
√

e+2, +∞)

f(x) x ց x ց M ր
min

min je M(
√

e + 2, 2e).

x

f(x)

2 30
√

e+2

2e
M

x = 3



6◦ f ′′(x) =
2 ln2(x − 2) − 3 ln(x − 2) + 2

ln3(x − 2)
.

Uvedimo smenu t = ln(x − 2): 2t2 − 3t + 2, qija
je diskriminanta D = (−3)2 − 4 · 2 · 2 = −7 < 0,
pa nema realnih nula. Kako je koeficijent uz
t2, a = 2 > 0 dobijamo da je uvek 2t2 − 3t + 2 > 0,
pa je i 2 ln2(x − 2) − 3 ln(x − 2) + 2 > 0.



6◦ f ′′(x) =
2 ln2(x − 2) − 3 ln(x − 2) + 2

ln3(x − 2)
.

(−∞, 2] (2, 3) 3 (3, +∞)

2 ln2(x − 2) − 3 ln(x − 2) + 2 x + + +

ln3(x − 2) x − x +

f ′′(x) x − x +

f(x) x ∩ x ∪



6◦ f ′′(x) =
2 ln2(x − 2) − 3 ln(x − 2) + 2

ln3(x − 2)
.

(−∞, 2] (2, 3) 3 (3, +∞)

2 ln2(x − 2) − 3 ln(x − 2) + 2 x + + +

ln3(x − 2) x − x +

f ′′(x) x − x +

f(x) x ∩ x ∪
Prevojnih taqaka nema (jer 3 6∈ Df).



6◦ f ′′(x) =
2 ln(x − 2)2 − 3 ln(x − 2) + 2

ln3(x − 2)
.

(−∞, 2] (2, 3) 3 (3, +∞)

f(x) x ∩ x ∪
Prevojnih taqaka nema (jer 3 6∈ Df).

x

f(x)

2 30
√

e+2

2e
M

x = 3



2. f(x) = (3x − 1)e2/x .



2. f(x) = (3x − 1)e2/x .

1◦ Df = (−∞, 0) ∪ (0, +∞).

2◦ Nula je x = 1
3 . Znak: − 0 − 1

3
+ .

Presek sa y-osom nema.

3◦ Nije ni parna, ni neparna, ni periodiqna.

4◦ Kosu asimptotu moжemo dobiti i koriste�i
Maklorenov razvoj: x → ±∞ ⇒ 2

x → 0

f(x) = (3x − 1)e2/x = (3x − 1) ·
(

1 + 2
x + o

(
1
x

))

=



2. f(x) = (3x − 1)e2/x .

4◦ Kosu asimptotu moжemo dobiti i koriste�i
Maklorenov razvoj: x → ±∞ ⇒ 2

x → 0

f(x) = (3x − 1)e2/x = (3x − 1) ·
(

1 + 2
x + o

(
1
x

))

=

3x − 1 + 6 − 2

x
︸︷︷︸

→0

+ o(1) = 3x + 5 + o(1).

y = 3x + 5 je obostrana kosa as. ⇒ nema hor.as.

5◦ f ′(x) =
3x2 − 6x + 2

x2
e2/x.



2. f(x) = (3x − 1)e2/x .

5◦ f ′(x) =
3x2 − 6x + 2

x2
e2/x. Monotonost:

ր 0 ր 1 − 1
√

3
ց 1 +

1
√

3
ր .

Lok.max je M1(1 − 1√
3
, (2 −

√
3)e3+

√
3).

Lok.min je M2(1 + 1√
3
, (2 +

√
3)e3−

√
3).

lim
x→0−

f ′(x) = 0 ⇒ grafik funkcije ulazi

horizontalno (k = 0 kod y = k · x + n) u nulu.

6◦ f ′′(x) =
8x − 4

x4
e2/x.



2. f(x) = (3x − 1)e2/x .

6◦ f ′′(x) =
8x − 4

x4
e2/x. Konveksnost:

∩ 0 ∩ 1

2
∪ . Prevojna taqka je P ( 1

2 , 1
2e4).

x

f(x)

1

3

1

2

P

1

1

2
e4

M1

M2

x = 0

y = 3x + 5



3. f(x) = e
1
x − x.



3. f(x) = e
1
x − x.

1◦ Df = (−∞, 0) ∪ (0, +∞).

3◦ Nije ni parna, ni neparna, ni periodiqna.

4◦ lim
x→−∞

f(x) = +∞, lim
x→+∞

f(x) = −∞,

lim
x→0−

f(x) = 0, lim
x→0+

f(x) = +∞ ⇒

Vertikalna as. x = 0, nema horizontalnih as,
obostrana kosa as. je y = −x + 1.

5◦ f ′ = −
(

e
1
x

x2
+ 1

)

. Monotonost: ց 0 ց .

Nema lokalnih ekstrema.



3. f(x) = e
1
x − x.

5◦ f ′ = −
(

e
1
x

x2 + 1

)

. Monotonost: ց 0 ց .

Nema lokalnih ekstrema.

2◦ Kako je f(1) = e − 1 > 0 i f(2) =
√

e − 2 < 0 ⇒
ima nulu x = α ∈ (1, 2).

Numeriqki se moжe dobiti α ≈ 1.763222834.

Znak: + 0 + α − .

6◦ f ′′ =
e

1
x (2x + 1)

x4
.

Konveksnost: ∩ −1/2 ∪ 0 ∪ .

Prevojna taqka je P
(
−1

2 , 1
e2 + 1

2

)
.



3. f(x) = e
1
x − x.

x

f(x)

α
P

20 1

y = −x



4. f(x) = 2x − 3
3
√

x2 .

1◦ Df = R = (−∞, +∞).

2◦ Nule su x = 0 i x = 27
8 . Znak: − 0 − 27

8
+ .

Presek sa y-osom je Y (0, 0).

3◦ Nije ni parna, ni neparna, ni periodiqna.

4◦ Nema prekida u Df ⇒ nema ver.as.

lim
x→−∞

f(x) = −∞, lim
x→+∞

f(x) = +∞.

k = lim
x→±∞

f(x)

x
= 2, n = lim

x→±∞
f(x) − k · x = −∞.

Nema asimptota.

5◦ f ′ = 2 − 2

x1/3
. Monotonost: ց 0 ր 1 ց .



4. f(x) = 2x − 3
3
√

x2 .

5◦ f ′ = 2 − 2

x1/3
. Monotonost: ց 0 ր 1 ց .

Lok.max je M1(0, 0), a lok.min M2(1,−1).

Napomena. U taqki M1 prvi izvod f ′(x) nije
definisan, ali f(x) jeste, pa imamo lokalni
maksimum! Na grafiku je tu xpic i u taqku
(0, 0) i iz Ƭe grafik izlazi vertikalno.

6◦ f ′′ =
2

3x4/3
. Konveksnost: ∪ 0 ∪ .

Nema prevojnih taqaka.



4. f(x) = 2x − 3
3
√

x2 .

x

f(x)

−1

0 1 27

8

Y =M1

M2

N2

0
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