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Graniqne vrednosti funkcija
i asimptote



IspitivaƬe funkcija:

1. Oblast definisanosti funkcije
(ili domen funkcije) Df

2. Nule i znak funkcije; presek sa y-osom

3. Parnost i periodiqnost funkcije

4. Graniqne vrednosti funkcije (limesi) na
krajevima domena Df i asimptote funkcije

5. Prvi izvod, monotonost i lokalni
ekstremi funkcije

6. Drugi izvod, konveksnost i prevojne
taqke funkcije

⇒ SkiciraƬe grafika funkcije.



4. Graniqne vrednosti funkcije (limesi) na
krajevima domena Df i asimptote funkcije



4. Graniqne vrednosti funkcije (limesi) na
krajevima domena Df i asimptote funkcije

Definicija 1. Neka je funkcija f(x)
definisana u nekoj okolini taqke a (sem u
taqki a). Funkcija f(x) ima graniqnu vrednost

A kad x teжi ka a ako

(∀ε > 0)(∃δ) 0 < |x − a| < δ ⇒ |f(x) − A| < ε.

To �emo oznaqavati sa lim
x→a

f(x) = A.



4. Graniqne vrednosti funkcije (limesi) na
krajevima domena Df i asimptote funkcije

Ako je Df unija intervala oblika (a, b)
potrebno je za svaki od Ƭih odrediti:
lim

x→a+
f(x) i lim

x→b−
f(x).



4. Graniqne vrednosti funkcije (limesi) na
krajevima domena Df i asimptote funkcije

Ako je Df unija intervala oblika (a, b)
potrebno je za svaki od Ƭih odrediti:
lim

x→a+
f(x) i lim

x→b−
f(x).

Ako je Df = R = (−∞, +∞) odre�ujemo:
lim

x→−∞
f(x) i lim

x→+∞
f(x).



4. Graniqne vrednosti funkcije (limesi) na
krajevima domena Df i asimptote funkcije

Ako je Df unija intervala oblika (a, b)
potrebno je za svaki od Ƭih odrediti:
lim

x→a+
f(x) i lim

x→b−
f(x).

Ako je Df = R = (−∞, +∞) odre�ujemo:
lim

x→−∞
f(x) i lim

x→+∞
f(x).

Ako imamo (a, b] odre�ujemo:

lim
x→a+

f(x) i vrednost f(b)

(za x = b f-ja je def. i tu izraqunavamo
vrednost funkcije, a ne limes!)



4. Graniqne vrednosti funkcije (limesi) na
krajevima domena Df i asimptote funkcije
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Tabliqne graniqne vrednosti:

lim
x→0

sin x

x
= 1, lim

x→0

ex − 1

x
= 1,



Tabliqne graniqne vrednosti:

lim
x→0

sin x

x
= 1, lim

x→0

ex − 1

x
= 1,

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1, lim

x→0

(1 + x)α − 1

x
= α,



Tabliqne graniqne vrednosti:

lim
x→0

sin x

x
= 1, lim

x→0

ex − 1

x
= 1,

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1, lim

x→0

(1 + x)α − 1

x
= α,

lim
x→+∞

(1 + 1
x )x = e, lim

x→0
(1 + x)

1
x = e.



Postoje tri vrste asimptota:

vertikalne, horizontalne i kose.



Vertikalne asimptote se javƩaju kad imamo
prekid u domenu Df .

Prava x = a je vertikalna asimptota ako

• a ne pripada Df ,

• bar jedan od limesa lim
x→a+

f(x) i lim
x→a−

f(x)

postoji i beskonaqan je (+∞ ili −∞).



Ako je lim
x→−∞

f(x) = b, gde je b konaqan broj,

tada je y = b leva horizontalna asimptota.

Ako je lim
x→+∞

f(x) = b, gde je b konaqan broj,

tada je y = b desna horizontalna asimptota.

Ako je prava y = b i leva i desna
horizontalna asimptota, onda je obostrana

horizontalna asimptota.



Ukoliko je lim
x→−∞

f(x) beskonaqan,

tada traжimo levu kosu asimptotu.

Ako postoje 2 lim:

k = lim
x→−∞

f(x)

x
– ako je k konaqan i k 6= 0,

onda traжimo n = lim
x→−∞

f(x) − k · x i ako je

n konaqan tada je leva kosa asimptota

prava y = kx + n.

lim
x→+∞

−||− ⇒ desna kosa asimptota.

Ako je y = kx + n i leva i desna kosa asimpto-
ta, onda je obostrana kosa asimptota.



Zadaci

1. 6.1. v).

Koriste�i definiciju graniqne vrednosti
funkcije dokazati da je

lim
x→0

x sin
1

x
= 0.



RexeƬe. Kako za sinus vaжi −1 6 sin t 6 1
imamo da je za ε iz definicije δ = ε i tada
imamo da za

0 < |x| < ε ⇒ |x sin
1

x
|6 |x| · | sin 1

x
|6 |x| ·16ε = δ.

Time smo pokazali da je lim
x→0

x sin
1

x
= 0.
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Izraqunati graniqne vrednosti:



2. 6.2. lim
x→2

x3 + 3x2 + 2x

x + 1
.



2. 6.2. lim
x→2

x3 + 3x2 + 2x

x + 1
.

RexeƬe.

lim
x→2

x3 + 3x2 + 2x

x + 1
=

23 + 3 · 22 + 2 · 2
2 + 1

=
24

3
= 8.



3. 6.4. lim
x→1

x2 − 1

2x2 − x − 1
.



3. 6.4. lim
x→1

x2 − 1

2x2 − x − 1
.

RexeƬe.

lim
x→1

x2 − 1

2x2 − x − 1
= lim

x→1

(x − 1)(x + 1)

(x − 1)(2x + 1)
=



3. 6.4. lim
x→1

x2 − 1

2x2 − x − 1
.

RexeƬe.

lim
x→1

x2 − 1

2x2 − x − 1
= lim

x→1

(x − 1)/ (x + 1)

(x − 1)/ (2x + 1)
=

lim
x→1

x + 1

2x + 1
=

2

3
.



4. 6.4. lim
x→+∞

x + 2

2x + 1
.

RexeƬe 1.

lim
x→+∞

x + 2

2x + 1



4. 6.4. lim
x→+∞

x + 2

2x + 1
.

RexeƬe 1.

lim
x→+∞

x + 2

2x + 1
= lim

x→+∞

x · (1 + 2
x )

x · (2 + 1
x )



RexeƬe 1.

lim
x→+∞

x + 2

2x + 1
= lim

x→+∞

x/ · (1 + 2
x )

x/ · (2 + 1
x )

= lim
x→+∞

1 + 2
x

2 + 1
x



RexeƬe 1.

lim
x→+∞

x + 2

2x + 1
= lim

x→+∞

x/ · (1 + 2
x )

x/ · (2 + 1
x )

= lim
x→+∞

1 + 2
x

2 + 1
x

=
1 + 0

2 + 0
=

1

2
.

C

∞ → 0



RexeƬe 2.

lim
x→+∞

x + 2

2x + 1
= lim

x→+∞

x + 2

2x + 1
·

1
x
1
x



RexeƬe 2.

lim
x→+∞

x + 2

2x + 1
= lim

x→+∞

x + 2

2x + 1
·

1
x
1
x

= lim
x→+∞

x
x + 2

x
2x
x + 1

x

=

lim
x→+∞

1 + 2
x

2 + 1
x

=
1

2
.



5. lim
x→−∞

(

2x + 1

3x − 5

)3

.



5. lim
x→−∞

(

2x + 1

3x − 5

)3

.

RexeƬe.

lim
x→−∞

(

2x + 1

3x − 5

)3

= lim
x→−∞

(

x (2 + 1
x )

x (3 − 5
x )

)3



5. lim
x→−∞

(

2x + 1

3x − 5

)3

.

RexeƬe.

lim
x→−∞

(

2x + 1

3x − 5

)3

= lim
x→−∞

(

x/ (2 + 1
x )

x/ (3 − 5
x )

)3

=

lim
x→−∞

(

2 + 1
x

3 − 5
x

)3



5. lim
x→−∞

(

2x + 1

3x − 5

)3

.

RexeƬe.

lim
x→−∞

(

2x + 1

3x − 5

)3

= lim
x→−∞

(

x/ (2 + 1
x )

x/ (3 − 5
x )

)3

=

lim
x→−∞

(

2 + 1
x

3 − 5
x

)3

=

(

2

3

)3

=
8

27
.



6. 6.5. lim
x→0

√
1 + x − 1

x
.



6. 6.5. lim
x→0

√
1 + x − 1

x
.

RexeƬe 1. (a − b) · (a + b) = a2 − b2.



6. 6.5. lim
x→0

√
1 + x − 1

x
.

RexeƬe 1. (a − b) · (a + b) = a2 − b2.

lim
x→0

√
1 + x − 1

x
= lim

x→0

√
1 + x − 1

x
·
√

1 + x + 1√
1 + x + 1

=



6. 6.5. lim
x→0

√
1 + x − 1

x
.

RexeƬe 1. (a − b) · (a + b) = a2 − b2.

lim
x→0

√
1 + x − 1

x
= lim

x→0

√
1 + x − 1

x
·
√

1 + x + 1√
1 + x + 1

=

lim
x→0

(
√

1 + x)2 − 12

x(
√

1 + x + 1)
= lim

x→0

1 + x − 1

x(
√

1 + x + 1)
=



6. 6.5. lim
x→0

√
1 + x − 1

x
.

RexeƬe 1. (a − b) · (a + b) = a2 − b2.

lim
x→0

√
1 + x − 1

x
= lim

x→0

√
1 + x − 1

x
·
√

1 + x + 1√
1 + x + 1

=

lim
x→0

(
√

1 + x)2 − 12

x(
√

1 + x + 1)
= lim

x→0

1 + x − 1

x(
√

1 + x + 1)
=

lim
x→0

x/
x/(

√
1 + x + 1)

= lim
x→0

1√
1 + x + 1

=
1

2
.



6. 6.5. lim
x→0

√
1 + x − 1

x
.

RexeƬe 2.
√

1 + x = (1 + x)1/2, pa koristimo

tabliqni limes lim
x→0

(1 + x)α − 1

x
= α sa α = 1

2 :

lim
x→0

√
1 + x − 1

x
= lim

x→0

(1 + x)1/2 − 1

x
=

1

2
.



7. 6.6. lim
x→+∞

−3x3 + x + 1

3x3 + x2 + 1
i

lim
x→−∞

−3x3 + x + 1

3x3 + x2 + 1
.



7. 6.6. lim
x→+∞

−3x3 + x + 1

3x3 + x2 + 1
i

lim
x→−∞

−3x3 + x + 1

3x3 + x2 + 1
.

RexeƬe.

lim
x→+∞

−3x3 + x + 1

3x3 + x2 + 1
= lim

x→+∞

x3(−3 + 1
x2 + 1

x3 )

x3(3 + 1
x + 1

x3 )



7. 6.6. lim
x→+∞

−3x3 + x + 1

3x3 + x2 + 1
i

lim
x→−∞

−3x3 + x + 1

3x3 + x2 + 1
.

RexeƬe.

lim
x→+∞

−3x3 + x + 1

3x3 + x2 + 1
= lim

x→+∞

x3/ (−3 + 1
x2 + 1

x3 )

x3/ (3 + 1
x + 1

x3 )
=

lim
x→+∞

−3 + 1
x2 + 1

x3

3 + 1
x + 1

x3

= −1.



7. 6.6. lim
x→+∞

−3x3 + x + 1

3x3 + x2 + 1
i

lim
x→−∞

−3x3 + x + 1

3x3 + x2 + 1
.

RexeƬe.

lim
x→±∞

−3x3 + x + 1

3x3 + x2 + 1
= lim

x→±∞

x3/ (−3 + 1
x2 + 1

x3 )

x3/ (3 + 1
x + 1

x3 )
=

lim
x→±∞

−3 + 1
x2 + 1

x3

3 + 1
x + 1

x3

= −1.



7. 6.6. lim
x→+∞

−3x3 + x + 1

3x3 + x2 + 1
i

lim
x→−∞

−3x3 + x + 1

3x3 + x2 + 1
.

RexeƬe.

lim
x→±∞

−3x3 + x + 1

3x3 + x2 + 1
= lim

x→±∞

x3/ (−3 + 1
x2 + 1

x3 )

x3/ (3 + 1
x + 1

x3 )
=

lim
x→±∞

−3 + 1
x2 + 1

x3

3 + 1
x + 1

x3

= −1.

Napomena. ⇒ f(x) =
−3x3 + x + 1

3x3 + x2 + 1
ima

obostranu horizontalnu asimptotu y = −1.



8. 6.7. lim
x→+∞

√
x2 + 1

x
i lim

x→−∞

√
x2 + 1

x
.



8. 6.7. lim
x→+∞

√
x2 + 1

x
i lim

x→−∞

√
x2 + 1

x
.

RexeƬe.
√

x2 = |x| =

{

x, x > 0

−x, x < 0
.



8. 6.7. lim
x→+∞

√
x2 + 1

x
i lim

x→−∞

√
x2 + 1

x
.

RexeƬe.
√

x2 = |x| =

{

x, x > 0

−x, x < 0
.

x → +∞ (tad je x > 0) pa imamo
√

x2 = |x| = x,



8. 6.7. lim
x→+∞

√
x2 + 1

x
i lim

x→−∞

√
x2 + 1

x
.

RexeƬe.
√

x2 = |x| =

{

x, x > 0

−x, x < 0
.

x → +∞ (tad je x > 0) pa imamo
√

x2 = |x| = x,

lim
x→+∞

√
x2 + 1

x
= lim

x→+∞

√

x2(1 + 1
x2 )

x



8. 6.7. lim
x→+∞

√
x2 + 1

x
i lim

x→−∞

√
x2 + 1

x
.

RexeƬe.
√

x2 = |x| =

{

x, x > 0

−x, x < 0
.

x → +∞ (tad je x > 0) pa imamo
√

x2 = |x| = x,

lim
x→+∞

√
x2 + 1

x
= lim

x→+∞

√

x2(1 + 1
x2 )

x
=

lim
x→+∞

x/
√

1 + 1
x2

x/
= lim

x→+∞

√

1 + 1
x2

1
= 1



8. 6.7. lim
x→+∞

√
x2 + 1

x
i lim

x→−∞

√
x2 + 1

x
.

RexeƬe.
√

x2 = |x| =

{

x, x > 0

−x, x < 0
.

x → −∞ (tad je x < 0) imamo
√

x2 = |x| = −x,



8. 6.7. lim
x→+∞

√
x2 + 1

x
i lim

x→−∞

√
x2 + 1

x
.

RexeƬe.
√

x2 = |x| =

{

x, x > 0

−x, x < 0
.

x → −∞ (tad je x < 0) imamo
√

x2 = |x| = −x,

lim
x→−∞

√
x2 + 1

x
= lim

x→−∞

√

x2(1 + 1
x2 )

x



8. 6.7. lim
x→+∞

√
x2 + 1

x
i lim

x→−∞

√
x2 + 1

x
.

RexeƬe.
√

x2 = |x| =

{

x, x > 0

−x, x < 0
.

x → −∞ (tad je x < 0) imamo
√

x2 = |x| = −x,

lim
x→−∞

√
x2 + 1

x
= lim

x→−∞

√

x2(1 + 1
x2 )

x
=

lim
x→−∞

−x/
√

1 + 1
x2

x/
= lim

x→−∞

−
√

1 + 1
x2

1
= −1.



Napomena.

lim
x→+∞

√
x2 + 1

x
= 1 ⇒ f(x) =

√
x2 + 1

x
ima desnu horizontalnu asimptotu y = 1.



Napomena.

lim
x→+∞

√
x2 + 1

x
= 1 ⇒ f(x) =

√
x2 + 1

x
ima desnu horizontalnu asimptotu y = 1.

lim
x→−∞

√
x2 + 1

x
= −1 ⇒ f(x) =

√
x2 + 1

x
ima levu horizontalnu asimptotu y = −1.



9. 6.8. lim
x→+∞

x3/2(
√

x3 + 2 −
√

x3 − 2) .

Uputstva. Ideje iz prethodna 3 zadatka.
L = 2.



10. 6.9. lim
x→+∞

[

(x + 1)2/3 − (x − 1)2/3
]

.

Uputstva. (a − b) · (a2 + ab + b2) = a3 − b3.
L = 0.



11. 6.10. lim
x→0

sin ax

sin bx
, a, b ∈ R, b 6= 0.



11. 6.10. lim
x→0

sin ax

sin bx
, a, b ∈ R, b 6= 0.

RexeƬe.

lim
x→0

sin ax

sin bx
= lim

x→0

sin ax

ax
· 1

sin bx

bx

· ax

bx



11. 6.10. lim
x→0

sin ax

sin bx
, a, b ∈ R, b 6= 0.

RexeƬe.

lim
x→0

sin ax

sin bx
= lim

x→0

sin ax

ax
ր1

· 1

sin bx

bx
ց

1

· ax/
bx/

=
a

b
.



12. 6.11. lim
x→0

1 − cosx

x2
.



12. 6.11. lim
x→0

1 − cosx

x2
.

RexeƬe.

L = lim
x→0

1 − cosx

x2
= lim

x→0

1 − cosx

x2
· 1 + cos x

1 + cos x
=



12. 6.11. lim
x→0

1 − cosx

x2
.

RexeƬe.

L = lim
x→0

1 − cosx

x2
= lim

x→0

1 − cosx

x2
· 1 + cos x

1 + cos x
=

lim
x→0

1 − cos2 x

x2(1 + cos x)
= lim

x→0

sin2 x

x2(1 + cos x)
=



12. 6.11. lim
x→0

1 − cosx

x2
.

RexeƬe.

L = lim
x→0

1 − cosx

x2
= lim

x→0

1 − cosx

x2
· 1 + cos x

1 + cos x
=

lim
x→0

1 − cos2 x

x2(1 + cos x)
= lim

x→0

sin2 x

x2(1 + cos x)
=

lim
x→0

(

sinx

x

)2

· 1

1 + cos x



12. 6.11. lim
x→0

1 − cosx

x2
.

RexeƬe.

L = lim
x→0

1 − cosx

x2
= lim

x→0

1 − cosx

x2
· 1 + cos x

1 + cos x
=

lim
x→0

1 − cos2 x

x2(1 + cos x)
= lim

x→0

sin2 x

x2(1 + cos x)
=

lim
x→0

(

sinx

x
ց

1

)2

· 1

1 + cos x
= 12 · 1

1 + cos 0
=

1

2
.



13. 6.12. lim
x→+∞

(

3x + 2

3x − 4

)(x+1)/3

.
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2 , tj. lnL = ln e−

1
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ց
1
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2
·
(

sin x
2

x
2

)2ց
1

= 1 · −1

2
· 12 = −1

2
.

lnL = ln e−
1
2 ⇒ L = e−

1
2 =

1√
e

.
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x→0
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15. 6.14. lim
x→0

ln(cosx)
4
√

1 + x2 − 1
.

Uputstva. Koristimo ideje iz prethodnih
zadataka. L = −2.
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x→0

7x + 3x2

4x + x2
= lim

x→0

x/(7 + 3x)

x/(4 + x)
=

lim
x→0

7 + 3x

4 + x
=

7 + 0

4 + 0
=

7

4
.



17. 6.16. lim
x→0

(

ax + bx

2

)1/x

.



17. 6.16. lim
x→0

(

ax + bx

2

)1/x

.

Uputstva. Odrediti lnL. L =
√

ab.
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Napomena. ⇒ f(x) =
x2 + x − 5

3 − x

ima vertikalnu asimptotu x = 3.

Doma�i. Odrediti horizontalne i/ili

kose asimptote funkcije f(x) =
x2 + x − 5

3 − x
.

Rezultati.

lim
x→−∞

= +∞, lim
x→+∞

= −∞ ⇒ nema hor.as.

k = lim
x→±∞

f(x)

x
= −1, n = lim

x→±∞
f(x) − k · x = −4

⇒ y = −x − 4 je obostrana kosa as.



19. I kol. 2017-8.

Data je funkcija

f(x) =

√
x2 + x + 1

x − 3
.

a) Izraqunati lim
x→−∞

f(x),

lim
x→−1

f(x), lim
x→3−

f(x) i lim
x→+∞

f(x).

b) Koji zakƩuqak (po pitaƬu asimptota)
dobijamo na osnovu ovih limesa?



19. I kol. 2017-8.

Data je funkcija

f(x) =

√
x2 + x + 1

x − 3
.

a) Izraqunati lim
x→−∞

f(x),

lim
x→−1

f(x), lim
x→3−

f(x) i lim
x→+∞

f(x).

b) Koji zakƩuqak (po pitaƬu asimptota)
dobijamo na osnovu ovih limesa?

ZA DOMA�I!



KRAJ QASA


