
Verovatno�a
(klasiqna i uslovna)
pripremio dr Vladimir Balti�

U matematiqkoj teoriji verovatno�e, elementaran ishod (elementaran doga�aj) se uzima kao osnovni pojam.
Mi �emo ga shvatati kao ishod koji se ne mo�e razlo�iti na prostije ishode. Kao rezultat opita mo�e se
pojaviti samo jedan od elementarnih ishoda. Elementarne doga�aje �emo oznaqavati sa e, e1, e2,... Skup
svih mogu�ih elementarnih doga�aja nekog opita �emo oznaqavati sa Ω. Svaki podskup A skupa Ω, A ⊆ Ω,
je sluqajan doga�aj. Sluqajni doga�aj A se ostvario (realizovao) ako je rezultat eksperimenta jedan od
elementarnih ishoda koji pripa�u doga�aju A. Neka je Ω konaqan skup, tj. |Ω| = n ∈ N, gde je |Ω| oznaka za
broj elemenata skupa Ω. Tada je verovatno�a doga�aja A (|A| = m), za koju se koriste oznake P (A) i p (A),
data formulom

p (A) =
|A|
|Ω| =

m

n
.

Elementarni ishodi su jednoelementni podskupovi skupa Ω te su i oni sluqajni doga�aji i verovatno�a
svakog ǌih je jednaka p = 1/n. Sluqajan doga�aj A = Ω je siguran doga�aj i ǌegova verovatno�a je p (Ω) = 1.
Prazan podskup ∅ skupa Ω je nemogu� doga�aj i p (∅) = 0. Verovatno�a p (A) proizvoǉnog doga�aja A je broj
za koji va�i

0 6 p (A) 6 1.

Suprotan doga�aj S doga�aja A je doga�aj koji se ostvaruje ako i samo ako se doga�aj A ne ostvaruje i
pixemo S = Ac ili S = A . Va�i S = Ω \A, a za verovatno�e

p (A ) = 1− p (A).

Presek doga�aja A i B je sluqajan doga�aj C koji se realizuje ako i samo ako se realiziju i A i B i
pixemo C = A ∩B ili C = AB. Ako je presek doga�aja A i B nemogu� doga�aj (A ∩B = ∅) tada ka�emo da su
doga�aji A i B disjunktni. Unija doga�aja A i B je sluqajan doga�aj D koji se realizuje ako i samo ako se
realizuje bar jedan od elemenata iz A ili B i pixemo D = A ∪B. Za verovatno�u unije va�i

p (A ∪B) = p (A) + p (B)− p (AB).

Ako su doga�aji A i doga�aji A i B disjunktni tada umesto A ∪B pixemo A + B

p (A + B) = p (A) + p (B).

Primer 1. Koja je verovatno�a da se bacaǌem dve kocke dobije da je suma dobijenih brojeva jednaka 7?

Rexeǌe. Predstavimo svaki ishod bacaǌa dve kocke sa ure�enim parom (i, j), gde je i broj dobijen ba-
caǌem prve kocke, a j druge kocke. Prema principu proizvoda postoji ukupno 36 mogu�nih ishoda, i to
(1, 1), (1, 2), . . . , (6, 6); oni su, u sluqaju pravilnih kocki, jednako verovatni. Na Slici 1 su predstavǉeni svi
elementarni ishodi, a zaokru�eni su oni kod kojih je zbir jednak 7.

(1, 1) (1, 2) (1, 3) (1, 4) (1, 5) (1,6)

(2, 1) (2, 2) (2, 3) (2, 4) (2,5) (2, 6)

(3, 1) (3, 2) (3, 3) (3,4) (3, 5) (3, 6)

(4, 1) (4, 2) (4,3) (4, 4) (4, 5) (4, 6)

(5, 1) (5,2) (5, 3) (5, 4) (5, 5) (5, 6)

(6,1) (6, 2) (6, 3) (6, 4) (6, 5) (6, 6)

Slika 1: Svi elementarni i povoǉni ishodi.

Povoǉni ishodi su (1, 6), (2, 5), (3, 4), (4, 3), (5, 2) i (6, 1); dakle ima ih ukupno 6. Stoga je tra�ena verovarno�a
jednaka 6

36 = 1
6 .
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Primer 2. Generisan je niz od n bitova na sluqajan naqin. Kolika je verovatno�a da je bar jedan od bitova
jednak 1?

Rexeǌe. Neka je A doga�aj da je bar jedan od bitova jednak 0. Posmatrajmo komplementarni doga�aj doga�aja
A, to jest doga�aj A za koji su svi bitovi jednaki 0. Tada je

P (A) = 1− P (A ) = 1− 1
2n

.

Verovatno�a doga�aja A se mo�e dobiti slede�im rezonovaǌem: niz od n bitova se mo�e shvatiti kao jedan
od 2n brojeva (0, 1, . . . , 2n−1) reprezentovanih u binarnom sistemu sa n cifara. Doga�aj A odgovara izboru
broja 0. Kako je izbor svakog broja jednako verovatan, zakǉuqak neposredno sledi.

Slede�i problem predstavǉa paradigmu probabilistiqkog rezonovaǌa. Postavio ga je kavaǉer de Mer
(fra. Chevalier de Meére), quveni kockar i bonvivan, a rexili su ga Blez Paskal i Pjer Ferma.

Primer 3. Problem kavaǉera de Mera. Xta je verovatnije, da se xestica pojavi kada se jedna kocka
baca 4 puta, ili da se pojave dve xestice kada se par kocki baca 24 puta?

Rexeǌe. Opet �emo koristiti verovatno�e komplementarnih doga�aja. Verovatno�a prvog doga�aja je
1− ( 5

6 )4 ≈ 51.77%, dok je verovatno�a drugog doga�aja 1− ( 35
36 )4 ≈ 49.14%. Verovatno�a prvog doga�aja je ve�a.

Stoga bi se trebalo kladiti na prvu varijantu1.

Naredni primer, interpretiran kao Zagonetka tri kutije (izvorno eng. Monty Hall problem), pobudio je
nedavno veliku pa�ǌu.

Primer 4. Zagonetka tri kutije. U TV igri date su tri kutije, dve prazne i jedna puna novca. Uqesnik
TV igre bira jednu od kutiju, i ako izabere onu sa novcem dobija, kao nagradu, sav novac. Me�utim, pre
nego xto je otvori, voditeǉ igre, koji zna u kojoj kutiji je novac, otvara jednu od preostale dve kutije, i to
onu koja je prazna (ili bilo koju ako su obe prazne). Potom nudi uqesniku u igri da, ako �eli, promeni svoj
izbor. Sada se postavǉa pitaǌe koju strategiju koristiti? Da li izabrati neku drugu kutiju, ili nixta
ne meǌati?

Rexeǌe. Verovato�a dobitka (pre nastupa voditeǉa sa ǌegovom ponudom) je 1/3, poxto mo�emo smatrati
da su sve kutije podjednako verovatne. Ako ne meǌamo izabranu kutiju, tada �e odgovaraju�a verovatno�a
ostati nepromeǌena.

Xta ako meǌamo izabranu kutiju? Tada u dva sluqaja (to jest kada izaberemo praznu kutiju u prvobitnom
izboru) dobijamo nagradu. Naime, poxto je izabrana kutija prazna, a tako�e i ona koju je voditeǉ otvorio,
novac �e biti u tre�oj kutiji, i stoga promenom dobijamo nagradu. U posledǌem sluqaju (to jest kada
izaberemo kutiju sa novcem) ostajemo bez nagrade. Stoga je verovatno�a dobitka jednaka 2/3.

Konaqan zakǉuqak je da u Zagonetki 3 kutije uvek treba meǌati izabranu kutiju jer se time verovatno�a
dobitka duplira.

Napomena. Ovaj primer se mo�e rexiti i pomo�u uslovnih verovatno�a, xto je materija koja sledi.

Uslovna verovatno�a

Neka sluqajni doga�aj B ima pozitivnu verovatno�u (tj. p (B) 6= 0) i neka je A sluqajni doga�aj iz istog
skupa ishoda, Ω. Tada uslovna verovatno�a doga�aja A u odnosu na doga�aj B (u oznaci p (A|B) ili pB(A)) je
verovatno�a da se realizuje doga�aj A pod uslovom da znamo da se realizuje B i tada va�i

p (A|B) =
p (AB)
p (B)

.

Najva�nije osobine uslovne verovatno�e su: 0 6 p (A|B) 6 1, p (Ac|B) = 1− p (A|B) i p (AB) = p (B) · p (A|B).
Ako su doga�aji A i B nezavisni onda je p (A|B) = p (A), pa je p (AB) = p (A) · p (B), xto povlaqi da va�i

p (AB) = p (A) + p (B)− p (A) p (B).

Primer 5. Niz bitova du�ine 4 generisan je na sluqajan naqin tako da je svaka od 16 mogu�nosti jednako
verovatna. Kolika je verovatno�a da niz sadr�i najmaǌe dve uzastopne 0, ako se zna da je prvi bit 0?

Rexeǌe. Neka je A doga�aj da niz bita du�ine 4 sadr�i bar dve uzastopne 0, a B doga�aj da je prvi bit u
nizu (du�ine 4) jednak 0. Tada je

P (A | B) =
P (AB)
P (B)

.

1 To je i jedan od razloga zaxto je kavaǉer de Mer bankrotirao.
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Kako je AB = {0000, 0001, 0010, 0011, 0100}, sledi da je P (AB) = 5/16. Kako ima taqno 8 nizova du�ine 3 koji
poqiǌu sa bitom 0, sledi da je P (B) = 8/16 = 1/2. Odavde je P (AB) = 5/8.

Formula totalne verovatno�e. Verovatno�a doga�aja A, koji mo�e da se realizuje pri bilo kojoj od n
disjunktnih hipoteza H1,H2, . . . ,Hn, koje qine potpuni sistem hipoteza (tj. za koje je H1 + H2 + · · · + Hn = Ω,
odnosno Hi ∩ Hj = ∅ za i 6= j i H1 ∪ H2 ∪ · · · ∪ Hn = Ω – ka�emo da je ovo razbijaǌe skupa Ω na skupove
H1,H2, . . . , Hn) je

p (A) =
n∑

j=1

p (Hj) · p (A|Hj).

Primer 6. Posmatrajmo tri kutije sa po 10 proizvoda, pri qemu u prvoj ima 4, u drugoj 3 a u tre�oj 5
neispravnih proizvoda. Iz jedne kutije se uzimaju tri proizvoda. Kolika je verovatno�a da je me�u ta 3
proizvoda k neispravnih?

Rexeǌe. Neka K1, K2 i K3 oznaqavaju doga�aje da su proizvodi izvuqeni redom iz prve, druge i tre�e
kutije. Oznaqimo sa Nk doga�aj da je k proizvoda neispravno. Tada je

Nk = K1 ·Nk + K2 ·Nk + K3 ·Nk.

Naime doga�aj Nk mo�e nastupiti kao rezultat nastupaǌa doga�aja Ki (za i = 1, 2, 3). Na osnovu Formule
totalne verovatno�e dobijamo da je

P (Nk) = P (K1)P (Nk | K1) + P (K2)P (Nk | K2) + P (K3)P (Nk | K3).

Odavde, na primer za k = 2, imamo

P (N2) =
1
3
·
(
4
2

)(
6
1

)
(
10
3

) +
1
3
·
(
3
2

)(
7
1

)
(
10
3

) +
1
3
·
(
5
2

)(
5
1

)
(
10
3

) =
107
360

≈ 29.72%.

Bajesova formula daje verovatno�u da ako je nastupio doga�aj A da se to desilo pod hipotezom Hk:

p (Hk|A) =
p (HkA)
p (A)

=
p (Hk) · p (A|Hk)

p (A)
,

gde se imenilac p (A) izraqunava po formuli totalne verovatno�e.

Na primer, u Primeru 6, ako je nastupio doga�aj Nk, mogli smo se zapitati koja je verovatno�a da se
realizovala i-ta hipoteza, tj. da je izvlaqeǌe tri proizvoda obavǉeno iz i-te kutije? Tada je

P (Ki | Nk) =
P (Ki)P (Nk | Ki)

P (K1)P (Nk | K1) + P (K2)P (Nk | K2) + P (K3)P (Nk | K3)
.

Primer 7. Imamo sto sa 4 fioke koje redom sadr�e 3 zlatna, 2 zlatna i 1 srebrn, 1 zlatan i 2 srebrna,
3 srebrena novqi�a. Bira se jedna fioka, uzima jedan novqi� i konstatuje se da je on zlatan. Koja je
verovatno�a da je on uzet iz i-te fioke?
Rexeǌe 1 . Neka je Fi doga�aj da je izabrana i-ta fioka, a Z da je izvuqeni nov�i� zlatan. Nas interesuje
uslovna verovatno�a P (Fi | Z). Primenom Bajesove formule imamo

P (Fi | Z) =
P (Fi)P (Z | Fi)

P (F1)P (Z | F1) + P (F2)P (Z | F2) + P (F3)P (Z | F3) + P (F4)P (Z | F4)
.

S obzirom da su sve fioke jednako verovatne (dakle P (Fi) = 1
4) dobijamo da je

P (Fi | Z) =
P (Z | Fi)

P (Z | F1) + P (Z | F2) + P (Z | F3) + P (Z | F4)
.

Odavde za i = 1 dobijamo da je P (Z | F1) =
3
3

3
3+ 2

3+ 1
3+ 0

3
= 1

2 .

Za i = 2 je P (Z | F2) =
2
3

3
3+ 2

3+ 1
3+ 0

3
= 1

3 . Za i = 3 je P (Z | F3) =
1
3

3
3+ 2

3+ 1
3+ 0

3
= 1

6 .

Za i = 4 je P (Z | F4) =
0
3

3
3+ 2

3+ 1
3+ 0

3
= 0.
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Rexeǌe 2 . U ovom primeru do rezultata mo�emo do�i samo zdravo-razumskim rasu�ivaǌem i primenom
klasiqne definicije verovatno�e.

Kako ukupno imamo 3 + 2 + 1 + 0 = 6 zlatnih novqi�a, to je verovatno�a da je izabrani novqi� jedan od 3
zlatna novqi�a iz prve fioke jednaka

P (Z | F1) = 3
6 = 1

2 .

Sliqno dobijamo i P (Z | F2) = 2
6 = 1

3 , P (Z | F1) = 1
6 i P (Z | F1) = 0

6 = 0.
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Zadaci

1. Novqi� se baca tri puta i registruje se niz u kome se pojavǉuju ”pismo” i ”grb”. Odrediti Ω.

2. Novqi� se baca tri puta i registruje se broj koliko puta se pojavi ”pismo”. Odrediti Ω, kao i verovatno�u
svih mogu�ih ishoda.

3. Kocka za igru baca se tri puta. Na�i verovatno�u da se u tre�em bacaǌu dobije broj 4.

4. Kolika je verovatno�a da �e dve baqene kocke pokazati brojeve qiji je zbir 8?

5. Baqene su dve kocke. Kolika je verovatno�a da je zbir brojeva koji su pali 64?

6. Baca se kocka za igru. Doga�aj A je da je pao paran broj, a doga�aj B da je pao broj deǉiv sa 3. Odrediti
verovatno�e p (A),p (B),p (AB), p (A ∪B).

7. U jednom odeleǌu ima trideset uqenika. Nijedan od ǌih nije ro�en prestupne godine. Kolika je verovat-
no�a da ne postoje dva uqenika koji ro�endan slave istog dana?

8. Sedam rasejanih profesora je ixlo na neko predavaǌe. U garderobi su ostavili svoje xexire. Nakon
predavaǌa svako od ǌih je uzeo prvi xexir koji mu je bio pod rukom. Kolika je verovatno�a da:
a) svako uzme svoj xexir; b) taqno xest profesora uzme svoj xexir?

9. U jednoj kutiji se nalazi 5 crvenih i 5 belih kuglica, a u drugoj 8 crvenih i 2 bele. Ne zna se koja je od
te dve kutije prva, a koja druga. Student iz prve kutije izvlaqi belu kuglicu i prebacuje je u drugu kutiju.
Zatim student iz druge kutije izvlaqi belu kuglicu i prebacuje je u prvu kutiju. Na kraju, student ponovo
izvlaqi kuglicu iz prve kutije. Ukoliko je ta kuglica bela, kolika je verovatno�a da je ta kutija na poqetku
imala po 5 belih i 5 crvenih kuglica?

10. Jednu kocku smo obojili, a zatim je isekli na maǌe me�usobno jednake kockice tri puta kra�ih ivica od
polazne. Sluqajno biramo jednu od dobijenih kockica i bacamo je. Odrediti verovatno�u doga�aja A da je
baqena kockica pala na obojenu stranu.

11. U kutiji se nalaze dve kocke. Jednoj su tri poǉa oznaqena brojem 1 i tri preostala poǉa brojem 2, dok
su drugoj dva poǉa oznaqena brojem 1, a preostala qetiri poǉa brojem 2. Sluqajno izvlaqimo jednu kocku i
bacamo je. Pojavio se broj 1. Koja je verovatno�a da smo izvukli prvu kocku?

12. Da bi pronaxao jednu kǌigu, student ima nameru da obi�e tri biblioteke. Za svaku od biblioteka je
jednako verovatno da nema, odnosno da ima tu kǌigu u svom kǌi�nom fondu, a tako�e, ako biblioteka ima
kǌigu, verovatno�a da je ta kǌiga slobodna jednaka je verovatno�i da je ista zauzeta. Kolika je verovatno�a
da �e student dobiti tra�enu kǌigu?

13. Iz kutije u kojoj se nalazi 6 crvenih i 8 plavih kuglica na sluqajan naqin izvlaqimo 3 kuglice odjednom.
Kolike su verovatno�e doga�aja: A – da izvuqemo sve 3 kuglice iste boje i B – da izvuqemo 3 kuglice plave
boje?

14. Iz kutije u kojoj se nalazi 7 crvenih i 9 plavih kuglica na sluqajan naqin izvlaqimo 4 kuglice odjednom.
Kolike su verovatno�e doga�aja: A – da izvuqemo sve 4 kuglice iste boje i B – da izvuqemo bar 2 kuglice
plave boje?

15. U prvoj kutiji je 5 belih i 10 crvenih, a u drugoj 3 bele i 7 crvenih kuglica. Iz druge kutije smo u
prvu prebacili jednu kuglicu, a zatim smo iz prve kutije izvukli jednu kuglicu. Koja je verovatno�a da smo
izvukli belu kuglicu?

16. U kutiji se nalazi 30 belih i 10 crvenih kuglica.

a) Izvlaqimo 4 kuglice iz kutije, jednu za drugom, tako xto svaki put ponovo vratimo izvuqenu kuglicu u
kutiju, da bi izvlaqeǌe ponovili iz kutije sa poqetnim brojem kuglica;

b) izvlaqimo 4 kuglice iz kutije odjednom.

Na�i verovatno�u da �e od 4 izvuqene kuglice 2 biti bele i 2 crvene.

17. Iz kutije u kojoj se nalazi 8 belih i 9 crvenih kuglica izvlaqimo 2 kuglice. Odrediti verovatno�u
doga�aja A da, izvlaqe�i kuglice odjednom, izvuqemo 2 bele kuglice; doga�aja B da, izvlaqe�i kuglice
odjednom, izvuqemo 2 kuglice razliqitih boja; kao i doga�aja C da, izvlaqe�i kuglice jednu za drugom, bez
vra�aǌa, izvuqemo drugu kuglicu bele boje.
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18. Iz kutije u kojoj se nalazi 7 belih, 8 crvenih i 9 zelenih kuglica izvuqene su odjednom 2 kuglice.
Ispostavilo se da su te 2 kuglice razliqitih boja. Na�i verovatno�u doga�aja A da je jedna od ǌih bela i
jedna crvena i doga�aja B da je jedna od ǌih bela.

19. Iz kutije u kojoj se nalazi 8 belih i 9 crvenih kuglica jedna kuglica je izgubǉena. Da bismo, na osnovu
eksperimenta, izveli zakǉuqak o boji izgubǉene kuglice, izvukli smo sluqajno odjednom 3 kuglice, i to 1
belu i 2 crvene. Na�i verovatno�u doga�aja B da je izgubǉena kuglica bele boje i doga�aja C da je izgubǉena
kuglica crvene boje.

20. Iz kutije u kojoj se nalaze 4 bele, 6 plavih i 8 zelenih kuglica, sluqajno izvlaqimo 3 kuglice. Odrediti
verovatno�u doga�aja A – da izvuqemo sve 3 kuglice iste boje i B – da izvuqemo 3 kuglice razliqitih boja.

21. Iz kutije u kojoj se nalazi 6 crvenih i 8 plavih kuglica na sluqajan naqin izvlaqimo 4 kuglice

a) odjednom;
b) jednu za drugom sa vra�aǌem.

Kolike su verovatno�e doga�aja: A – da izvuqemo sve 4 kuglice iste boje i B – da izvuqemo bar 2 kuglice
plave boje?

22. U prvoj kutiji ima b – belih i c crvenih, a u drugoj x – belih i y – crvenih kuglica.
a) Iz prve kutije prebacujemo jednu kuglicu u drugu kutiju, ne obra�aju�i pa�ǌu na ǌenu boju. Nakon toga,
iz druge kutije izvlaqimo jednu kuglicu. Kolika je verovatno�a doga�aja A da je izvuqena kuglica bele boje?
b) Pretpostavǉaju�i da je b>3 i c>3, iz prve kutije prebacujemo tri kuglice u drugu kutiju, ne obra�aju�i
pa�ǌu na ǌihove boje. Posle toga, iz druge kutije izvlaqimo jednu kuglicu. Kolika je verovatno�a doga�aja
B da je izvuqena kuglica bele boje?

23. U prvoj kutiji ima b belih i c crvenih kuglica, u drugoj x belih i y crvenih, dok se u tre�oj kutiji
nalaze samo bele kuglice. Sluqajno odabiramo kutiju i iz ǌe sluqajno izvlaqimo jednu kuglicu i to bele
boje. Koja je verovatno�a da smo kuglicu izvukli iz prve, druge, odnosno tre�e kutije?

24. Bacaju se dva novqi�a qetiri puta.

a) Odrediti verovatno�u doga�aja da u sva qetiri bacaǌa padne ista strana na oba novqi�a.

b) Odrediti verovatno�u doga�aja da u sva qetiri bacaǌa na novqi�ima padne razliqita strana.

v) Odrediti verovatno�u doga�aja da u jednom bacaǌu na novqi�ima padnu iste, a u preostala tri bacaǌa
razliqite strane.

25. U ruletu, u jednoj igri, kuglica se mo�e zaustaviti na jednom od poǉa oznaqenim brojevima od 0 do 36.
Posmatramo rezultat 13 odre�enih igara. Kolika je verovatno�a sluqajnog doga�aja da da se u posmatranim
igrama kuglica zaustavi:

A – redom na svakom od brojeva od 1 do 13 po jednom;

B – na svakom od brojeva od 1 do 13 po jednom;

C – svaki put na istom broju;

D – svaki put na broju 3?
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Rezultati i rexeǌa

1. Ω = {PPP,PPG,PGP,PGG,GPP,GPG,GGP,GGG}. Verovatno�a svih elementarnih doga�aja je
1
8
.

2. Ω je isto kao i u prethodnom primeru. Skup svih ishoda je {0, 1, 2, 3} (treba razlikovati ova dva skupa!).

p (0) = p (3) =
1
8
, a p (1) = p (2) =

3
8
.

3.
1
6
. 4.

5
36

. 5.
1
6
. 6. p (A) =

3
6

=
1
2
, p (B) =

2
6

=
1
3
, p (AB) =

1
6
, p (A ∪B) =

4
6

=
2
3
.

7. Oznaqimo sa A doga�aj da ne postoje dva uqenika koji slave ro�endan istog dana. Tada je tra�ena verovat-

no�a p (A) =
365
365

· 364
365

· 363
365

· . . . · 365
337

· 336
365

≈ 0.2936837573 ≈ 29.4%.

Napomena. Za 50 uqenika je p (A) ≈ 0.02962642042 ≈ 3%, a p (A ) ≈ 97%.

8. a) p (A) =
1
7!

=
1

5040
≈ 0.02%. b) To je nemogu� doga�aj pa je p (B) = 0. 9.

2
7
.

10. Ukupan broj maǌih kocki �e biti 27, od kojih ǌih 8 ima obojene po tri strane (to su one kockice u
uglu velike kocke), ǌih 12 ima obojene po dve strane (to su one kockice na ivicama velike kocke), ǌih 6 ima
obojenu po jednu stranu (to su one kockice u sredixtu strana velike kocke), a jedna kocka je neobojena (to je
ona kockice koja se nalazi u samom centru velike kocke). Oznaqimo sa H3, H2, H1 i H0, redom, doga�aje da
smo odabrali i bacili kocku sa 3, 2, 1 i 0 obojenih strana. Ovi doga�aji qine jedan potpun sistem doga�aja,
pa po formuli potpune verovatno�e imamo:

P (A) = P (A | H3) ·P (H3)+P (A | H2) ·P (H2)+P (A | H1) ·P (H1)+P (A | H0) ·P (H0) =
1
2
· 8
27

+
1
3
· 12
27

+
1
6
· 6
27

+
0
6
· 1
27

=
1
3
.

Napomena. Primetimo da smo ovaj zadatak mogli rexiti i neposredno: ukupan broj mogu�ih doga�aja
predstavǉa ukupan broj stranica nastalih kocki: 27 ·6, dok broj povoǉnih doga�aja predstavǉa broj obojenih
stranica: 9 · 6.
11. Oznaqimo sa A i B, redom, doga�aj da smo izvukli prvu, odnosno drugu kocku, i sa C doga�aj pojavǉivaǌa
broja 1 pri bacaǌu (bilo koje) izvuqene kocke. Bi�e: P (A) = P (B) = 1

2 , P (C | A) = 1
2 i P (C | B) = 1

3 , odakle,
po Bajesovoj formuli dobijamo:

P (A | C) =
P (A) · P (C | A)

P (A) · P (C | A) + P (B) · P (C | B)
=

3
5

Sliqno bi bilo i: P (B|C) = 2
5 , ili preko P (B | C) = P (A | C) = 1− P (A | C) = 1− 3

5 = 2
5 .

12. Oznaqimo sa Ai (i = 1, 2, 3) doga�aj da i–ta biblioteka ima tra�enu kǌigu u svom kǌi�nom fondu i sa Bi

doga�aj da je u i–toj biblioteci kǌiga slobodna, xto, naravno, podrazumeva i qiǌenicu da i–ta biblioteka
ve� ima tra�enu kǌigu u svom kǌi�nom fondu, pa je, svakako, P (Bi) = P (Bi | Ai), xto znaqi da su doga�aji
Ai i Bi me�usobno nezavisni. Dakle, imamo: P (Ai) = P (Bi) = 1

2 (i = 1, 2, 3).
Oznaqimo sa B doga�aj da student nije dobio kǌigu ni u jednoj biblioteci. Ima�emo da je doga�aj B

bax jednak: B = (A1 + A1B1)(A2 + A2B2)(A3 + A3B3), xto predstavǉa presek me�usobno nezavisnih doga�aja,
pa sledi:

P (B) = P (A1 + A1B1)P (A2 + A2B2)P (A3 + A3B3) =
(

3
4

)3 = 27
64

odakle nalazimo tra�enu verovatno�u: P (B) = 1− P (B) = 1− 27
64 = 37

64 .

13. Neka je C doga�aj da su izvuqene 3 crvene kuglice. Tada je p (B) =

(
8
3

)
(
14
3

) =
2
13

, p (C) =

(
6
3

)
(
14
3

) =
5
91

, a odatle

dobijamo p (A) = p (B ∪ C) = p (B) + p (C) =

(
8
3

)
+

(
6
3

)
(
14
3

) =
19
91

.

14. Oznaqimo sa Ac doga�aj da su izvuqene 4 crvene kuglice, a sa Ap doga�aj da su izvuqene 4 plave kuglice.

Na sliqan naqin kao u prethodnom primeru dobijamo p (A) = p (A) = p (Ac) + p (Ap) =

(
7
4

)
(
16
4

) +

(
9
4

)
(
16
4

) =
23
260

.

Oznaqimo sa Bi (i = 0, 1, 2, 3, 4) doga�aj da je izvuqeno i plavih kuglica (i 4 − i crvenih kuglica). Tada je

p (B) = p (B) = p (B2) + p (B3) + p (B4) =

(
7
2

)(
9
2

)
(
16
4

) +

(
7
1

)(
9
3

)
(
16
4

) +

(
9
4

)
(
16
4

) =
21
26

.
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Napomena. Na drugi naqin do ovog rezultata mo�emo do�i preko komplementarnog doga�aja:

p (B) = 1− p (B ) = 1− (
p (B0) + p (B1)

)
= 1−

( (
7
4

)
(
16
4

) +

(
7
3

)(
9
1

)
(
16
4

)
)

=
21
26

.

15. Oznaqimo sa B doga�aj da je izvuqena bela kuglica (iz I kutije nakon prebacivaǌa), sa HB doga�aj da je
iz II kutije prebaqena bela kuglica, a sa HC da je prebaqena crvena.

Tada imamo p (HB) =
3
10

(od 10 kuglica iz II kutije 3 su bele) i p (B|HB) =
6
16

(jer kad prebacimo kuglicu

u I kutiju imamo 6 belih i 10 crvenih kuglica). Sliqno dobijamo i p (HC) =
7
10

i p (B|HC) =
5
16

. Kada ovo
ubacimo u formulu totalne

p (B) = p (HB) p (B|HB) + p (HC) p (B|HC) =
3
10
· 6
16

+
7
10
· 5
16

=
53
160

.

16. a) Verovatno�a izvlaqeǌa bele kuglice je
30
40

=
3
4
, a crvene je

10
40

=
1
4
. Stoga je tra�ena verovatno�a da

�e od qetiri izvuqene kuglice dve biti bele i dve crvene jednaka
(
4
2

) · ( 3
4

)2 · ( 1
4

)2 = 27
128 = 0.2109375.

b)
(
30
2

) · (10
2

)
(
40
4

) =
3915
18278

≈ 0.2141919247.

17. p (A) =

(
8
2

)
(
17
2

) =
7
34

. p (B) =

(
8
1

) · (9
1

)
(
17
2

) =
9
17

. p (C) =

(
8
1

) · (7
1

)
+

(
9
1

) · (8
1

)
(
17
1

) · (16
1

) =
8
17

.

18. p (A) =

(
7
1

) · (8
1

)
(
7
1

) · (8
1

)
+

(
7
1

) · (9
1

)
+

(
8
1

) · (9
1

) =
56
191

. p (B) =

(
7
1

) · (8
1

)
+

(
7
1

) · (9
1

)
(
7
1

) · (8
1

)
+

(
7
1

) · (9
1

)
+

(
8
1

) · (9
1

) =
119
191

.

19. Oznaqimo sa b = 8 i c = 9 broj kuglica bele, odnosno crvene boje, a sa B i C, redom, doga�aje da je
izgubǉena kuglica bele, odnosno crvene boje, a sa A oznaqimo rezultat naxeg eksperimenta. Prema formuli
totalne verovatno�e imamo:

P (A) = P (B) · P (A | B) + P (C) · P (A | C) =
b

b + c
·
(
b−1
1

)(
c
2

)
(
b+c−1

3

) +
c

b + c
·
(

b
1

)(
c−1
2

)
(
b+c−1

3

) =
36
85

.

Odakle dobijamo na osnovu Bajesove formule: P (B | A) = P (B)P (A|B)
P (A) = 1

2 .

Kako je C = B ⇒ p (C|A) = 1
2 .

20. p (A) =

(
4
3

)
+

(
6
3

)
+

(
8
3

)
(
18
3

) =
4 + 20 + 56

816
=

5
51

. p (B) =

(
4
1

) · (6
1

) · (8
1

)
(
18
3

) =
4 · 6 · 8

816
=

4
17

.

22. a) Neka je B pretpostavka da je iz prve kutije u drugu prebaqena bela kuglica, a C — da je to bila
crvena kuglica. Bi�e: P (B) = b

b+c , P (C) = c
b+c , P (A | B) = x+1

x+y+1 i P (A | C) = x
x+y+1 , pa je na osnovu formule

totalne verovatno�e:

P (A) = P (B) · P (A | B) + P (C) · P (A | C) =
b

b + c
· x + 1
x + y + 1

+
c

b + c
· x

x + y + 1
.

b) Razmatramo slede�e dve pretpostavke: B — iz druge kutije smo izvukli kuglicu koja se prvobitno nalazila
u prvoj kutiji, i C — iz druge kutije smo izvukli kuglicu koja se i prvobitno nalazila u drugoj kutiji. Tada
P (B) = 3

x+y+3 , P (C) = x+y
x+y+3 , P (A | B) = b

b+c i P (A | C) = x
x+y , pa je na osnovu formule totalne verovatno�e:

P (A) = P (B) · P (A | B) + P (C) · P (A | C) =
3

x + y + 3
· b

b + c
+

x + y

x + y + 3
· x

x + y
.
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