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• Diskretni analitički signal
• Diskretni Hilbertov transformator
• Digitalne banke filtara
• QMF  banke
• Višestepene filtarske banke
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Diskretni analitički signal
• Diskretni realni signal ima simetričan amplitudski spektar u odnosu na učestanost 0
• Diskretni analitički signal nema simetričan spektar; sve spektralne komponente imaju vrednost nula na negativnim učestanostima
• U vremenskom domenu, odbirci analitičkog signala imaju kompleksnevrednosti (ne mogu da budu samo realni)
• Primena u digitalnim komunikacionim sistemima (SSB u FDM sistemima)

Procesiranje signala
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Spektar analitičkog signala (1)
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Spektar analitičkog signala (2)
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Spektar analitičkog signala (3)
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Spektar analitičkog signala (4)
H je filtar kroz koji treba 
da se propusti signal u
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Spektar analitičkog signala (5)

G je halfband filtar
Filtar propusnik niskih 
učestanosti do 1/2 opsega
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Hilbertov transformator

Imaginardni deo û
analitičkog 
signala u+j û
čiji je realni deo u; 
signal û je realan

Realni signali u

Realni deo 
analitičkog signala čiji 
je realni deo u

Sistem HHT generiše  
imaginarni deo 
analitičkog signala 
za poznati realni deo 
analitičkog signala
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Diskretni Hilbertov transformator
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Idealni Hilbertov transformator


 

 0)(
0)()(ˆ 




j
jj

ejU
ejUeU 

 
 0)(

0)()(ˆ 



j
jj

ejU
ejUeU





 0

0)(HT 


j
jeH j





 0

0)(HT 


j
jeH j

Realni signali u kada 
se propusti kroz 
sistem HHT dobija se 
imaginarni deo 
signala, û

1)(HT jeH 1)(HT jeH Sistem HHT se naziva i 
90-degree phase shifter

Procesiranje signala



12

Hilbertov transformator (HT)
i Half-band filter (HBF)

• Idealni Hilbertov transformator 
ne može da se realizuje

• Hilbertov transformator može da se 
realizuje kao half-band filter

• FIR half-band filter
• IIR half-band filter

Procesiranje signala
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Relacije HT-HBF
• HT se dobija kada se frekvencijska karakteristika HBF pomeri za π/2 i skalira sa faktorom 1/2
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Funkcija prenosa HT
• Funkcija prenosa 

kompleksnog half-band filtra dobija se iz 
realnog half-band filtra 
propusnika niskih učestanosti
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Half-band FIR filtar
Frekvencijska simetrija
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Half-band FIR ili IIR filtar?

Procesiranje signala



17

Half-band IIR filtar
Frekvencijska simetrija
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Fp = 0.23; Fs = 0.5-Fp;
Ap = 0.07; As = 48;
d1 = (1-10^(-Ap/20))/(1+10^(-Ap/20));
d2 = d1;
[n,fo,mo,w] = firpmord([2*Fp 2*Fs], [1 0], [d1 d2]);
b = firpm(n,fo,mo,w);
[h,w] = freqz(b,1,512);
plot(w/(2*pi),abs(h))
w01 = 2*[0 pi*Fp pi/4  pi*Fs pi/2];
h01 = freqz(b,1,w01);
hold on
plot(w01/(2*pi),abs(h01),'o')

hold off
axis([0 0.5 0 1.1])
xlabel('Frequency'), ylabel('Magnitude'), 
title('FIR half-band filter')

Half-band FIR filtar (1)
Hilbert_01.m

n = 61

Procesiranje signala
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Half-band FIR filtar (2)

Procesiranje signala
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Fp = 0.23; Fs = 0.5-Fp;
Ap = 0.07; As = -10*log10(1-10^(-Ap/10))
d1 = (1-10^(-Ap/20))/(1+10^(-Ap/20));
n=ellipord(2*Fp, 2*Fs, Ap, As)
[a,b] = ellip(n,Ap,As,2*Fp);
[h,w] = freqz(a,b,512);
plot(w/(2*pi),abs(h))
w01 = 2*[0 pi*Fp pi/4  pi*Fs pi/2];
h01 = freqz(a,b,w01);
hold on
plot(w01/(2*pi),abs(h01),'o')

hold off

Half-band IIR filtar (1)
Hilbert_02.m

n = 4

Procesiranje signala
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Half-band IIR filtar (2)

n = 4

Procesiranje signala
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Half-band IIR filtar (3)

n = 2*4

Procesiranje signala
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Realizacija FIR HT
Half-band filtar

Hilbertov transformator kao 
kompleksni half-band filtar

Procesiranje signala



24

Realizacija IIR HT
Hilbertov transformator kao 
kompleksni half-band filtar

Half-band filtar

Procesiranje signala
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Modulacija
• Da bi se realan signal preneo na velike daljine, on se moduliše sa sinusnim signalom visoke učestanosti (nosioc - carrier)

Upper sideband

Procesiranje signala
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SSB
][ˆ][][ nujnuny  ][ˆ][][ nujnuny 

Od realnog signala u, generiše se 
analitički signal koji ima isti takav 
realni deo, i odgovarajući imaginarni 
deo û koji se generiše Hilbertovim 
transformatorom HHT

Modulacija analitičkog signala sinusnim signalom

Procesiranje signala
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Generisanje SSB (1)
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Generisanje SSB (2)

Procesiranje signala
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Generisanje SSB signala
Kašnjenje koje se pravi u HT

Procesiranje signala
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Filtarske banke
• Digitalna filtarska banka je set digitalnih filtara propusnika opsega učestanosti koji imaju (a) zajednički ulaz ili (b) zbirni izlaz

Analysis filter bank Synthesis filter bankProcesiranje signala
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Analysis filter bank
• Analysis filter bank se koriste za 

dekompoziciju ulaznog signala 
u set podopsežnih signala, 
gde svaki od njih zauzima 
deo originalnog frekvencijskog opsega

• Ulazni signal se analizira i razdvaja u 
set uskopojasnih spektralnih opsega

Procesiranje signala
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Synthesis filter bank
• Synthesis filter bank se koriste da se set 

podopsežnih signala kombinuje da se napravi 
jedan signal koji zauzima širi frekvencijski opseg

• Najčešće se koristi da se od signala dobijenih 
bankom filtara analize pobnovo napravi 
originalni signal koji zauzima kontinualni 
frekvencijski opseg

• Od ulaznih signala, sintezom se generiše 
originalni signal

Procesiranje signala
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Uniformna DFT filtarska banka
Uniformna filtarska banka ima istu 

širinu propusnog opsega svih filtara
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Funkcija prenosa

Frekvencijski odziv
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Uniformna filtarska banka
k=0

k=1

k=M-1

hk nije realna 
sekvenca, k≠0,  
spektar nije 
simetričan

Procesiranje signala



35

Polifazna implementacija
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N = 22;
L = 4;
n = -N/2:N/2;
b = sinc(n/L)/L;
win = hamming(N+1);
c = b.*win';
[h,w] = freqz(c,1,512);
plot(w/pi,20*log10(abs(h)));

Implementacija: Program_14 _3
c je prototip filtar

Procesiranje signala
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M = 4;
disp([' N = ' num2str(N)])
disp([' L = ' num2str(L)])
disp([' M = ' num2str(M)])

Program_14 _3 (2)

Procesiranje signala
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Program_14 _3 (3)
E(1,:) = c(1:M:end);
for ind =2:M-1

E(ind,:) = c(ind:M:end);
end
EM1 = c(4:M:end);
if length(EM1)<length(E(1,:))

EM1(length(E(1,:)))=0;
end
E(M,:) = EM1;
disp('E = ')
disp(E)

E su polifazne komponente

Procesiranje signala
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Program_14 _3 (4)

Procesiranje signala
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Program_14 _3 (5)
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Program_14 _3 (6)
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Program_14 _3 (7)

Procesiranje signala
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Program_14 _3 (8)

Procesiranje signala
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Program_14 _3 (9)

Procesiranje signala
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Program_14 _3 (10)
Wm = exp(i*2*pi/M); 
Wm = round(10^12*Wm)/10^12;
disp([' WM = ' num2str(Wm)])
wm1 = 0:M-1;
D = Wm.^(0*wm1);
for ind =1:M-1

D = [D;Wm.^(ind*wm1)];
end
disp('D = ')
disp(D)

Procesiranje signala
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Program_14 _3 (11)

e0=E(1,:); e0(4,1)=0;
Em(1,:) = e0(:)';
for ind =2:M
e0=E(ind,:); e0(4,1)=0;
e0(ind,:)=e0(1,:);
e0(1,:)=0*e0(1,:);
Em(ind,:) = e0(:)';

end
disp(Em)Procesiranje signala
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Program_14 _3 (12)
H=D*Em; 
disp('Hk = ')
disp(H)
H0=H(1,:);
H1=H(2,:);
H2=H(3,:);
H3=H(4,:);

Procesiranje signala



48

Program_14 _3 (13)
f= -1:0.01:1;
w = 2*pi*f;
ha1 = 20*log10(abs(freqz(H1,1,w)));
figure; plot(f,ha1); axis([0 1 -70 5]); title('H1');

Procesiranje signala
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Program_14 _3 (14)
figure; plot(f,ha0,'-',f,ha1,'--',f,ha2,':',f,ha3,'-.'); 
axis([-0.4 1 -70 5])
xlabel('Frequency');ylabel('Gain, dB');

h3 nije realna 
sekvenca,  
spektar nije 
simetričan

Procesiranje signala
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[num,den]=cheby1(1,0.1,0.08);
a = num(1)
b = num(2)
c = den(2)
num0 = [a b];
den0 = [1 c];
[h,w] = freqz(num0,den0,512);
plot(w/pi,20*log10(abs(h)));
xlabel('\omega/\pi');
ylabel('Gain, dB');
title(['IIR Filter']);

IIR prototip: Program_14 _4
c je prototip filtar

Procesiranje signala
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Program_14 _4 (2)

numE0 = [a 0 0 b*c^2];
numE1 = [0 b-a*c 0 0];
numE2 = [0 0 -b*c+a*c^2 0];
denE0 = [1 0 0 c^3];

a =    0.4529
b =    0.4529
c =   -0.0943
numE0 =    0.4529         0         0    0.0040
numE1 =         0    0.4956         0         0
numE2 =         0         0    0.0467         0
denE0 =    1.0000         0         0   -0.0008

E su polifazne komponente

Procesiranje signala
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Program_14 _4 (Mitra)

Procesiranje signala
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Program_14 _4 (3)
Wm = exp(i*2*pi/3); 
numH1 = numE0+Wm*numE1+Wm^2*numE2;
ha1m = freqz(numH1,denE0,w);
ha1 = 20*log10(abs(freqz(numH1,denE0,w)));
figure; plot(f,ha1); axis([0 1 -40 5])
xlabel('Frequency');ylabel('Gain, dB');title('H1');
numH2 = numE0+Wm^2*numE1+Wm^4*numE2;
ha2m = freqz(numH2,denE0,w);
ha2 = 20*log10(abs(freqz(numH2,denE0,w)));
figure; plot(f,ha2); axis([0 1 -40 5])
xlabel('Frequency');ylabel('Gain, dB');title('H2');

Procesiranje signala
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Program_14 _4 (4)

H1 nije 
realan filtar,  
spektar nije 
simetričan

Procesiranje signala
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Quadrature-Mirror sistem
• Ulazni signal se propušta kroz filtre propusnike niskih i visokih učestanosti, sa graničnim frekvencijama na sredini celog opsega, zatim se izvrši downsampling pa kodovanje, i u tom obliku prenosi, arhivira ili obrađuje
• Da bi se regenerisao originalni signal, posle dekodovanja i upsamplinga, propušta se kroz dva filtra, čiji zbir sadrži informaciju iz originalnog signala 

Procesiranje signala
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QMF banka

Procesiranje signala
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QMF banka
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QMF banka
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Preklapanje spektra
• Uslov da ne postoji preklapanje spektra (aliasing)

0)()()()( 1100  zGzHzGzH 0)()()()( 1100  zGzHzGzH
0)( zA 0)( zA

)()()( zXzTzY  )()()( zXzTzY 
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Funkcije prenosa
)()()( zXzTzY  )()()( zXzTzY 

0)(  deT j 0)(  deT j Magnitude preserving

   jj edeT )(    jj edeT )(
Phase preserving

lzzT )( lzzT )( Perfect reconstruction

Procesiranje signala
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QMF banka sa 
perfektnom rekonstrukcijom

1
2
1)(  zzT 1
2
1)(  zzT
0)( zA 0)( zA

 10 12
1)(  zzH  10 12
1)(  zzH  11 12

1)(  zzH  11 12
1)(  zzH

 10 12
1)(  zzG  10 12
1)(  zzG  11 12

1)(  zzG  11 12
1)(  zzG
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QMF banka 
bez preklapanja spektra

)()( 10 zHzG  )()( 10 zHzG 
)()( 01 zHzG  )()( 01 zHzG 

 )()()()(2
1)( 1010 zHzHzHzHzT   )()()()(2
1)( 1010 zHzHzHzHzT 

0)( zA 0)( zA Parni stepeni po z 
se poništavaju

Procesiranje signala



63

QMF banka 
bez preklapanja spektra

)()( 00 zHzG  )()( 00 zHzG 
)()( 01 zHzH  )()( 01 zHzH 

H0 je filtar propusnik 
niskih učestanosti

)()( 01 zHzG  )()( 01 zHzG 
H1 je filtar propusnik 
visokih učestanosti

)()( )(01   jj eHeH )()( )(01   jj eHeH Slika u ogledalu u odnosu na π/2
Ova učestanost se naziva 
kvadraturna učestanost
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Polifazna realizacija

)()()( 211200 zEzzEzH  )()()( 211200 zEzzEzH 

)()(2)( 21201 zEzEzzT  )()(2)( 21201 zEzEzzT 

)()()( 211201 zEzzEzH  )()()( 211201 zEzzEzH 
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Efikasna realizacija
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FIR QMF: Program_14 _1
B1 = [-0.006443977 0.02745539 -0.00758164 ...

-0.0913825 0.09808522 0.4807962];
B1 = [B1 fliplr(B1)];
L = length(B1);
for k = 1:L

B2(k) = ((-1)^k)*B1(k);
end
[H1z, w] = freqz(B1, 1, 256);
h1 = abs(H1z); g1 = 20*log10(h1);
[H2z, w] = freqz(B2, 1, 256);
h2 = abs(H2z); g2 = 20*log10(h2);

)()( 01 zHzH  )()( 01 zHzH  H0 je filtar propusnik 
niskih učestanosti
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Program_14 _1 (2)
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Program_14 _1 (3)
for i = 1:256,

sum(i) = (h1(i)*h1(i)) + (h2(i)*h2(i));
end
d =10*log10(sum);
plot(w/pi,d);grid;
xlabel('\omega/\pi');
ylabel('Amplitude distortion, dB')

2
1

2
0 )()(  jj eHeH  2

1
2

0 )()(  jj eHeH  Distorzija
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Program_14 _1 (3)

 10 12
1)(  zzH  10 12
1)(  zzH

 11 12
1)(  zzH  11 12
1)(  zzH

 10 12
1)(  zzG  10 12
1)(  zzG

 11 12
1)(  zzG  11 12
1)(  zzG

Samo ovaj FIR 
ima perfektnu 
rekonstrukciju
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IIR realizacija

)()()( 211200 zAzzAzH  )()()( 211200 zAzzAzH 
)()(2)( 21201 zAzAzzT  )()(2)( 21201 zAzAzzT 

)()()( 211201 zAzzAzH  )()()( 211201 zAzzAzH 
Butterworth i eliptički filtri imaju 
allpass filtre u granama. 
Nema preklapanja spektra
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L-kanalna filtarska banka
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Program_14 _2
B1=[-0.00644 0.0274554 -0.00758 -0.09138 0.098085 0.4808];
B1 = [B1 fliplr(B1)]; L = length(B1);
for k = 1:L

B2(k) = ((-1)^k)*B1(k);
end
B10 = zeros(1, 2*length(B1));
B10([1: 2: length(B10)]) = B1;
B11 = zeros(1, 2*length(B2));
B11([1: 2: length(B11)]) = B2;
C0 = conv(B1, B10);C1 = conv(B1, B11);
C2 = conv(B2, B10);C3 = conv(B2, B11);
f = 0:0.01:1; w = 2*pi*f;
H00z=freqz(C0,1,w); h00=abs(H00z); M00=20*log10(h00);
H01z=freqz(C1,1,w); h01=abs(H01z); M01=20*log10(h01);
H10z=freqz(C2,1,w); h10=abs(H10z); M10=20*log10(h10);
H11z=freqz(C3,1,w); h11=abs(H11z); M11=20*log10(h11);
plot(f, M00,'-',f, M01,'--',f, M10,'--',f,M11,'-');
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Program_14 _2
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4-kanalna filtarska banka
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Banke nejednake širine opsega
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Višestepene filtarske banke
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Filtarska banka: 
4 nivoa oktavnih opsega
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Further 
reading

2001

2002

2002

2004
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Ova prezentacija je nekomercijalna. 
Slajdovi mogu da sadrže materijale preuzete sa Interneta, 
stručne i naučne građe, koji su zaštićeni Zakonom o 
autorskim i srodnim pravima. 
Ova prezentacija se može koristiti samo privremeno 
tokom usmenog izlaganja nastavnika u cilju informisanja i 
upućivanja studenata na dalji stručni, istraživački i naučni 
rad i u druge svrhe se ne sme koristiti –
Član 44 - Dozvoljeno je bez dozvole autora i bez plaćanja 
autorske naknade za nekomercijalne svrhe nastave: 
(1) javno izvođenje ili predstavljanje objavljenih dela 
u obliku neposrednog poučavanja na nastavi; 
- ZAKON O AUTORSKOM I SRODNIM PRAVIMA 
("Sl. glasnik RS", br. 104/2009 i 99/2011)

Profesor dr Miroslav Lutovac
mlutovac@viser.edu.rs
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