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Parseval-ova teorema

Transformacija je simetriCnha
pri cemu * oznacava
konjugovano kompleksnu vrednost

N-1 5 1 N-1 5
> | x[n]] = > | X[k]|
n=0 k=0

,
/ Pojam snage
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Normalizovana transformacija

Normalizovana transformacija da bi
moduo u transformaciji odgovarao
amplitudi sinusoide
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FFT — sa normalizacijom
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fi2=-pi/6; FT e 0
X = cos (2*pi*fl*n+0)+. .. "3_},
cos (2*pi*f2*n+£i2) ; =
X = £ft(x) -200 .
S 0 10 20
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DFT jedinicne funkcije
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N=20; n=0:N-1; =
x = (n==0); H: -
X = fft (x) E 0
stem(n,abs (X) /N) < 1 .
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DFT odskocCne funkcije

N=20; n=0:N-1;

x = (n>=0); 5 ()4
X = £fft(x,2*N) o)
stem (n, abs (X) /N) -100
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DFT rastuce funkcije
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DFT kontinualne funkcije
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= £ft(y,512);

Pyy = Y.* conj(Y) / 512;

£ = 1000% (0:256) /512;

L) T\J

sin (2*pi*50*t)+sin(2*pi*120*t) ;
X + 2*randn(size(t));
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Inverzna DF T

Sekvenca u vremenskom domenu
x[n] duzine N preslikava se u
sekvencu X[k], iste duzine
gde se Clanovi racunaju po formuli

Procesiranje signala



Matlab i££t realizuje IDFT

x=1fft[X]

X
X

(1 1/2 1/4 1/8 1/16 1/32 1/64 1/128]
Fft (x)
y = ifft (X)

X:
1.0000 0.5000 0.2500 0.1250 0.0625 0.0313 0.0156 0.0078
X =
Columns 1 through 4
1.9922 1.1861-0.64871 0.7969-0.39841 0.6889-0.17991
Columns 5 through 8
0.00641 0.6889+0.17991 0.7969+0.39841 1.1861+0.64871
y:
1.0000 0.5000 0.2500 0.1250 0.0625 0.0313 0.0156 0.0078
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DFT u viSe tacaka

Y=ftt(X,n) returns the n-point DFT

If the length of X is less than n,
X Is padded with trailing zeros to length n

If the length of X is greater than n,
the sequence X is truncated

When X Is a matrix,
the length of the columns
are adjusted in the same manner

Procesiranje signala

11



Matlab i££t realizuje IDFT

x = [11/2 1/4 1/8 1/16 1/32 1/64 1/128]
= fft(x,10)

y = ifft (X)

X:
1.0000 0.5000 0.2500 0.1250 0.0625 0.0313 0.0156 0.0078
X =
Columns 1 through 4
1.9922 1.1861-0.64871 0.7969-0.39841 0.6889-0.17991
Columns 5 through 8
0.0641 0.6889+0.17991 0.7969+0.39841 1.1861+0.64871
y:
1.0000 0.5000 0.2500 0.1250 0.0625 0.0313 0.0156 0.0078 0 O

Procesiranje signala
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Matlab ££t 1 ifft

x = [11/2 1/4 1/8 1/16 1/32 1/64 1/128]

X = fft(x,10)
y = ifft (X)
X:
1.0000 0.5000 0.2500 0.1250 0.0625 0.0313 0.0156 0.0078
X =
Columns 1 through 4
1.9922 1.1861-0.64871 0.7969-0.39841 0.6889-0.17991
Columns 5 through 8
0.0641 0.6889+0.17991 0.7969+0.39841 1.1861+0.64871
y:
1.0000 0.5000 0.2500 0.1250 0.0625 0.0313 0.0156 0.0078 (0 O?

Procesiranje signala
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Matlab ££t 1 ifft

x = [1 1/2 1/4 1/8 1/16 1/32 1/64 1/128]
— fft(x,6)
y = ifft (X)

>
I

X:
1.0000 0.5000 0.2500 0.1250 0.0625 0.0313(0.0156 0.0078

X

Columns
1.9922
Columns
0.6641

1 through 4

1.1861-0.64871 0.7969-0.39841 0.6889-0.17991
5 through 8

0.6889+0.17991 0.7969+0.39841 1.1861+0.64871

Y

1.0000 O.

5000 0.2500 0.1250 0.0625 0.0313
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Siftovana DFT
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fft (x)

fftshift (X)

ifft (Y)
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Utica] promene spektra

N=50; n=0:N-1; k=6; f=k/N;

x=2*sin (2*pi*f*n); x=x>0.25;

X=fft(x), ¥=X; n2=3;
Y(N/2-n2:N/2+n2+1)=0*Y (N/2-n2:N/2+n2+1) ;

Procesiranje signala
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Uticaj promene spektra, DC=0

x[n]

vln]

N=50; n=0:N-1; k=6; f=k/N;

x=2*sin (2*pi*£f*n) £x>0) 0>

X=fft (x); Y=X; n2=
Y (N/2- n2.N/2+n2+1)—0*Y(N/2—n2.N/2+n2+1);

Procesiranje signala
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Uticaj ograniCenja spektra
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Odziv |IR sistema u
vremenskom domenu

N M
vinl= ) byxln—k] —%ky[n—k]
2

Izlazni signal
Rekurzivni deo

Nerekurzivni deo
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Diskretna Furijeova Transformacija
DFT

Sekvenca u vremenskom domenu x[#]
preslikava se u
sekvencu u frekvencijskom domenu X[4]

_ J2ikn

Zx , 0<k<N-1

Procesiranje signala 20



Inverzna DF T

Sekvenca u frekvencijskom domenu X[4]
preslikava se u
sekvencu u vremenskom domenu x[n]

Procesiranje signala
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DFT diskretnih signala

Uredeni par
sekvenca u vremenskom domenu x[n]
sekvenca transformacije X[4]

Xn] o Xkl [ln] <& Yk]

Procesiranje signala



DFT jedinicne funkcije

1¢
:f 05 g 05
-EOEEEEEEEEEE0O00000-
00 10 20 OO 10 20
n k
|
x{n]=o[n] =
|X[k]|:1, arg(X[k]):O % (MEEEEEEEEEEEEEEEe000
N=20; n=0:N-1; ~ -1 :
x = (n==0); 0 10 20
X = £ft(x) Procesiranje signala k
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FFT — dve sinusoide
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N=20; 200
n=0:N-1; =
KI1=2; k2=5; ]
£1=k1/N; £2=k2/N; >0
£i2 Y
p 4 @cos(Z*p1*f1*n+O)+ . =
cos (2*pi*£2*n+£i2) ; -200 ;
£t (x) 0 10 20
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FFT — frekvencijska rezolucija

20 20
Q @
= o T Peod T =
o 0 — 10 -
frequency - é’l Jf" E I T
resolution o o T T
S L9 _ o \f ? T oo
) ()6
0 10 20 0\ 10 20
n l's
N = 20; 2004
M= 21; —_
n = 0:N-1; ==
kl=4; fl=k1/M; =20
k2=5; f2=k2/M; of)
x=cos (2*pi*fl*n)+. .. =
cos (2*pi*£2*n) ; -200 :
X = fft(x) 0 10 20
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FFT — dopuna nulama

oX 20
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I

=

o
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FFT — dopuna nulama
anvelopa DFT

24 20
2 : 0 )
0 100 200 0 0.5 1
n S
200
plot(n/N,abs(y),'-") X 0
.
plot (n/N,angle(y) *180/pi,'-") :f':-'f}
-200 ‘
0 0.5 1

S
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Matlab ££t, 1fft

X = fft(x,8

x = [1 1/2 @ 1/8 1/16 1/32 1/64 1/128]
y = 1fft (X) ~_

N\

X:
1.0000 0.5000 0.2500 0.1280 0.0625 0.0313 0.0156 0.0078

N\

X =
Columns 1 through 4
1.9922 1.1861-0.64871 0.7969-0.39841

Columns 5 through 8
0.6641 0.6889+0.17991 0.7969+0.39841 1.1861™.64871

.06889-0.17991

y = N
1.0000 0.5000 0.2500 0.1250 0.0625 0.0313 0.01506 0.007 0 0

Procesiranje signala 28
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fi = -pi/6;

X = 2*cos (2*pi*f*n+fi) ;
stem(n, x)
X = fft(x)

stem(n, abs (X))

Prpcesiranje signala k
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Projektovanje sistema

b -Q
D 4%} G—
Z-l

|lzraCunavanje koeficijenata
sistema da zadovolje

zadate specifikacije b3 a3
b = [b, b; b, b; b,] ~

yi
a=[1a, a, a; a,]
\ b, b
order = 4; \ C "y 3
fn = 0.2; “
[b,a] = butter (order,2*fn) <
~ 5y 2

= [0.0466 0.1863 0.2795 0.1863 0.0466]
[1 -0.7821 0.6800 -0.1827 0.0301]

Procesiranje signala btl
x[n] C



n /,=0.2

Procesiranje signala



Impulsna pobuda —
frekvencijska karakteristika

Na osnovu odziva
na impulsnu pobudu
mozemo da zakljuCimo
da li ce
sinusoidalan signal
da prode kroz filtar

»bez slabljenje
»o0slabljen
»pojacan

Bez slabljenja

ProcCesiranje signala
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Procesiranje sistemom

Procesiranje
sistemom
realizuje se
funkcijom | RS B
filter n ' o

32; 1] I —

O:N-1; - = T '
(n==0) ; ' .

filter(b,a,x) ; S % LI
fft (x); n I
fft(y)
stem(n,y)
stem(n/N,abs (Y))

K XK X B 2

subplot(2,2,3)

Procesiranje signala 33
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1G B @ @
: (H(e 7))
— 0.8
W
X
-y
= 0.6
= Y ()}
> 0.4} 7 /
0.2
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Frekvencijska karakteristika sistema

Frekvencijska
karakteristika
racuna se .
funkcijom o3
freqz g
% 0.6
fn = 0.2; =
[b,a] = butter(7,2*£fn) 2 0.4
N = 32;
n = 0:N-1; 0.2
X = (n==0);
y = filter(b,a, x); 0
Y = £ft(y);

[h,w] = freqz(b,a,2*N);
plot (w/ (2*pi) ,abs (h),'r-")
hold on

stem (n/N,abs (Y))

hold off Procesiranje signala 36




freqzi1f£ft

fn = 0.2;

[b,a] = butter(7,2*£fn)

= 32;

= 0:N-1;

(n==0) ;
filter(b,a,x)
= fft(y);

KK X B 2
il

[h,w] = freqz(b,a
plot (w/ (2*pi) ,abs

hold on
stem(n/N,abs (Y))
hold off

’ 0

700, [H @)
= ]
[}

e
'S

13 @ @ @

g2

Proce:s

iranje signala
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Nema curenja spektra
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(Trans osegftzizrect form ll) ImplementaCija
i ' Hd = dfilt.df2t(b,a)

Hd = dfilt.df2t
m »

- M

7

b(3)

Procesiranje signala



Sistema prvog reda predstavijen

diferencnom jednacCinom

o y(n)=x(n)—=x(n-1)—a y(n-1)

X\

—|x(n)=0,n<0 a0
y(n)=0,n<0

a=-1/2

n| 2|10 1]2]3 4 g

x| 0] o |10 |00 0 0

¥y 0 0 1 |(-12|-1/4|-1/8| -1/16 | -1/32

Procesiranje signala

y(n)

q

y(n)=-1/2",n>0
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Odziv sistema za impulsnu pobudu

x(n)

y(n) =x(n)—x(n-1)—a y(n-1)

—|x(n)=0,n<0

y(n)=0,n<0

y(n)
a+0 —

} [ Beskonacan odziv, a # - 1

uwna pobuda
0,n<0

x(n) =1

l,n=0

0,n>0

y(n) =

0.7<0
l,n=0

Procesiranje signala

(D"a" ' 1+a),n>0
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Kada je sistem filtar?

1L ' ' 1 ' ' ' ' Impulsna pobuda ]
>
0 0 0 0 0 0 0
I S S G B R =
_J Sistem j i
. je lIR filtar
Ll I r I I I
'T o 0 ¥ a=-10— -
=0 © © o
16 -154 B 116 R)=7,
1 1 1 = — 1 1 1 1 n
2 -1 0 1 F. 3 4
/( Sistem nije filtar ]
Ll Ll L} yr’f L
20 [~ - b =
10+ 1 g, 4 % T -
ol 4— & & o @ 9 "
2 -1 0 1 2 3 4 A
, . . ; " sistem nije filtar |

—

' 2 Procesiranje signa% ;

—

0 1 2 3 4

&
-2 42
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Kada sistem nije filtar?

y(n)=x(n)—x(n—1)—a y(n-1)

y(n)
—p(x(n)=0,n<0 a+0 g
y(n)=0,n<0

x(n)

lal<1l— lim y(n)=0 la[>1— lim y(n)=too
n—>+00 n—>+0

+2
/ a=1-y(n)= { ,
[ Sistem nije filtar

a=—-1- yn)=x(n)

Procesiranje signala 43



Z transformacija

y(n)=x(m)-x(n-1)-a y(n-1)
Y(2)= X(2)-z ' X(2)—a z Y(2)
(+az Y (z)=1-z")X(2)

Y(z) |-z
[ Funkcijapﬁ X(2) ) l+az!

Y(z) z-1

X(Z)_Z+Cl

Procesiranje signala 44



Polovi funkcije prenosa u z ravni

lal<l—> lim y(n)=0
n—>+00

la|>1— lim y(n)=+o0
n—>-+00

+2 | la=—-1—> y(n)=x(n)

_ 2 Procesiranje signala 45




Osnovni pojmovi o |IR filtrima

* IR (Infinite Impulse Response)
beskonacni impulsni odziv

 Digitalni IIR filtar — funkcija prenosa mora da
Ima sve polove unutar jedinichog kruga

» Ulazno-izlazne relacije se izrazavaju
rekurzivnom diferencnom jednacinom
- rekurzivan znaci da se za
izracunavanje tekuceg izlaznog odbirka
koriste prethodni izlazni odbirci

Procesiranje signala 46



Prednosti | nedostaci IIR filtara

* Prednost:
zeljeni oblik amplitudske karakteristike
dobro se aproksimira
funkcijom niskog reda

* Nedostatak:
ne moze se realizovati
linearna fazna karakteristika

Procesiranje signala
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Sinteza funkcije prenosa

. Transformacijom funkcije prenosa
referentnog analognog prototip filtra

. Direktna sinteza u z ravni

. Na osnovu zadatog ponasanja u
vremenskom domenu

Procesiranje signala 48
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Y2

Telefon #2
697Hz + 1336 HZz

x(t)

y1it)

0 10 20 30 40 50 60 70 g0 90 100

y1(n) =%x(n)Jr%x(n—2)+%x(n—4)+%x(n—6)—%y(n—4)

Vo (n) = %x(n)—%x(n—2)+%x(n—4)—%x(n—6)—%y(n—4)

05} !
g0
U 1 \ 1 1 1 1 =
0 500 1000 1500 2000 2500 1
1
05
0 1 1
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Y1

Y2

Telefon #2 697, 770, 852, 941 Hz
097Hz + 1336 Hz 1209, 1336, 1477, 1633 Hz

SPECIFIKACIJE ZA FILTAR
PROPUSNIK NISKIH
UCESTANOSTI

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3

SPECIFIKACIJE ZA FILTAR
PROPUSNIK VISOKIH
UCESTANOSTI

0 500 1000 1500 2000 2500 30

0 500 1000 1500 2000  FRrecesiranie sign@la 4000 30
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SPECIFICATION §

.|
A 6 l
0 K F.  f

Od specifikacija
do realizacije

P.&en

APPROXIMATION W )
A,

A 5> Jm'

b

09 Ff f F: [

U

a REALIZATION

== < i) =x(n-1)-a(n-1)
C3abal

0

STUDY OF
IMPERFECTIONS

anje signala

IMPLEMENTATION ( ra
Y P ir

U

Specifikacije ]

Sinteza ]
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Specifikacije |IR filtara

* Definisu se dozvoljene tolerancije u
odredenim frekvencijskim opsezima

» Sinteza — naci funkciju prenosa takvu da
je racionalna funkcija po z sto nizeg reda i
da amplitudska karakteristika zadovoljava
specifikacije (da se koristi minimalan broj
operacija u diferencnoj jednacini)

Procesiranje signala
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Amplitudska karakteristika

Amplitudska karakteristika filtra, Mw),
definiSe se kao apsolutna vrednost funkcije
prenosa na jediniénom krugu z ravni, z=e\%.

M(w) je parna periodicna funkcija po w
sa periodom 2x

Posmatra se opseg kruznih frekvencija
O<w=smn

M(w)=|H(e")l

Procesiranje signala
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Tolerancije amplitudske karakteristike

Adl@) AM@)
Z%ZQZ%Z%Z? 1 Z%Z%ZZZ%ZZ
k; , 45 1 + ZZ
P 42%%% éé fiee? AZ%?% 22
|\ A _ Y |\ 2 Ywn
5T :Z 1/A :Z
] | > : l >
0 o, o, T ® 0 @, o r @

a) 1-6p <SMw)<1za0<sw=< w, g Propusni opseg ]

O<Mw)sd,zaw,swsmn
\“§§==TE§E;;;Eusniopseg ]

b) 1N(1+€2) < Mw)<1za 0= w <= w,

O<Mw)<1/Azaw,sw<=<n

Procesiranje signala 54




Tolerancije karakteristike slabljenja

4 a(w)[dB]
J FEd 07707,
B
20
0 @, @, T @

Osa(w)=a,zal=sw=sw, % Propusni opseg ]

a, faw)s+ozaw,SWST
Procesiranje signala Nepropusni opsegs5J




Tolerancije karakteristike pojacanja

49(o) [dB]
0 @, o, 5
| /y L » @
T, _
.
77
SRR /7

g <g(w)<0za0Sw<Sw, —— Propusniopseg |

o< g(Ww)Sg ZaW,SWST
Procesiranje signala Nepropusni opsegses]




Propusni opseg — odnosi parametara
Tabela 8.1 Propusni opseg.

VeliCina Relacije

gp/20

=1-10"""" =1-10

1
o =1-
‘% P J1+¢g?

\/5"(2__5 \/l 107 /20 \/1_103,,/20

£ 10~ = 1057
a, a, =—2010g10(1-—5p)=-—1010gm(1+32)=—gp
% g, =20log, (1-5,) = 1010gm(1+£ )=-a,

Proce3|ran|e sngnala 57
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Nepropusni opseg - odnosi parametara

Tabela 8.2 Nepropusni opseg.

Veli¢ina Relacije

" 5 =1/A4=10"%" =105

A _' A= 1/5 = 10%/® = 1075/

ag a, = —201og10(§,,) =_2010gw( A)=-g
g, =20log,,(5,) =~20log,, (4) = -a,

Procesiranje signala 58



d

Kontinualni sistemi

b O\

D

&
ds

Procesiranje signala
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Primena Laplasove transformacije

d*y dy

——=x+a—+b
/° ] ds? dt Y
@ T j ,

/] * s Y(s)= X(s)+asY(s)+bY(s)

(s* —a s—b)Y(s) = X(5)
Y(s) 1

% X(s) s2—as—b
[ Funkcija prenosa

Procesiranje signala 60




Polovi funkcije prenosa u s ravni

Re(pol) <0 — lm y(z)=0

[—>+00 Procesi

i
1
ot1:172) }
s*—as—>b
~(1,0)
(0, 0) =
ot1:-172) \
/ D0 a=0,b=1— lim ()=
[—>+00

~—

ranje s

a=0,b=—-1—- y(t) =sin(?)

ianala a1
Ot

IHI TAUATA




Hardverska implementacija

,

O mm

<
-
=

ADCLKOUT
AC&. K
MODE

GND

™ Serial No.

AN221D04-Eval v1.
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Sistem sa integratorima

AN221E04 LOAD ORDER:1
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Signal Generator Control oAl 4 ¥*3 AnadigmDesigner2 - Biquad.ad2
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Signal Generator Control irdld

- Nepropusni opseg
Pa
N~ L 7N sIMULACA

iemDesigner?2 - Biguad.ad2

late Configure Settings Dynamic Config. Target Yiew Tools Help

é o h x {/- Ny /’f'J Sim ‘;2‘ ? k‘?

-4 'y A B
L,ﬁaﬁ’p ! i | S . f "qﬁj Ty <) 1 )2:255 AN221E04 LOAD ORDER: 1
Output
(®) Differential O Sinoks :’\’a
Signal Data
Peak Amplitude giterential Offset
2 | Vol 0 Volts
Frequency Phase
10k| Hz 0 | Degrees

Common Mode Offset

B3 Oscilloscope - Biquad.ad2
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Transformacije

« Laplasova
transformacija
Impulsnog odziva

H,(s)= [h(t)e™"dt

« Z transformacija
Impulsnog odziva

H(z)= Zh(n)z_n

N=—00
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Funkcije prenosa

« Racionalna funkcija « Racionalna funkcija
kompleksne kompleksne
frekvencije s=0+jQ frekvencije z

M M
k Za 7k
CrS k _
Z;, ) =0 _0h

H,(s) N — EE) = N _P -1

k=0 k=1
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Polovi funkcije prenosa

* Leva polovina * Unutar jediniCnog
kompleksne s ravni kruga kompleksne
o z ravni 1
. _
H,(s) = H(zy= 2% )
l)(S) ID(Z—J)
ol
o112
- C%LO) a=1 i;f
ot -12)

0. -1)

'an"
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Frekvencijski odziv

s =jQ 7=el®

Ha(]Q) H(@Ja))

0<OQ<w O<w<rx

O - w ® = 7/2

Z ravan
S ravan
W=7 w=0
O=0

©.0) \ (M)jﬂ 0)
e 69
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Specifikacije

+LM(CO) AM () |
1 17///////////// 1 V////////////Z
— % il 2227/
Ji_.:: /////é é l1+¢ é é |
\ A Y N W7 72277,
1/A 1/A 77
“ ] P Z I
0 @, o, T @ 0 Qp Q,
o —>Qp
w, —>Q,
T —>
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Profesor dr Miroslav Lutovac
mlutovac@viser.edu.rs

Ova prezentacija je nekomercijalna.

Slajdovi mogu da sadrze materijale preuzete sa Interneta,
stru€ne i nauCne grade, koji su zasti¢eni Zakonom o
autorskim i srodnim pravima.

Ova prezentacija se moze Kkoristiti samo privremeno
tokom usmenog izlaganja nastavnika u cilju informisanja i
upucivanja studenata na dalji strucni, istrazivacki i naucni

rad i u druge svrhe se ne sme Koristiti —
Clan 44 - Dozvoljeno je bez dozvole autora i bez plaéanja
autorske naknade za nekomercijalne svrhe nastave:

(1) javno izvodenije ili predstavljanje objavljenih dela

u obliku neposrednog poucavanja na nastavi,

- ZAKON O AUTORSKOM | SRODNIM PRAVIMA

("Sl. glasnik RS", br. 104/2009 i 99/2011)
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