
Procesiranje signala
Profesor dr Miroslav Lutovac

"This project has been funded with support from the European Commission. This publication 
[communication] reflects the views only of the author, and the Commission cannot be held 

responsible for any use which may be made of the information contained therein"



2

Parseval-ova teorema   
Transformacija je simetrična 

pri čemu * označava 
konjugovano kompleksnu vrednost
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Normalizovana transformacija 
Normalizovana transformacija da bi 

moduo u transformaciji odgovarao 
amplitudi sinusoide

]}[1{]}[{ norm kXNkX 
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FFT – sa normalizacijom

N=20; n=0:N-1;
k1=2;    k2=5;
f1=k1/N; f2=k2/N;
fi2=-pi/6;
x = 2*cos(2*pi*f1*n+0)+...

3*cos(2*pi*f2*n+fi2);
X = fft(x)
. . .
stem(n,abs(X)/N) Procesiranje signala
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DFT jedinične funkcije

N=20; n=0:N-1;
x = (n==0);
X = fft(x)
. . .
stem(n,abs(X)/N)
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DFT odskočne funkcije

N=20; n=0:N-1;
x = (n>=0);
X = fft(x,2*N)
. . .
stem(n,abs(X)/N)
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DFT rastuće funkcije

N=20; n=0:N-1;
x = n/N;
X = fft(x,N)
. . .
stem(n,abs(X)/N)
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DFT kontinualne funkcije

t = 0:0.001:0.6;
x = sin(2*pi*50*t)+sin(2*pi*120*t);
y = x + 2*randn(size(t));
Y = fft(y,512);
Pyy = Y.* conj(Y) / 512;
f = 1000*(0:256)/512;Procesiranje signala
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Inverzna DFT
Sekvenca u vremenskom domenu 
x[n] dužine N preslikava se u 
sekvencu X[k], iste dužine 
gde se članovi računaju po formuli
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Matlab ifft realizuje IDFT
x=ifft[X]
x = [1 1/2 1/4 1/8 1/16 1/32 1/64 1/128]
X = fft(x)
y = ifft(X)

x =
1.0000 0.5000 0.2500 0.1250 0.0625 0.0313 0.0156 0.0078

X =
Columns 1 through 4 
1.9922  1.1861-0.6487i 0.7969-0.3984i 0.6889-0.1799i
Columns 5 through 8 
0.6641  0.6889+0.1799i 0.7969+0.3984i 1.1861+0.6487i

y =
1.0000 0.5000 0.2500 0.1250 0.0625 0.0313 0.0156 0.0078

Procesiranje signala
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DFT u više tačaka
• Y=fft(X,n) returns the n-point DFT
• If the length of X is less than n, 

X is padded with trailing zeros to length n
• If the length of X is greater than n, 

the sequence X is truncated
• When X is a matrix, 

the length of the columns 
are adjusted in the same manner
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12

Matlab ifft realizuje IDFT
x = [1 1/2 1/4 1/8 1/16 1/32 1/64 1/128]
X = fft(x,10)
y = ifft(X)
x =
1.0000 0.5000 0.2500 0.1250 0.0625 0.0313 0.0156 0.0078

X =
Columns 1 through 4 
1.9922  1.1861-0.6487i 0.7969-0.3984i 0.6889-0.1799i
Columns 5 through 8 
0.6641  0.6889+0.1799i 0.7969+0.3984i 1.1861+0.6487i

y =
1.0000 0.5000 0.2500 0.1250 0.0625 0.0313 0.0156 0.0078 0 0
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Matlab fft i ifft
x = [1 1/2 1/4 1/8 1/16 1/32 1/64 1/128]
X = fft(x,10)
y = ifft(X)
x =
1.0000 0.5000 0.2500 0.1250 0.0625 0.0313 0.0156 0.0078

X =
Columns 1 through 4 
1.9922  1.1861-0.6487i 0.7969-0.3984i 0.6889-0.1799i
Columns 5 through 8 
0.6641  0.6889+0.1799i 0.7969+0.3984i 1.1861+0.6487i

y =
1.0000 0.5000 0.2500 0.1250 0.0625 0.0313 0.0156 0.0078 0 0
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Matlab fft i ifft
x = [1 1/2 1/4 1/8 1/16 1/32 1/64 1/128]
X = fft(x,6)
y = ifft(X)
x =
1.0000 0.5000 0.2500 0.1250 0.0625 0.0313 0.0156 0.0078

X =
Columns 1 through 4 
1.9922  1.1861-0.6487i 0.7969-0.3984i 0.6889-0.1799i
Columns 5 through 8 
0.6641  0.6889+0.1799i 0.7969+0.3984i 1.1861+0.6487i

y =
1.0000 0.5000 0.2500 0.1250 0.0625 0.0313
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Šiftovana DFT

x = [1 1/2 1/4 1/8 1/16 1/32 1/64 1/128 1/256 1/512]
X = fft(x)
Y = fftshift(X)
y = ifft(Y)
n = 0:length(x)-1; Procesiranje signala
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Uticaj promene spektra

N=50; n=0:N-1; k=6; f=k/N; 
x=2*sin(2*pi*f*n); x=x>0.25;
X=fft(x); Y=X; n2=3;
Y(N/2-n2:N/2+n2+1)=0*Y(N/2-n2:N/2+n2+1);
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Uticaj promene spektra, DC=0

N=50; n=0:N-1; k=6; f=k/N; 
x=2*sin(2*pi*f*n); x=(x>0)-0.5;
X=fft(x); Y=X; n2=3;
Y(N/2-n2:N/2+n2+1)=0*Y(N/2-n2:N/2+n2+1);

Procesiranje signala
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Uticaj ograničenja spektra

Procesiranje signala
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Odziv IIR sistema u 
vremenskom domenu
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Diskretna Furijeova Transformacija
DFT

Sekvenca u vremenskom domenu x[n]
preslikava se u 
sekvencu u frekvencijskom domenu X[k]
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Inverzna DFT
Sekvenca u frekvencijskom domenu X[k]

preslikava se u 
sekvencu u vremenskom domenu x[n]
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DFT diskretnih signala
Uređeni par 

sekvenca u vremenskom domenu x[n]
sekvenca transformacije X[k]

]}}[{][{ kXnx  ]}}[{][{ kYny 
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DFT jedinične funkcije

N=20; n=0:N-1;
x = (n==0);
X = fft(x)

x[n]=δ[n]
|X[k]|=1, arg(X[k])=0

Procesiranje signala



24

FFT – dve sinusoide

N=20;
n=0:N-1;
k1=2;    k2=5;
f1=k1/N; f2=k2/N;
fi2=-pi/6;
x = 2*cos(2*pi*f1*n+0)+...

3*cos(2*pi*f2*n+fi2);
X = fft(x)

Procesiranje signala
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FFT – frekvencijska rezolucija

N = 20;
M = 21;
n = 0:N-1;
k1=4; f1=k1/M;
k2=5; f2=k2/M;
x=cos(2*pi*f1*n)+... 

cos(2*pi*f2*n);
X = fft(x)

frequency 
resolution
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FFT – dopuna nulama

N = 160;
. . .
x = x.*(n<39);
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FFT – dopuna nulama
anvelopa DFT

plot(n/N,abs(y),'-')
. . .
plot(n/N,angle(y)*180/pi,'-')

Procesiranje signala
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Matlab fft, ifft
x = [1 1/2 1/4 1/8 1/16 1/32 1/64 1/128]
X = fft(x,8+2)
y = ifft(X)
x =
1.0000 0.5000 0.2500 0.1250 0.0625 0.0313 0.0156 0.0078

X =
Columns 1 through 4 
1.9922  1.1861-0.6487i 0.7969-0.3984i 0.6889-0.1799i
Columns 5 through 8 
0.6641  0.6889+0.1799i 0.7969+0.3984i 1.1861+0.6487i

y =
1.0000 0.5000 0.2500 0.1250 0.0625 0.0313 0.0156 0.0078 0 0

Procesiranje signala
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FFT

N = 10;
n = 0:N-1;
k = 3;
f = k/N;
fi = -pi/6;
x = 2*cos(2*pi*f*n+fi);
stem(n,x)
X = fft(x)
stem(n,abs(X)) Procesiranje signala
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Projektovanje sistema
Izračunavanje koeficijenata 

sistema da zadovolje 
zadate specifikacije

order = 4;
fn = 0.2;
[b,a] = butter(order,2*fn)

b = [b0 b1 b2 b3 b4]
a = [1 a1 a2 a3 a4]

b = [0.0466 0.1863 0.2795 0.1863 0.0466]
a = [1 -0.7821 0.6800 -0.1827 0.0301]

Procesiranje signala
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fn=0.2

Procesiranje signala
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Impulsna pobuda –
frekvencijska karakteristika

Na osnovu odziva na impulsnu pobudu možemo da zaključimo da li će sinusoidalan signal da prođe kroz filtar 
bez slabljenje
oslabljen
pojačan

Bez slabljenjaProcesiranje signala
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Procesiranje sistemom
Procesiranje sistemom realizuje se funkcijom filter

N = 32;
n = 0:N-1;
x = (n==0);
y = filter(b,a,x);
X = fft(x);
Y = fft(y);
stem(n,y)
stem(n/N,abs(Y)) subplot(2,2,3)Procesiranje signala
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Frekvencijska karakteristika  sistema
Frekvencijska karakteristika računa se funkcijom freqz
fn = 0.2;
[b,a] = butter(7,2*fn)
N = 32;
n = 0:N-1;
x = (n==0);
y = filter(b,a,x);
Y = fft(y);
[h,w] = freqz(b,a,2*N);
plot(w/(2*pi),abs(h),'r-')
hold on
stem(n/N,abs(Y))
hold off Procesiranje signala
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freqz i fft

fn = 0.2;
[b,a] = butter(7,2*fn)
N = 32;
n = 0:N-1;
x = (n==0);
y = filter(b,a,x);
Y = fft(y);
[h,w] = freqz(b,a,N/2);
plot(w/(2*pi),abs(h),'rs')
hold on
stem(n/N,abs(Y))
hold off Procesiranje signala
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Implementacija
Hd = dfilt.df2t(b,a)

Hd = dfilt.df2t

Procesiranje signala



Sistema prvog reda predstavljen 
diferencnom jednačinom
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Odziv sistema za impulsnu pobudu

0,0)(
00,0)(

)1()1()()(





nny

annx
nyanxnxny

0,0)(
00,0)(

)1()1()()(





nny

annx
nyanxnxny)(nx )(nx )(ny )(ny










0,0
0,1
0,0

)(
n
n
n

nx 








0,0
0,1
0,0

)(
n
n
n

nx 








 0),1()1(

0,1
0,0

)(
1 naa

n
n

ny
nn









 0),1()1(

0,1
0,0

)(
1 naa

n
n

ny
nn

Beskonačan odziv, a ≠ - 1Impulsna pobuda

Procesiranje signala 41



Kada je sistem filtar?
Impulsna pobuda

Sistem je IIR filtar

Sistem nije filtar

Sistem nije filtar
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Kada sistem nije filtar?
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z transformacija
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Funkcija prenosa
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Polovi funkcije prenosa u z ravni
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Osnovni pojmovi o IIR filtrima
• IIR (Infinite Impulse Response) 

beskonačni impulsni odziv
• Digitalni IIR filtar – funkcija prenosa mora da 

ima sve polove unutar jediničnog kruga
• Ulazno-izlazne relacije se izražavaju 

rekurzivnom diferencnom jednačinom
- rekurzivan znači da se za 
izračunavanje tekućeg izlaznog odbirka 
koriste prethodni izlazni odbirci
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Prednosti i nedostaci IIR filtara
• Prednost:

željeni oblik amplitudske karakteristike 
dobro se aproksimira 
funkcijom niskog reda

• Nedostatak:
ne može se realizovati 
linearna fazna karakteristika 
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Sinteza funkcije prenosa
1. Transformacijom funkcije prenosa 

referentnog analognog prototip filtra

2. Direktna sinteza u z ravni

3. Na osnovu zadatog ponašanja u 
vremenskom domenu

Procesiranje signala 48



Telefon #2 
697Hz + 1336 Hz

)4()6()4()2()()( 21412121411  nynxnxnxnxny )4()6()4()2()()( 21412121411  nynxnxnxnxny

)4()6()4()2()()( 21412121412  nynxnxnxnxny )4()6()4()2()()( 21412121412  nynxnxnxnxny
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Telefon #2 
697Hz + 1336 Hz

SPECIFIKACIJE ZA FILTAR 
PROPUSNIK NISKIH 

UČESTANOSTI

SPECIFIKACIJE ZA FILTAR 
PROPUSNIK VISOKIH

UČESTANOSTI

697, 770, 852, 941 Hz
1209, 1336, 1477, 1633 Hz
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Od specifikacija 
do realizacije

Sinteza

Specifikacije
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Specifikacije IIR filtara
• Definišu se dozvoljene tolerancije u 

određenim frekvencijskim opsezima

• Sinteza – naći funkciju prenosa takvu da 
je racionalna funkcija po z što nižeg reda i 
da amplitudska karakteristika zadovoljava 
specifikacije (da se koristi minimalan broj 
operacija u diferencnoj jednačini)
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Amplitudska karakteristika
• Amplitudska karakteristika filtra, M(ω), definiše se kao apsolutna vrednost funkcije prenosa na jediničnom krugu z ravni, z=ejω. • M(ω) je parna periodična funkcija po ωsa periodom 2π
• Posmatra se opseg kružnih frekvencija 0 ≤ ω ≤ π• M(ω)=|H(ejω)|
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Tolerancije amplitudske karakteristike

a) 1-δp ≤ M(ω) ≤ 1 za 0 ≤ ω ≤ ωp
0 ≤ M(ω) ≤ δa za ωa ≤ ω ≤ π

b) 1/√(1+ε2) ≤ M(ω) ≤ 1 za 0 ≤ ω ≤ ωp
0 ≤ M(ω) ≤ 1/A za ωa ≤ ω ≤ π

Propusni opseg

Nepropusni opseg
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Tolerancije karakteristike slabljenja

0 ≤ a(ω) ≤ ap za 0 ≤ ω ≤ ωp
aa ≤ a(ω) ≤ +∞ za ωa ≤ ω ≤ π

Propusni opseg

Nepropusni opsegProcesiranje signala 55



Tolerancije karakteristike pojačanja

gp ≤ g(ω) ≤ 0 za 0 ≤ ω ≤ ωp
-∞ ≤ g(ω) ≤ ga za ωa ≤ ω ≤ π

Propusni opseg

Nepropusni opsegProcesiranje signala 56



Propusni opseg – odnosi parametara
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Nepropusni opseg - odnosi parametara
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Kontinualni sistemi
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Primena Laplasove transformacije
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Polovi funkcije prenosa u s ravni



Hardverska implementacija
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Sistem sa integratorima
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Propusni opseg
SIMULACIJA
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Nepropusni opseg
SIMULACIJA
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Transformacije
• Laplasova

transformacija
impulsnog odziva

• Z transformacija
impulsnog odziva

  tethsH sta d)()(   tethsH sta d)()( 


n
nznhzH )()( 


n

nznhzH )()(
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Funkcije prenosa
• Racionalna funkcija 

kompleksne 
frekvencije s=δ+jΩ

• Racionalna funkcija 
kompleksne 
frekvencije z
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Polovi funkcije prenosa
• Leva polovina 

kompleksne s ravni
• Unutar jediničnog 

kruga kompleksne 
z ravni
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Frekvencijski odziv
s = jΩ z = e jω

0 0  0  0
)( jeH )( jeH)( jHa )( jHa
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Specifikacije
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Ova prezentacija je nekomercijalna. 
Slajdovi mogu da sadrže materijale preuzete sa Interneta, 
stručne i naučne građe, koji su zaštićeni Zakonom o 
autorskim i srodnim pravima. 
Ova prezentacija se može koristiti samo privremeno 
tokom usmenog izlaganja nastavnika u cilju informisanja i 
upućivanja studenata na dalji stručni, istraživački i naučni 
rad i u druge svrhe se ne sme koristiti –
Član 44 - Dozvoljeno je bez dozvole autora i bez plaćanja 
autorske naknade za nekomercijalne svrhe nastave: 
(1) javno izvođenje ili predstavljanje objavljenih dela 
u obliku neposrednog poučavanja na nastavi; 
- ZAKON O AUTORSKOM I SRODNIM PRAVIMA 
("Sl. glasnik RS", br. 104/2009 i 99/2011)

Profesor dr Miroslav Lutovac
mlutovac@viser.edu.rs
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