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2.

∫
x +

√
x +

3
√

x2

x(1 + 3
√

x )
dx.



3.

∫
2x arctg x2

1 + x4
dx.



4.

∫ 1

−1

√

1 − x2 dx.



dr Vladimir Balti�
baltic@ viser.edu.rs

14. termin

Primene integrala



1◦ Odre�eni integral predstavƩa veliqinu

povrxine ispod krive (do x-ose): P =

∫ b

a

f(x) dx.

x

y

A

B

a b

f(a)

f(b)



2◦ Ako je grafik ispod x-ose onda je:

P = −
∫ b

a

f(x) dx.

x

y

A

B

f(x)

a b



3◦ Najopxtiji sluqaj je kada je povrxina
ograniqena krivama y = f1(x) i y = f2(x)
(f1(x) 6 f2(x) na [a, b], tj. f1(x) je doƬa kriva, a
f2(x) gorƬa kriva) i pravama x = a i x = b je:

P =

∫ b

a

(
f2(x) − f1(x)

)
dx.

x

y

A1

B1

A2

B2

f1(x)

f2(x)

a b



4◦ Veliqina povrxine koja je ograniqena
zatvorenom krivom zadatom parametarskim jed-
naqinama x = x(t), y = y(t), (α 6 t 6 β), pri qemu
se kriva obilazi u pozitivnom smeru (obrnuto
od smera kazaƩki na satu) je

P =

∫ β

α

x(t)ẏ(t) dt =

∫ β

α

y(t)ẋ(t) dt

P =
1

2

∫ β

α

(
x(t)ẏ(t) + y(t)ẋ(t)

)
dt.



5◦ Veliqina povrxine koja je ograniqena
neprekidnom krivom zadatom u polarnim
koordinatama pomo�u ̺ = ̺(ϕ), α 6 ϕ 6 β je

P =
1

2

∫ β

α

̺2(ϕ) dϕ.



6◦ Duжina luka krive date jednaqinom
y = f(x), a 6 x 6 b, gde je f funkcija sa
neprekidnim izvodom, je

ℓ =

∫ b

a

√

1 + (f ′(x))2 dx.



7◦ Duжina luka krive zadate parametarskim
jednaqinama x = x(t), y = y(t), α 6 t 6 β, je

ℓ =

∫ β

α

√

ẋ2(t) + ẏ2(t) dt.



8◦ Duжina luka krive zadate u polarnim
koordinatama sa ̺ = ̺(ϕ), α 6 ϕ 6 β je

ℓ =

∫ β

α

√

̺2(ϕ) + (̺′(ϕ))2 dϕ.



9◦ Ako je poznata veliqina S(x) povrxine
preseka tela i ravni normalne na x-osu u taq-
ki x (a 6 x 6 b), tada je zapremina tela jednaka

V =

∫ b

a

S(x) dx.



Ako povrxina qije taqke zadovoƩavaju
a 6 x 6 b, 0 6 y 6 f(x) rotira oko x-ose, obrazu-
je jedno rotaciono telo.

10◦ Veliqina povrxine omotaqa rotacionog
tela je

M = 2π

∫ b

a

f(x)
√

1 + (f ′(x))2 dx.

11◦ Zapremina rotacionog tela je

V = π

∫ b

a

f2(x) dx.



Zadaci



1. VIXER II kol 2017-8.
Izraqunati povrxinu ograniqenu slede�im
linijama: y = −x2 − 2x + 3, x = 0,
x = 2 i y = 0.
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RexeƬe. preseqne taqke:

x1 = 0 y1 = 16 T1(0, 16), x2 = 4 y2 = 0 T2(4, 0).

P =
4∫

0

(f2(x)−f1(x)) dx =
4∫

0

(16−x2−(x−4)2) dx =

4∫

0

(8x − 2x2) dx =
(

4x2 − 2x3

3

) ∣
∣
∣

4

0
= (64 − 128

3
) − 0

P = 64

3
.



3. Izraqunati duжinu prvog luka cikloide{
x = a(t − sin t)
y = a(1 − cos t).



3. Izraqunati duжinu prvog luka cikloide{
x = a(t − sin t)
y = a(1 − cos t),

gde je a > 0.

RexeƬe. Zbog ẋ = a − a cos t, ẏ = a sin t imamo

ℓ =
∫ 2π

0

√

(a − a cos t)2 + (a sin t)2 dt =
∫ 2π

0

√

a2(1 − 2 cos t + cos2 t + sin2 t) dt =

a
∫ 2π

0

√
1 − 2 cos t + 1 dt =

a
∫ 2π

0

√

2(1 − cos t) dt =
√

2a
∫ 2π

0

√
1 − cos tdt =
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1 − 2 cos t + cos2 t + sin2 t dt =

a
∫ 2π

0

√
2 − 2 cos t dt =

√
2a

∫ 2π

0

√
1 − cos t dt

cos 2α = cos2 α − sin2 α = (1 − sin2 α) − sin2 α =
1 − 2 sin2 α ⇒ 1 − cos 2α = 2 sin2 α, pa za α = t

2

dobijamo
√

1 − cos t =
√

2 sin2 t
2

=
√

2 sin t
2

ℓ =
√

2
√

2
︸ ︷︷ ︸

2

a
∫ 2π

0
sin t

2
dt = 2a

∫ 2π

0
sin t

2
dt
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2
√
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︸ ︷︷ ︸

2

a
∫ 2π

0
sin t

2
dt = 2a

∫ 2π

0
sin t

2
dt

[smena u = t
2

, t = 2u, dt = 2 du,

t u

2π π
0 0

]
ℓ = 2a

∫ π

0
sin u · 2 du =



RexeƬe. ℓ =
∫ 2π

0

√

(a − a cos t)2 + (a sin t)2 dt =
∫ 2π

0

√

a2(1 − 2 cos t + cos2 t + sin2 t) dt =

a
∫ 2π

0

√

1 − 2 cos t + cos2 t + sin2 t dt =

a
∫ 2π

0

√
2 − 2 cos t dt =

√
2a

∫ 2π

0

√
1 − cos t dt =

√
2
√

2
︸ ︷︷ ︸

2

a
∫ 2π

0
sin t

2
dt = 2a

∫ 2π

0
sin t

2
dt

[smena u = t
2

, t = 2u, dt = 2 du,

t u

2π π
0 0

]
ℓ = 2a

∫ π

0
sin u · 2 du = 4a(− cosu)

∣
∣
∣

π

0
=

4a(− cosπ) − 4a(− cos 0) = 4a − (−4a) = 8a.



4. Izvesti formulu za obim kruga: O = 2Rπ.



4. Izvesti formulu za obim kruga: O = 2Rπ.

RexeƬe. Krug u polarnim koordinatama je
̺ = R (̺′ = 0), ϕ = 0...2π. Iz formule 8◦ je:

ℓ =

∫ 2π

0

√

R2 + 0dϕ = R

∫ 2π

0

dϕ = Rϕ
∣
∣
∣

2π

ϕ=0
= 2Rπ.



5. Izvesti formulu za povrxinu kruga:
P = R2π.



6. Izvesti formulu za zapreminu lopte:

V =
4

3
R3π.



7. Izvesti formulu za povrxinu lopte:
P = 4R2π.



8. Izvesti formulu za zapreminu vaƩka:
V = R2Hπ.



9. Izvesti formulu za povrxinu omotaqa vaƩka:
M = 2RHπ.



10. Izvesti formulu za zapreminu kupe:

V =
1

3
R2Hπ.



11. Izvesti formulu za povrxinu omotaqa kupe:
M = Rℓπ, gde je ℓ =

√
R2 + h2.



12. VIXER okt. 2018.
Izraqunati povrxinu P izme�u krive

y = x − 3, za x ∈ [−2, 1] i x-ose.

Izraqunati povrxinu omotaqa M i zapreminu
tela V koje nastaje rotacijom krive y = x − 3,
za x ∈ [−2, 1] oko x-ose.



KRAJ QASA


