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Izvodi, diferencijal;
monotonost, konveksnost



IspitivaƬe funkcija:

1. Oblast definisanosti funkcije
(ili domen funkcije) Df

2. Nule i znak funkcije; presek sa y-osom

3. Parnost i periodiqnost funkcije

4. Graniqne vrednosti funkcije (limesi) na
krajevima domena Df i asimptote funkcije

5. Prvi izvod, monotonost i lokalni
ekstremi funkcije

6. Drugi izvod, konveksnost i prevojne
taqke funkcije

⇒ SkiciraƬe grafika funkcije.



8. Izvodi
Teorijski uvod



Definicija 1. Izvod funkcije f(x) je

f ′(x) = lim
h→0

f(x + h) − f(x)

h
.

Koristi se i oznaka
df

dx
za izvod funkcije f

po x.
Izvod funkcije f(x) u taqki x = a je

f ′(a) = lim
h→0

f(a + h) − f(a)

h
.



Levi izvod je f ′
−(a) = lim

h→0−

f(a + h) − f(a)

h
,

desni izvod je f ′
+(a) = lim

h→0+

f(a + h) − f(a)

h
.

Izvod u x = a, f ′(a), postoji ako je:

1◦ f neprekidna u taqki x = a, tj.

lim
x→a−

f(x) = f(a) = lim
x→a+

f(x);

2◦ f ′
−(a) = f ′

+(a).

⇒ f(x) diferencijabilna u x = a.

f(x) je dif. na intervalu ako je dif. u svakoj
taqki tog intervala.



Osnovna pravila.

c konstanta, a f(x) i g(x) funkcije po x.

1. (c)′ = 0,

2. (x)′ = 1,

3. (c · f)′ = c · f ′,

4. (f ± g)′ = f ′ ± g′,

5. (f · g)′ = f ′ · g + f · g′,

6.

(

f

g

)′
=

f ′ · g − f · g′
g2

.



Tablica izvoda.

1. (xn)′ = nxn−1, 2. (
√

x)′ =
1

2
√

x
,

3. (ex)′ = ex, 4. (ax)′ = ax ln a,

5. (lnx)′ =
1

x
, 6. (loga x)′ =

loga e

x
=

1

x ln a
,

7. (sinx)′ = cos x, 8. (cosx)′ = − sinx,

9. (tg x)′ =
1

cos2 x
, 10. (ctg x)′ =

−1

sin2 x
,

11. (arcsin x)′ = 1√
1−x2

, 12. (arccosx)′ = −1√
1−x2

,

13. (arctg x)′ = 1
1+x2 , 14. (arcctg x)′ = −1

1+x2 .



Drugi izvod funkcije je izvod prvog izvoda:

f ′′(x) = (f ′(x))
′

n–ti izvod je

f (n)(x) =
(

f (n−1)(x)
)′

.

Diferencijal funkcije f(x) je jednak

df = f ′
x · dx.

Diferencijal drugog reda je d2f = f ′′ · dx2.



Izvod sloжene funkcije.

Ako je y = f(u) i u = ϕ(x), tj. y = f(ϕ(x)), tada
je

y′
x = f ′

u(u) · u′
x.

Izvod inverzne funkcije.
Ako je y = f(x) funkcija koja ima inverznu
funkciju f−1 = g, tj. x = f−1(y) = g(y),
onda vaжi:

f ′
x =

1

g′y
.



Izvod parametarski zadate funkcije

x = f(t)

y = g(t)

je dat sa

y′
x =

ẏ

ẋ
=

g′t
f ′

t

=

dy

dt
dx

dt

.

Ovaj izvod je tako�e parametarski zadata
funkcija od istog parametra t!



Izvod implicitno zadate funkcije.

Implicitno zadata funkcija je F (x, y) = 0.
Diferenciramo F (x, y) = 0 po x smatraju�i da
je y funkcija od x (po pravilima za izvod
sloжene funkcije) i odatle ,,izvuqemo“ y′

x.



Logaritamski izvod.
Koristi se za raqunaƬe izvoda f-je na f-ju

y(x) = f(x)g(x)

(ne moжemo da koristimo ni 1. ni 4. iz tablice
izvoda, jer su n i a konstante, a ne f-je!).



Logaritamski izvod.
Koristi se za raqunaƬe izvoda f-je na f-ju

y(x) = f(x)g(x)

(ne moжemo da koristimo ni 1. ni 4. iz tablice
izvoda, jer su n i a konstante, a ne f-je!).

y = fg / ln

ln y = ln fg

ln y = g · ln f / ′

1
y
· y′

x = g′ · ln f + g · 1
f
f ′ / · y

y′
x = y · (g′ · ln f + g · 1

f
f ′)

y′(x) = fg ·
(

g′ · ln f + gf ′

f

)

.



5. Prvi izvod, monotonost i lokalni
ekstremi funkcije



5. Prvi izvod, monotonost i lokalni
ekstremi funkcije

Funkcija je monotono rastu�a na (a, b), xto
oznaqavamo strelicom ր, ako

(

∀x1, x2 ∈ (a, b)
)

x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2).

Funkcija je monotono opadaju�a na (a, b), xto
oznaqavamo strelicom ց, ako

(

∀x1, x2 ∈ (a, b)
)

x1 < x2 ⇒ f(x1) > f(x2).



5. Prvi izvod, monotonost i lokalni
ekstremi funkcije

Prema pravilima diferenciraƬa se odredi
I izvod f ′(x) funkcije f(x).

DaƩa analiza se svodi na odre�ivaƬe nula i
znaka I izvoda:
kada je f ′(xM ) = 0 i xM ∈ D imamo kandidata
za lokalni ekstrem (max ili min).

na int. gde je f ′(x) > 0 ⇒ f(x) ր,
na int. gde je f ′(x) < 0 ⇒ f(x) ց,

kandidat xM = a je lok.max ako je f : ր a ց
(da je max moglo i na osnovu f ′′(a) > 0)

kandidat xM = a je lok.min ako je f : ց a ր
(da je min moglo i na osnovu f ′′(a) < 0)



kada je f ′(xM ) = 0 i xM ∈ D imamo kandidata
za lokalni ekstrem (max ili min).

na int. gde je f ′(x) > 0 ⇒ f(x) ր,
na int. gde je f ′(x) < 0 ⇒ f(x) ց,

kandidat xM = a je lok.max ako je f : ր a ց
(da je max moglo i na osnovu f ′′(a) > 0)

kandidat xM = a je lok.min ako je f : ց a ր
(da je min moglo i na osnovu f ′′(a) < 0)

Do ekstrema moжemo do�i i kada imamo

xpiceve ( ili ), kao i kad
je f-ja def. u taqki i samo sa 1 Ƭene strane.

Ostala dva sluqaja (ց a ց i ր a ր) nisu
ekstremi.



Ako smo dobili ekstrem tad treba izraqunati
vrednost funkcije, f(a), i taqku M(a, f(a))
oznaqavamo na grafiku.



6. Drugi izvod, konveksnost i prevojne
taqke funkcije



6. Drugi izvod, konveksnost i prevojne
taqke funkcije

Funkcija je konveksna (ili konveksna nadole)
na (a, b), xto oznaqavamo ∪, ako

(

x1, x2 ∈ (a, b)
)

x1 6= x2 ⇒ f(x1) + f(x2)

2
> f

(

x1 + x2

2

)

.

Funkcija je konkavna (ili konveksna nagore)
na (a, b), xto oznaqavamo ∩, ako

(

x1, x2 ∈ (a, b)
)

x1 6= x2 ⇒ f(x1) + f(x2)

2
< f

(

x1 + x2

2

)

.



6. Drugi izvod, konveksnost i prevojne
taqke funkcije

Izraqunamo II izvod f ′′(x) =
(

f ′(x)
)′
.

DaƩa analiza se svodi na odre�ivaƬe nula i
znaka II izvoda:
za f ′′(x) = 0 imamo kandidata za prevojnu taqku.

na int. f ′′(x) > 0 ⇒ f(x) ∪ (konveksna),
na int. f ′′(x) < 0 ⇒ f(x) ∩ (konkavna),

kandidat xM = a je prevojna taqka ako je f :
∪ a ∩ ili ∩ a ∪
I kod p.t. odre�ujemo vrednost funkcije, f(a),
i taqku P (a, f(a)) oznaqavamo na grafiku.



Napomena. Pogrexno je re�i da je funkcija
konveksna na uniji intervala (tj. tamo gde je
f ′′(x) > 0), jer je ona konveksna na svakom od
tih intervala ponaosob!

Sliqno vaжi i za monotonost.

Stoga, je monotonost i konveksnost boƩe
samo zapisivati u tablici.



Zadaci

1. Izraqunati po definiciji izvod f-je
y(x) = e2x.



Zadaci

1. Izraqunati po definiciji izvod f-je
y(x) = e2x.

RexeƬe. y′(x) = lim
h→0

e2(x+h) − e2x

h
=

lim
h→0

e2x(e2h − 1)

h
= lim

h→0
2e2x · e2h − 1

2h
= 2e2x.



2. Izraqunati po definiciji izvod f-je
y(x) = x2 za x = 2.



2. Izraqunati po definiciji izvod f-je
y(x) = x2 za x = 2.

RexeƬe. y′(2) = lim
h→0

(2 + h)2 − 22

h
=

lim
h→0

4 + 4h + h2 − 4

h
= lim

h→0

4h + h2

h
=

lim
h→0

(4 + h) = 4.



Izraqunati izvode slede�ih funkcija:

3. f(x) = tg x + 3x.



Izraqunati izvode slede�ih funkcija:

3. f(x) = tg x + 3x.

RexeƬe. f ′(x) = (tg x)′+(3x)′ =
1

cos2 x
+3·(x)′ց

1

f ′(x) =
1

cos2 x
+ 3.



4. f(x) = 2ex − cos x + 5;



4. f(x) = 2ex − cos x + 5;

RexeƬe. f ′(x) = 2 · (ex)′ − (cosx)′ + (5)′



4. f(x) = 2ex − cos x + 5;

RexeƬe. f ′(x) = 2 · (ex)′ − (cosx)′ + (5)′ց
0

f ′(x) = 2 · ex − (− sinx) + 0

f ′(x) = 2ex + sin x.



5. 7.69.

Odrediti diferencijal df funkcije
f(x) = xex.



5. 7.69.

Odrediti diferencijal df funkcije
f(x) = xex.

RexeƬe.

f ′(x) = (x · ex)′ = 1 · ex + x · ex = (1 + x)ex.

df = f ′(x) dx = (1 + x)ex dx.



6. Odrediti prvi, drugi, ... peti izvod f-je

y(x) = 4x3 − 2x2 − x.



6. Odrediti prvi, drugi, ... peti izvod f-je

y(x) = 4x3 − 2x2 − x.

RexeƬe. y′(x) = 12x2 − 4x − 1,



6. Odrediti prvi, drugi, ... peti izvod f-je

y(x) = 4x3 − 2x2 − x.

RexeƬe. y′(x) = 12x2 − 4x − 1,

y′′(x) =
(

y′(x)
)′

= 24x − 4,



6. Odrediti prvi, drugi, ... peti izvod f-je

y(x) = 4x3 − 2x2 − x.

RexeƬe. y′(x) = 12x2 − 4x − 1,

y′′(x) =
(

y′(x)
)′

= 24x − 4,

y′′′(x) =
(

y′′(x)
)′

= 24,



6. Odrediti prvi, drugi, ... peti izvod f-je

y(x) = 4x3 − 2x2 − x.

RexeƬe. y′(x) = 12x2 − 4x − 1,

y′′(x) =
(

y′(x)
)′

= 24x − 4,

y′′′(x) =
(

y′′(x)
)′

= 24,

y′V (x) =
(

y′′′(x)
)′

= 0,



6. Odrediti prvi, drugi, ... peti izvod f-je

y(x) = 4x3 − 2x2 − x.

RexeƬe. y′(x) = 12x2 − 4x − 1,

y′′(x) =
(

y′(x)
)′

= 24x − 4,

y′′′(x) =
(

y′′(x)
)′

= 24,

y′V (x) =
(

y′′′(x)
)′

= 0,

yV (x) =
(

y′V (x)
)′

= 0.



6. Odrediti prvi, drugi, ... peti izvod f-je

y(x) = 4x3 − 2x2 − x.

RexeƬe. y′(x) = 12x2 − 4x − 1,

y′′(x) =
(

y′(x)
)′

= 24x − 4,

y′′′(x) =
(

y′′(x)
)′

= 24,

y′V (x) =
(

y′′′(x)
)′

= 0,

yV (x) =
(

y′V (x)
)′

= 0.

Napomena. Vaжi y(k)(x) = 0 za k > 4.



7. Odrediti sve izvode f-je y(x) = ex.



7. Odrediti sve izvode f-je y(x) = ex.

RexeƬe. y′(x) = ex,

y′′(x) =
(

y′(x)
)′

= ex,

y′′′(x) =
(

y′′(x)
)′

= ex,
...

y(n)(x) = ex.



8. Ispitati monotonost i konveksnost f-je
f(x) = x5 · lnx.



8. Ispitati monotonost i konveksnost f-je
f(x) = x5 · lnx.

RexeƬe. f ′(x) = 5x4 · lnx + x5 · 1
x

f ′(x) = 5x4 lnx + x4 = x4(5 lnx + 1).



8. Ispitati monotonost i konveksnost f-je
f(x) = x5 · lnx.

RexeƬe. f ′(x) = 5x4 · lnx + x5 · 1
x

f ′(x) = 5x4 lnx + x4 = x4(5 lnx + 1).

f ′′(x) =
(

f ′(x)
)′

= x3(20 lnx + 9).



9. f(x) = x sinx + 5 sin 5.



9. f(x) = x sinx + 5 sin 5.

RexeƬe. 5 sin 5 nema nigde x, pa je konstanta!



9. f(x) = x sinx + 5 sin 5.

RexeƬe. 5 sin 5 nema nigde x, pa je konstanta!

f ′(x) = 1 · sin x + x · cos x + 0

f ′(x) = sinx + x cosx.



10. f(x) =
arctg x

2x
.



10. f(x) =
arctg x

2x
.

RexeƬe. f ′(x) =
(arctg x)′ · (2x) − arctg x · (2x)′

(2x)2

f ′(x) =
1

1+x2 · 2x − arctg x · 2
4x2

=
x

1+x2 − arctg x

2x2



11. f(x) = ln(sinx + cos x).



11. f(x) = ln(sinx + cos x).

RexeƬe 1. (lnu)′ =
1

u
· u′

u = sin x + cosx

u′ = (sinx + cosx)′ = cosx − sin x .

f ′(x) =
1

sin x + cos x
· (cosx−sinx) =

cosx − sin x

sinx + cos x
.



11. f(x) = ln(sinx + cos x).

RexeƬe 1. (lnu)′ =
1

u
· u′

u = sin x + cosx

u′ = (sinx + cosx)′ = cosx − sin x .

f ′(x) =
1

sin x + cos x
· (cosx−sinx) =

cosx − sin x

sinx + cos x
.

RexeƬe 2.

f ′(x) =
1

sin x + cos x
·(sinx+cos x)′ =

cosx − sin x

sinx + cos x
.



12. f(x) = sin2 x.



12. f(x) = sin2 x.

RexeƬe. Ovo je sloжena funkcija

f(x) = sin2 x = (sinx)2.

Kako je (u2)′ = 2u · u′ imamo

f ′(x) = 2 sinx · (sinx)′ = 2 sinx cosx

f ′(x) = sin 2x.



13. f(x) = sinx2.



13. f(x) = sinx2.

RexeƬe. Ovo je sloжena funkcija

f(x) = sin x2 = sin(x2).

Kako je (sinu)′ = cos u · u′ imamo

f ′(x) = cos(x2) · (x2)′ = 2x cos(x2).



14. f(x) = arctg 1−x
1+x

.



14. f(x) = arctg 1−x
1+x

.

RexeƬe. f ′(x) =
1

1 + ( 1−x
1+x

)2
· ( 1−x

1+x
)′ =

1
(1+x)2+(1−x)2

(1+x)2

· −1 · (1 + x) − (1 − x) · 1
(1 + x)2

=

−1 − x − 1 + x

1 + 2x + x2 + 1 − 2x + x2
=

−2

2 + 2x2
=

−1

1 + x2
.



15. f(x) = sinx · lnx ·
√

x.



15. f(x) = sinx · lnx ·
√

x.

RexeƬe. (f · g)′ = f ′g + fg′

f(x) = (sinx · lnx) ·
√

x

f ′(x) = (sinx · lnx)′ ·
√

x + (sin x · lnx) · (
√

x)′

...

f ′(x) =
2x cosx lnx + 2 sinx + lnx sinx

2
√

x
.



15. I kol. EkoF 2007.

f(x) = (x − 1) · (x − 2) · (x − 3) · (x − 4) · (x − 5).
Odrediti f ′(2).



15. I kol. EkoF 2007.

f(x) = (x − 1) · (x − 2) · (x − 3) · (x − 4) · (x − 5).
Odrediti f ′(2).

RexeƬe.

f(x) = (x − 2) ·
(

(x − 1)(x − 3)(x − 4)(x − 5)
)

.

f ′(x) = 1 ·
(

(x − 1)(x − 3)(x − 4)(x − 5)
)

+

(x − 2) ·
(

(x − 1)(x − 3)(x − 4)(x − 5)
)′
.

f ′(2) = 1 ·
(

(2 − 1)(2 − 3)(2 − 4)(2 − 5)
)

+0
f ′(2) = 1 ·

(

1 · (−1) · (−2) · (−3)
)

= −6.



16. f(x) = sin(ln
√

x ).



16. f(x) = sin(ln
√

x ).

RexeƬe 1. (sinu)′ = cosu · u′

u = ln
√

x u′ = (ln
√

x )′ = (lnw)′ = 1
w
· w′ .

w =
√

x w′ = (
√

x )′ = 1
2
√

x
.

u′ = 1√
x
· 1

2
√

x
= 1

2x
.

f ′(x) = cos(ln
√

x ) · 1
2x

= cos(ln
√

x )
2x

.



16. f(x) = sin(ln
√

x ).

RexeƬe 1. (sinu)′ = cosu · u′

u = ln
√

x u′ = (ln
√

x )′ = (lnw)′ = 1
w
· w′ .

w =
√

x w′ = (
√

x )′ = 1
2
√

x
.

u′ = 1√
x
· 1

2
√

x
= 1

2x
.

f ′(x) = cos(ln
√

x ) · 1
2x

= cos(ln
√

x )
2x

.

RexeƬe 2. f ′(x) = cos(ln
√

x ) · (ln
√

x)′ =
cos(ln

√
x ) · 1√

x
· (
√

x )′ = cos(ln
√

x ) · 1√
x
· 1

2
√

x
=

cos(ln
√

x )
2x

.



17. pismeni VISER MM1 sept 2018.

Izraqunati prvi izvod funkcije

f(x) = ln

(

x√
4 − x2

)

.

Kada funkcija f(x) raste?



17. pismeni VISER MM1 sept 2018.

Izraqunati prvi izvod funkcije

f(x) = ln

(

x√
4 − x2

)

.

Kada funkcija f(x) raste?

Rezultati. f ′(x) =
−4

x3 − 4x
.



17. pismeni VISER MM1 sept 2018.

Izraqunati prvi izvod funkcije

f(x) = ln

(

x√
4 − x2

)

.

Kada funkcija f(x) raste?

Rezultati. f ′(x) =
−4

x3 − 4x
=

−4

x(x2 − 4)
.



Rezultati. f ′(x) =
−4

x3 − 4x
=

−4

x(x2 − 4)
.

(−∞,−2) −2 (−2, 0) 0 (0, 2) 2 (2, +∞)

−4 − − − − − − −
x − − − x + + +

x2 − 4 + x − − − x +

f ′ + x − x + x −
f ր ? ց ? ր ? ց



Rezultati. f ′(x) =
−4

x3 − 4x
=

−4

x(x2 − 4)
.

(−∞,−2) −2 (−2, 0) 0 (0, 2) 2 (2, +∞)

−4 − − − − − − −
x − − − x + + +

x2 − 4 + x − − − x +

f ′ + x − x + x −
f ր x ց x ր x ց

6∈Df 6∈Df 6∈Df



Rezultati. f ′(x) =
−4

x3 − 4x
=

−4

x(x2 − 4)
.

(−∞,−2) −2 (−2, 0) 0 (0, 2) 2 (2, +∞)

−4 − − − − − − −
x − − − x + + +

x2 − 4 + x − − − x +

f ′ + x − x + x −
f ր x ց x ր x ց

Df = (0, 2)



Rezultati. f ′(x) =
−4

x3 − 4x
=

−4

x(x2 − 4)
.

(−∞,−2) −2 (−2, 0) 0 (0, 2) 2 (2, +∞)

−4 x x x x − x x
x x x x x + x x

x2 − 4 x x x x − x x

f ′ x x x x + x x

f x x x x ր x x

Df = (0, 2) ⇒ f uvek raste!



18. Ako je x =
1

t
i y = t2 − 3t + 2 izraqunati y′

x

za x = 1
2 .



18. Ako je x =
1

t
i y = t2 − 3t + 2 izraqunati y′

x

za x = 1
2 .

RexeƬe. ẏ = 2t − 3, ẋ = − 1

t2

y′
x =

ẏ

ẋ
=

2t − 3

− 1
t2

= −t2(2t − 3) = 3t2 − 2t3.



18. Ako je x =
1

t
i y = t2 − 3t + 2 izraqunati y′

x

za x = 1
2 .

RexeƬe. ẏ = 2t − 3, ẋ = − 1

t2

y′
x =

ẏ

ẋ
=

2t − 3

− 1
t2

= −t2(2t − 3) = 3t2 − 2t3.

x = 1
2 ⇒ t = 2



18. Ako je x =
1

t
i y = t2 − 3t + 2 izraqunati y′

x

za x = 1
2 .

RexeƬe. ẏ = 2t − 3, ẋ = − 1

t2

y′
x =

ẏ

ẋ
=

2t − 3

− 1
t2

= −t2(2t − 3) = 3t2 − 2t3.

x = 1
2 ⇒ t = 2 ⇒

y′
x( 1

2 ) = y′
x

∣

∣

∣

t=2
= 3 · 22 − 2 · 23 = −4.



19. Odrediti izvod y′
x implicitno zadate f-je

3y5 + 2y3 + y − x = 0.



19. Odrediti izvod y′
x implicitno zadate f-je

3y5 + 2y3 + y − x = 0.

RexeƬe 1.
Izraqunajmo izvode po x i izrazimo y′

x:



19. Odrediti izvod y′
x implicitno zadate f-je

3y5 + 2y3 + y − x = 0.

RexeƬe 1.
Izraqunajmo izvode po x i izrazimo y′

x:

15y4 · y′
x + 6y2 · y′

x + y′
x − 1 = 0

y′
x(15y4 + 6y2 + 1) = 1

y′
x =

1

15y4 + 6y2 + 1
.



19. Odrediti izvod y′
x implicitno zadate f-je

3y5 + 2y3 + y − x = 0.

RexeƬe 1.
Izraqunajmo izvode po x i izrazimo y′

x:

15y4 · y′
x + 6y2 · y′

x + y′
x − 1 = 0

y′
x(15y4 + 6y2 + 1) = 1

y′
x =

1

15y4 + 6y2 + 1
.

RexeƬe 2. x = 3y5 + 2y3 + y inv.f-ja

y′
x =

1

x′
y

=
1

(3y5 + 2y3 + y)′y
=

1

15y4 + 6y2 + 1
.



20. Odrediti izvod funkcije f : x 7→ y zadate
implicitno ex sin y − e−y cos x = 0.



20. Odrediti izvod funkcije f : x 7→ y zadate
implicitno ex sin y − e−y cos x = 0.

Rezultat. y′
x = − ex sin y + e−y sinx

ex cos y + e−y cosx
.



21. Odrediti izvod funkcije f(x) = xsin x.



21. Odrediti izvod funkcije f(x) = xsin x.

RexeƬe. f = xsin x / ln

ln f = lnxsin x

ln f = sinx · lnx / ′

1
f
· f ′ = (sin x)′ · lnx + sinx · (lnx)′ / · f

f ′ = f ·
(

cosx · lnx + sinx · 1
x

)

f ′(x) = xsin x ·
(

cos x · lnx +
sinx

x

)

.
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