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Teorijski uvod
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DEFINICIJA:

Determinanta matrice A, u oznaci

det(A), |A| ili det A,

je suma po svim permutacijama σ iz skupa Sn:

|A| =
∑

σ∈Sn

(sgn σ) a1 σ(1) · a2 σ(2) · . . . · an σ(n).
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D =
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Za det. 3 × 3 koristimo Sarusovo pravilo:

D =
a11 a12 a13 a11 a12

a21 a22 a23 a21 a22

a31 a32 a33 a31 a32

− − −

D =
a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32

−a13a22a31 − a11a23a32 − a12a21a33.

= (a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32) −

(a13a22a31 + a11a23a32 + a12a21a33)



Determinante 4 × 4, 5 × 5,...

MORAJU
se raqunati

Laplasovim razvojem
ili

svo�eƬem na determinantu trougaone matrice.



OSNOVNE OSOBINE

1◦ Neka je AT transponovana matrica
matrice A. Tada je

|AT| = |A|.



Transponovana matrica se dobija tako xto
vrste matrice A postanu kolone matrice AT

i obrnuto.
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9◦ Minor Mij elementa aij se dobija od A

izbacivaƬem i–te vrste i j–te kolone.

Kofaktor elementa aij kvadratne matrice A je

Aij = (−1)i+j |Mij |.

Laplasov razvoj po el. i–te vrste

|A| =

n
∑

j=1

aijAij = ai1Ai1 + ai2Ai2 + . . . + ainAin.

Laplasov razvoj po el. j–te kolone

|A| =

n
∑

i=1

aijAij = a1jA1j + a2jA2j + . . . + anjAnj.



Znake (−1)i+j moжemo pamtiti kao

+ − +

− + −
+ − +

odnosno

+ − + −

− + − +
+ − + −
− + − +
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Odrediti algebarski kofaktor A32 matrice

A =
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3.

Izraqunati determinantu
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. . . = −3.
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(jer ona ima 2 elementa 0):

+ − + −
− + − +
+ − + −
− + − +

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 1 2 3
4 0 2 4
1 0 1 1
4 −1 0 5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

−1 ·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

4 2 4
1 1 1
4 0 5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ 0− 0 + (−1) ·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 2 3
4 2 4
1 1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

−
(

(20 + 8 + 0) − (16 + 0 + 10)
)

− 0 = −2.



∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 2 3
4 2 4
1 1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0

jer su I i III kolona jednake.



6. 2.5.

Koriste�i osobine determinanti izraqunati

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3 4
2 3 4 1
3 4 1 2
4 1 2 3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.



RexeƬe.

D =

1 2 3 4
2 3 4 1 II−I

3 4 1 2 III−I

4 1 2 3 IV−I

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3 4
1 1 1 −3
2 2 −2 −2
3 −1 −1 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

I+II+III+IV

=



RexeƬe.

D =

1 2 3 4
2 3 4 1 II−I

3 4 1 2 III−I

4 1 2 3 IV−I

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3 4
1 1 1 −3
2 2 −2 −2
3 −1 −1 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

I+II+III+IV

=

10 2 3 4
0 1 1 −3
0 2 −2 −2 III−2·II

0 −1 −1 −1 IV+II

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

10 2 3 4
0 1 1 −3
0 0 −4 4
0 0 0 −4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.



RexeƬe.

D =

1 2 3 4
2 3 4 1 II−I

3 4 1 2 III−I

4 1 2 3 IV−I

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3 4
1 1 1 −3
2 2 −2 −2
3 −1 −1 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

I+II+III+IV

=

10 2 3 4
0 1 1 −3
0 2 −2 −2 III−2·II

0 −1 −1 −1 IV+II

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

10 2 3 4
0 1 1 −3
0 0 −4 4
0 0 0 −4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Dobili smo determinantu truogaone
matrice, pa je: D = 10 · 1 · (−4) · (−4) = 160.



7. 2.24.

Izraqunati

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a b c d

−a b c d

−a −b c d

−a −b −c d

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.



RexeƬe.

D =

a b c d

−a b c d II+I

−a −b c d III+I

−a −b −c d IV+I

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a b c d

0 2b 2c 2d

0 0 2c 2d

0 0 0 2d

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=



RexeƬe.

D =

a b c d

−a b c d II+I

−a −b c d III+I

−a −b −c d IV+I

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a b c d

0 2b 2c 2d

0 0 2c 2d

0 0 0 2d

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

a · 2b · 2c · 2d = 8abcd.



8. 3. I kol 2017-8. 12. gr.

Izraqunati vrednost determinante:
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 0 2018 0
6 −4 4036 0
9 1842 6059 0
12 798 10518 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.



RexeƬe. Laplasov razvoj po IV koloni

(jer ona ima 3 elementa 0):

+ − + −
− + − +
+ − + −
− + − +

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 0 2018 0
6 −4 4036 0
9 1842 6059 0
12 798 10518 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=



RexeƬe. Laplasov razvoj po IV koloni

(jer ona ima 3 elementa 0):

+ − + −
− + − +
+ − + −
− + − +

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 0 2018 0
6 −4 4036 0
9 1842 6059 0
12 798 10518 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

−0+ 0− 0 + (−1) ·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 0 2018
6 −4 4036
9 1842 6059

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=



RexeƬe. Laplasov razvoj po IV koloni

(jer ona ima 3 elementa 0):

+ − + −
− + − +
+ − + −
− + − +

D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 0 2018 0
6 −4 4036 0
9 1842 6059 0
12 798 10518 −1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

−0+0− 0+ (−1) ·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 0 2018
6 −4 4036
9 1842 6059

∣

∣

∣

∣

∣

∣

II − 2 · I
III − 3 · I

=



RexeƬe. Laplasov razvoj po IV koloni

D = −0+0− 0 + (−1) ·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 0 2018
6 −4 4036
9 1842 6059

∣

∣

∣

∣

∣

∣

II − 2 · I
III − 3 · I

=

−

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 0 2018
0 −4 0
0 1842 5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=



RexeƬe. Laplasov razvoj po IV koloni

D = −0+0− 0 + (−1) ·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 0 2018
6 −4 4036
9 1842 6059

∣

∣

∣

∣

∣

∣

II − 2 · I
III − 3 · I

=

Laplasov razvoj po I koloni
+ − +
− + −

+ − +

−

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 0 2018
0 −4 0
0 1842 5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −

(

+3 ·

∣

∣

∣

∣

−4 0
1842 5

∣

∣

∣

∣

− 0 +0

)

=



RexeƬe. Laplasov razvoj po IV koloni

D = −0+0− 0 + (−1) ·

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 0 2018
6 −4 4036
9 1842 6059

∣

∣

∣

∣

∣

∣

II − 2 · I
III − 3 · I

=

Laplasov razvoj po I koloni
+ − +
− + −

+ − +

−

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 0 2018
0 −4 0
0 1842 5

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −

(

+3 ·

∣

∣

∣

∣

−4 0
1842 5

∣

∣

∣

∣

− 0 +0

)

=

− (+ 3 · (−20 − 0)) = 60.



9. FON, I kolokvijum 2008.

Izraqunati determinantu D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 −1 2
−2 0 2 0
3 1 −3 4
−4 1 4 w

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Za koje vrednosti parametra w je D = 0?



9. FON, I kolokvijum 2008.

Izraqunati determinantu D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 −1 2
−2 0 2 0
3 1 −3 4
−4 1 4 w

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Za koje vrednosti parametra w je D = 0?

RexeƬe.

III kolona = − I kolona



9. FON, I kolokvijum 2008.

Izraqunati determinantu D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 −1 2
−2 0 2 0
3 1 −3 4
−4 1 4 w

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Za koje vrednosti parametra w je D = 0?

RexeƬe.

III= −I ⇒ D = 0 za svako w ∈ R



10. Rexiti nejednaqinu:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1 + x

4 x 2
7 1 1 + x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6 0.



10. Rexiti nejednaqinu:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1 + x

4 x 2
7 1 1 + x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6 0.

RexeƬe.

... D = −6x2 − 6x + 12



10. Rexiti nejednaqinu:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1 + x

4 x 2
7 1 1 + x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6 0.

RexeƬe.

D = −6x2 − 6x + 12 6 0 za x ∈ (−∞,−2] ∪ [1, +∞).



11. 3. I kol 2017-8. 7. gr.

Za koje vrednosti x vaжi nejednakost:
∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 5
1 −1 x

−2 x −3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6 −2x ?



11. 3. I kol 2017-8. 7. gr.

Za koje vrednosti x vaжi nejednakost:
∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 5
1 −1 x

−2 x −3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6 −2x ?

RexeƬe.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 5
1 −1 x

−2 x −3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −x2 + 3x − 4



11. 3. I kol 2017-8. 7. gr.

Za koje vrednosti x vaжi nejednakost:
∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 5
1 −1 x

−2 x −3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6 −2x ?

RexeƬe.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 5
1 −1 x

−2 x −3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −x2 + 3x − 4, pa je

nejed. −x2 + 3x − 4 6 −2x, tj. −x2 + 5x − 4 6 0.



11. 3. I kol 2017-8. 7. gr.

Za koje vrednosti x vaжi nejednakost:
∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 5
1 −1 x

−2 x −3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6 −2x ?

RexeƬe.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 5
1 −1 x

−2 x −3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −x2 + 3x − 4, pa je

nejed. −x2 + 3x − 4 6 −2x, tj. −x2 + 5x − 4 6 0.

ƫeno rex. je x ∈ (−∞, 1] ∪ [4, +∞).



KRAJ QASA


